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Prólogo 


Con un retraso, por el que pedimos se nos disculpe, presentamos a nuestros lectores 
el tomo 3 de nuestro Tratado de Matemáticas. Con el tomo 4, ya aparecido, queda 
completa la serie iniciada con los volúmenes de Álgebra y de Análisis. 

La presente obra se ha propuesto como objetivo el tratar, con la mayor precisión 
y claridad posibles, las cuestiones de Geometría y de Cinemática que figuran en el 
programa de Clases Preparatorias. Para ello hemos seguido escrupulosamente los 
Comentarios oficiales a estos Programas, y el hecho de que tales Comentarios hayan 
aparecido en fecha relativamente reciente, unido a la complejidad de las cuestiones 
tratadas, ha sido en parte la causa de nuestro retraso. 

No es cosa fácil hoy día escribir una obra de Geometría destinada a la enseñanza: 
el rigor exigible a los autores obliga a éstos a recurrir a las teorías matemáticas más 
recientes, y el nivel de estas teorías muy pronto supera el de las clases cuyo fin no 
es exclusivamente la formación de futuros matemáticos. Por otra parte, a nivel supe- 
rior, la Geometría «prolifera» en teorías muy diversas que entre sí no tienen más co- 
nexiones que las puramente históricas; por ejemplo, el concepto intuitivo de «curva» 
se escinde en la actualidad en los de camino, arco geométrico, variedad diferenciable 
de dimensión 1 y curva algebraica. Además, según la estructura de los espacios a que 
tales conceptos hagan referencia, se puede uno interesar en las propiedades topoló- 
gicas, diferenciales, afines, métricas, proyectivas, conformes, etc..., de estas «curvas». 

Finalmente —y para nosotros es esto esencial— el estudio axiomático de la Geo- 
metría no dispensa de la consideración de los problemas clásicos que se pueden pro- 
poner en relación con las curvas y superficies usuales. Estos problemas siguen teniendo 
importancia para las aplicaciones (en particular a la Mecánica) y es natural que 


v 


VI Prólogo 


constituyan el objeto de cuestiones de examen para futuros ingenieros. Consecuentes 
con ello damos siempre los procedimientos efectivos de cálculo después de los desa- 
rrollos teóricos preconizados en los programas, y los métodos propuestos se ilustran 
con numerosos ejemplos. 

En la misma línea hemos tratado las cuestiones de Cinemática que figuran en el 
programa (Cap. X a XIl); y efectivamente es legítimo y necesario fundar ahora. la 
Mecánica sobre axiomas claramente enunciados y poner en evidencia las estructuras 
utilizadas. Pero aquí, quizá más que en cualquier otra materia, la perfección del 
modelo matemático no debe hacernos perder de vista las realidades físicas que re- 
presenta. Por ello no hemos tenido reparo en recurrir a la intuición física para 
ayudar al lector a la captación de este modelo. 

La búsqueda constante del necesario equilibrio entre los puntos de vista teórico 
y práctico seguramente ha alargado esta obra más de lo que hubiésemos querido, por 
cuanto nos ha parecido indispensable exponer sobre ciertos puntos algunos com- 
plementos con destino a los mejores alumnos y a los futuros profesores. Pero espera- 
mos que la claridad de la presentación, por la cual hemos de dar gracias a Ediciones 
Bordas-Dunod, permitirá a los estudiantes desenvolverse bien. Tras una lectura más 
o menos profunda de los desarrollos teóricos será esencial que estudien los métodos 
prácticos de cálculo y, para asimilar tales métodos, no podemos menos que aconse- 
jarles la resolución de los numerosos ejercicios propuestos al final del libro. 

Para terminar, nos es grato dar las gracias a todas aquellas personas que, de un 
modo u otro han contribuido a la confección de este libro y muy especialmente a los 


señores Cardona y Riotort. 
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Capítulo I 


Geometría afín 


En todo este capítulo, el cuerpo base es el cuerpo R de los reales. 

El objeto de este capítulo es un estudio detallado y orientado hacia las aplica- 
ciones prácticas, de los fundamentos de la Geometría afín. Este estudio ha sido 
iniciado en el $ VIIL6 del Tomo 1, dentro de un cuadro más general. 


Señalemos que todas las demostraciones y todos los resultados de los $$ 1 a 8 
y del $11 siguen siendo válidos, sin modificación, cuando se sustituye el cuerpo 
base R por un cuerpo K conmutativo cualquiera: Basta con sustituir en todas 
partes R por K, R* por K*, 2P(E) por LE) y GL(E) por GLx(E). 

Por el contrario, las teorías de la convexidad y de la orientación utilizan las 
propiedades particulares de R. 


$ 11 COMPLEMENTOS DE GEOMETRÍA VECTORIAL 

Vamos a repasar y precisar algunas nociones relativas a espacios vectoriales y 
a endomorfismos de espacios vectoriales; estas nociones serán utilizadas en todo 
lo que sigue sin más explicación. 
Subespacio vectorial engendrado 


Si (a,);¿, es una familia de elementos de un espacio vectorial E, la intersección 
de los subespacios de E que contienen a cada uno de los a, (i e 1)es un subespacio 


1 
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de E, denominado subespacio engendrado por la familia (a,);.,. Lo designaremos por 
Vect ((a,);.1): Este subespacio es también igual al conjunto de todas las combina- 


ciones lineales > 2, a;, donde (2,);¿, es una familia arbitraria de escalares casi todos 
¡el 
nulos (véase tomo 1, p, 130). 


Dimensión de un subespacio 


Sea E un espacio vectorial: todo subespacio de dimensión 1 de £ recibe el 
nombre de recta vectorial (de E), mientras que todo subespacio de dimensión 2 
recibe el nombre de plano vectorial. 

Si F y G son dos subespacios de dimensión finita de E, entonces F+ G y FNG 
son también de dimensión finita y se tiene la relación 


dim (F + G) + dim(F N G) = dim (F) + dim (G) 
(véase tomo 1, p. 286). 
Si E es de dimensión finita, todo subespacio F de E es también de dimensión 


finita, y se tiene: dim (F) < dim (£), teniendo lugar la igualdad si, y solamente 
si,F=E. / 


Codimensión, hiperplanos 


Sea F un subespacio de un espacio vectorial E; por definición, la codimensión 
de F (con relación a E) es la dimensión del espacio cociente E/F; se designa por 
codim (F) (siendo fijo el espacio E). 

El símbolo codim (F) representa pues un entero natural » si, y solamente si, 
E[F es de dimensión finita n; de lo contrario, se conviene en decir que la codimen- 
sión de F es infinita. 

Si E es de dimensión finita, entonces E/F' es de dimensión finita, y se tiene: 

dim (F) + codim (F) = dim (E) 
(véase tomo 1, teorema VIH1.3.10). 


Hiperplanos 


Si E es un espacio vectorial cualquiera, recibe el nombre de hiperplano vectorial 
de E todo subespacio vectorial de codimensión 1 de E: Si E es de dimensión finita n, 
nos encontramos de nuevo con la definición VIH.5.4 del tomo 1; se tiene (1): 


(*) Este teorema ha sido establecido en el tomo 1, p. 304 en el caso en que E es de dimensión finita. 
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Teorema 1.1.1 


ll Si E es un espacio vectorial cualquiera, los hiperplanos vectoriales de E 
son los múcleos de las formas lineales de E, no nulos. 


Demostración 


a) Sea f una forma lineal no nula sobre £; entonces H= Ker (f) es un sub- 
espacio de E, distinto de E, y se tiene: Im (f)=K, designando por K el cuerpo base. 
Según el teorema VIIL1.2 del tomo 1 (teorema de la descomposición canónica) 
existe un isomorfismo / de E/H sobre K, de donde dim (£/H) = 1, y H es un hi- 
perplano vectorial de E. 

b) Recíprocamente, sea H un hiperplano de £; por definición existe un iso- 
morfismo ¡ de E/H sobre el cuerpo base K. Designando por p: E>E/H la pro- 
yección canónica, la aplicación f=j0p: E>XK es una forma lineal no nula 
sobre E, cuyo núcleo es H, lo cual demuestra el resultado. 


De aquí se deduce: 


1.1.2 Si H es un hiperplano de E, entonces, para cada a € EH se tiene: 


| E= Vet(Hu La Y). 


Demostración. Sea f una forma lineal sobre E tal que H= Ker (f). Por hi- 
pótesis se tiene /(a) + O. Para cada x € E, el vector 


_L0, 

Fa) 
verifica f(y) = 0, de donde yeH y la descomposición x= y + Ma, con A= 
160/fa)-1 

La proposición 1.1.2 lleva consigo que todo subespacio F de E, distinto de E 
y que verifique F > H es igual a H; dicho de otro modo, los hiperplanos de E son 
los subespacios propios maximales de E. 

Finalmente, la proposición que sigue hace ver que las formas lineales que ad- 
miten como núcleo a un mismo hiperplano H son todas proporcionales. 


y=x 


1.1.3 Si.f, g son dos formas lineales sobre E que admiten un mismo núcleo, existe 
II un escalar no nulo 7 tal que g =1f. 


Demostración. Si f es la forma nula, g es nula y el resultado será evidente. En 
caso contrario, sea a e E tal que fía) + 0, de donde g(a) 4 O. Pongamos 2=g(a)/fa). 
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Entonces el núcleo de la forma g— Af es un subespacio F de E que contiene a a 
y H=Ker(f). Al aplicar 1.1.2 se tiene F= E, de donde g=4f.] 


Subespacios suplementarios 


Dos subespacios F y G de un espacio vectorial E se dice que son suplementarios 
cuando cumplen las condiciones siguientes: 


F+G=E y FnaG=(0). 


A tales subespacios se asocian endoformismos Pr Y Pc, definidos de manera 
única, tales que, 


PE=DE>  PE=PG)  PpoPG=Poopp=0 
Pr + Pú = lde 

Ker(pp)=G,  Im(pp)=F 

Ker (pg) = F, Im (pa) = G. 


Los endomorfismos p» y p¿ reciben el nombre de proyectores asociados a los es- 
pacios suplementarios F y G : pp (resp. pg) es la proyección sobre F paralelamente 
a G (resp. sobre G paralelamente a F); finalmente py(x) y pa(x) son las componen- 
tes de x sobre F y G (véase tomo 1, p. 286). 

Sea F un subespacio de E; se demuestra que F admite por lo menos un sub- 
espacio G tal que F y G son suplementarios; de un subespacio como el G se dice que 
es un suplementario de F. Existen en general diversos suplementarios de F. La exis- 
tencia de suplementarios ha sido demostrada en el tomo 1 para los espacios E de 
dimensión finita, con ayuda del teorema VIIL.3.1 (llamado de la base incompleta). 
La demostración general hace uso del axioma de elección (véase [4] o ejercicio 1.1). 


Si G es un suplementario de F,la restricción a G de la proyección canónica 
Pp: E> EJF, es un isomorfismo de espacios vectoriales (véase tomo 1, p. 286). 
Si G es de dimensión finita, se deduce de ello que 


dim (G) = codim (F) ; 


en particular, si £ es de dimensión finita n, los hiperplanos de E son los subespacios 
de dimensión n— 1. 
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Definición de una aplicación lineal mediante sus restricciones a dos subespacios 
suplementarios 


Sean F y G dos subespacios suplementarios de un espacio vectorial E,. Si 
Sf: E, > E, es una aplicación lineal de E, en un espacio vectorial E, se tiene, para 
todo x€F y para todo peG: 


Í+yY=/00+/(). 


Se deduce de esto que f queda determinada si se conocen las restricciones respec- 
tivas fp y f¿ de fa F y G. Recíprocamente, sea p: F>E,y y: G-> Es, aplicaciones 
lineales; para todo z € £,, de componentes x e y» sobre F y G, pongamos 


2) =0) +0). 


Entonces f es una aplicación lineal de E, en E,, cuyas restricciones a F y G son res- 
pectivamente y y y: se dice que f queda definida mediante Pyy. 

Para precisar más, introduzcamos los conjuntos de aplicaciones lineales P(E,, E,), 
2(F, Ez), L(G, E,). Se puede resumir el estudio que antecede diciendo que la apli- 
cación f> (fm, fa) 

L(E,, Ej) > L(F, E,) x L(G, E,) 
es biyectiva. 


Notación para los isomorfismos 


Sean E, y £, dos conjuntos provistos de estructuras algebraicas análogas (véase 
tomo 1, cap. II). Si f: E, > E, es un morfismo biyectivo, entonces f : E, > E, 
es también un morfismo. En tal caso se dice que fes un isomorfismo. Convendremos 
en traducir este hecho mediante la notación: 


FE E 


Este convenio se aplicará en particular a los grupos, a los anillos, a los módulos, 
a las álgebras y a los espacios vectoriales. 


$ 12 PROYECTORES, HOMOTECIAS, DILATACIONES Y TRANSVECCIO- 
NES (CASO VECTORIAL) 


En este $ vamos a estudiar algunos endomorfismos particulares de un espacio 
vectorial E. 
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Proyectores 
Definición 1.2.1 


¿ En un espacio vectorial cualquiera E, se da el nombre de proyector a todo 
endomorfismo p de E tal que p?* = p. 


Ejemplos 


1. La aplicación idéntica Id, es evidentemente un proyector; se ve inmedia- 
tamente que es el único proyector de E que es al mismo tiempo un automorfismo 
(ya que si p admite un inverso, la relación p? =p implica p =p"! 0 p = 1d). 

2. Sean H y L dos subespacios suplementarios de E y sea p : E> E la pro- 
yección sobre H paralelamente a L: a cada x € É, p asocia el único elemento y 
de H tal que x—y€L. Es evidente que p es un proyector (puesto que se tiene 
p(E) =H, y p(x) = x para todo x e H). Este proyector tiene a H por imagen y 
a L como núcleo. 

Recíprocamente, se tiene: 


1.2.1 Sea p un proyector de E, distinto de la identidad. Entonces la imagen y 
[ el núcleo de p son subespacios suplementarios de E, y p es la proyección 
sobre su imagen, paralelamente a su núcleo. 


Demostración. Pongamos H = Im (p) y L = Ker (p) y veamos en primer lugar 
que H y L son suplementarios. En efecto: 


a) HO L=(f0j: ya que si xe HA L, se tiene p(x) = 0, y existe un y € E tal 
que x = p(y). Se tiene pues x = p(») = py) = p(x) =0, o sea x =0. 


b) H+L=E: si xe E pongamos y = x— p(x). Se tiene 


PO) = p(x) — pHx) = p(x) — px) =0, 


de donde yeL y x= y + p(x), con p(x) e H. 
Las relaciones x — p(a) e L y p(x) € H hacen ver entonces que p coincide con 
la proyección sobre H paralelamente a L.] 


Observación. Si E es de dimensión finita se puede demostrar que para cada 
ue L(E), existen v € GL(E) y w e GL(E) tales que uo v y wo u son proyectores 
(véase ejercicio 1.12). Dicho de otro modo: todo endomorfismo de E es (de dos 
maneras distintas) producto de un proyector y de un automorfismo de E. 
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El álgebra 2(E) queda pues determinada dando GL(£) y el conjunto de los 
proyectores de E. 


Grupo de las homotecias de un espacio vectorial 


Sea E un R-espacio vectorial no nulo. Para cada « e R, la aplicación hy : E> E, 
x-+> ax es un endomorfismo de £ que se denomina homotecia vectorial de razón a. 
La aplicación a+> ha, de R en Z(E), es un homomorfismo inyectivo de R-álgebras; 
la imagen, mediante este homomorfismo, del grupo multiplicativo R*, es pues un 
subgrupo de GL(£), denominado grupo de las homotecias de £, al cual designaremos 
nosotros por H(E): este grupo está constituido por las homotecias de razón no 
nula; es isomorfo a R*, 

Se tiene H(£) = GL(£) si (y solamente si) dim (£) = 1. 


Según la definición de aplicaciones lineales, toda homotecia h de E verifica: 
(Vue L(E)) : uoh=hou. 


Resulta de ello que el grupo H(£) está contenido en el centro de GL(E) (véase 
tomo 1, p. 76); se trata pues de un subgrupo distinguido de GL(E). 
De hecho se tiene el resultado más preciso que sigue: 


1.2.2 El subgrupo H(E) de las homotecias de un espacio vectorial no nulo E es el centro de GL(E). 


Demostración. Se trata de demostrar que todo elemento h de GL(E) que verifique 


(Vu e GL(£)) uoh=hou 


es una homotecia. 

a)  Demostremos en primer lugar que toda recta vectorial 4 de E es estable por h. De lo con- 
trario existiría un elemento a de 4 (a0) tal que b= h(a) no pertenecería a 4, y por lo 
tanto tal que los vectores a y b serían independientes. Pongamos F = Vect (a, b) y designemos 
por G un suplementario cualquiera de F (véase $ 1). Sea u el endomorfismo de E cuya restric- 
ción a E es la identidad y cuya restricción a F queda definida mediante u(a)=a y 
u(b) = a+ b. Al ser los vectores a y a + b independientes, u sería un automorfismo de E que 
verificaría: 


houa)=h(a) =b y uohía)=ub) =a+b 


lo cual estaría en contradicción con la hipótesis uo h=ho 1. 

b) Según a) la restricción de h a toda recta vectorial es una homotecia. Se deduce de ello fá- 
cilmente que h es una homotecia; ya que si a, 6 son dos vectores independientes Cualesquiera, existen 
2, y, v ER* tales que u(a) = la, u(b) = pb y 


ua +b)=v(a+b)=a+ pb, 


de donde se deduce 2 == u.] 
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Observación. El grupo cociente GL(E)/H(E) desempeña un papel esencia en Geometría alge- 
braica. Se le da el nombre de grupo proyectivo de E y se le designa por PGL(E). 


Dilataciones vectoriales 

Definición 1.2.2 
En un R-espacio vectorial E sea L un hiperplano, D una recta suplemen- 
taria de L (es decir no contenida en L) y 2 un real no nulo. La dilatación 
de razón 7, de hiperplano L y de eje D es el automorfismo 0 de E que se 


reduce a la identidad sobre L y a la homotecia de razón 2 sobre D. 


Con estas notaciones sea p la proyección sobre L paralelamente a D, y sea 
q = Id, —p. Si x € E, se tiene: 


x=ph0+4q0, 


donde p(x) € L y q(x) € D, de donde, por definición de 0: 


ó(x) = 9[p(09] + d[g(x)] = p(x) + ¿q(x) 


" 


¿1d (1) + (1 — 2) pp), 
o sea 


ó=p+24g9=2 1; + (1 — 2)p 


Para que 8 = Id,,, es necesario y suficiente que sea A = 1. 
Si 2 = — 1, se dice que 0 es la simetría vectorial de dirección D con relación a L. 
Supongamos ahora que E es de dimensión finita n, y elijamos una base (€,, ...., €) 


MA) p(M) 


Figura l. 
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de E tal que (e,, ..., €, -,) sea una base de L y e, un vector director de D. Con esta 
base, la matriz d es evidentemente: 


1.0 0 

0 0 
fi= 

0.0 1.0 

0 04 


Observaremos que se tiene entonces det (0) = 2. 


Transvecciones vectoriales 


Nos situamos aquí en el espacio vectorial E de dimensión (finita o infinita) 
igual por lo menos a 2. 


Definición 1.2.3 
Sea L un hiperplano de E. Se da el nombre de transvección de hiperplano ZL 
a todo automorfismo de E de la forma 
(1) TIXH x+p(x)a 
donde p es una forma lineal de núcleo L y donde a es un elemento dado 


no nulo de L. 


Con estas notaciones se ve que todo x € L es un punto fijo de 7. 
Según (1), se tiene, para todo xe E: T(x) —x EL. Vamos a ver que esta 
propiedad permite caracterizar las transvecciones de hiperplano L entre los auto- 
morfismos de E que dejan fijo a todo elemento de L. 


1.2.3 Sea L un hiperplano de E y un automorfismo de E distinto de la identidad 
que verifique: 


(WxeL) (x)=x 
y (Vxe E) Tx) — xeL. 


Entonces t es una transvección de hiperplano L. 
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Demostración. Al ser 7 % Id, existe un VE EL tal que r(v) 4 v. Entonces 
a =v(v) —v es un elemento no nulo de £. 

Sea q la proyección paralelamente a L sobre la recta D = Vect (0). Definiremos 
una forma lineal p sobre E poniendo: 


(Vx e E) qe) =p... 


Esta forma y admite a L como núcleo y verifica p(v) = 1. Todo x € E se descom- 
pone de manera única en x= y + p(x) v con y € L. De esto se deduce: 


T(x) = 1(y) + p(x) 1(0) = y + px) (uv + a) 
=y+ 0) 0 + pa, 


O sea: 
Tx) =x + q) a, 


lo cual hace ver claramente que 7 es una transvección de hiperplano £.] 

El estudio geométrico completo de las transvecciones sólo tiene interés en rela- 
ción con la estructura afín de E (véase $ 10). 

Supongamos ahora que E es de dimensión finita 1 (n > 2) (con las notaciones 
anteriores), elijamos una base (€,, .... e,) de Etal que e, $ L, e, = a, eg € £, ...ye4€L. 
Si se pone 4 = p(e,), la matriz T de 7 en esta base es 


LOs. 0 
e EE 
0.0 

T= 


Dos ses 


De donde se deduce: det (7) = 1. 

De un modo general, fijemos dos indices k, / tales que 1 <k<nm1</<nm, 
y k%l; sea A= lay) <ien ¡<< Una matriz que verifique 4, = 0, para (A 
4 (k,1) con i4jy au=1 (i,j=1,2,..., 1), siendo el término 4, cualquiera 
no nulo. Á representa entonces, en una base cualquiera, una transvección (la cual 
depende de la base elegida). 


Grupo especial lineal 


e Supondremos a partir de este punto que el espacio vectorial considerado E es 
de dimensión finita n > 1. 
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Los elementos u de GL(E) están caracterizados por las relaciones: u e L(E) 
y det (u) 4 O (véase tomo 1, cap. X). 

Puesto que se tiene: det (vo u) = det (v) . det (u) para todos los u, v € Z(E), 
se ve que la aplicación 


det : GL(E) > R*, u += det (u) 


es un homomorfismo de grupos. 
A este homomorfismo lo llamaremos homomorfismo determinante. 


Definición 1.2.4 


Se da el nombre de grupo especial lineal de E y se le designa por SL(E), 
al múcleo del homomorfismo determinante. Dicho de otro modo, SL(E) es 
el conjunto de los automorfismos de E cuyo determinante es igual a 1. 


Por ser SL(E) un núcleo de homomorfismo, es un subgrupo distinguido de 
GL(E). La naturaleza del grupo cociente GL(£)/SL(E) queda determinada por el 
resultado siguiente: 


1.2.4 El homomorfismo determinante es suprayectivo, y en consecuencia, induce: 
un isomorfismo natural de grupos: 


GL(EYSL(E£) 3 R*. 


Demostración. Sea D una recta vectorial de E y L un hiperplano suplementario 
de E. Sea 0 la dilatación de hiperplano L, de eje D y de razón 2 e R*. Según el 
estudio hecho en la página 9 se tiene: det (9) =4. Por lo tanto todo ¿eR* 
es el determinante de un automorfismo, por lo menos. ] 

Si n > 2, observemos que toda transvección de E es elemento de SL(E). Se puede 
demostrar incluso que el conjunto de las transvecciones es una parte generatriz de 
SL(£) (véase el ejercicio 1.14). Este resultado es fundamental en el estudio de los 
grupos clásicos. 


Con vistas a los ejercicios del tomo 4, vamos a dar ahora algunos complementos de Geo- 
metría lineal, no indispensables para lo que va a seguir. 
Grupo de los automorfismos que dejan fijos todos los puntos de un hiperplano. 

En lo que sigue designamos por E un espacio vectorial de dimensión finita > 2. 


Fijemos un hiperplano L de E y designemos por G al subgrupo de GL(£) formado por los 
automorfismos que dejan fijos todos los puntos de L. 
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La restricción a G. del homomorfismo determinante, o sea Gz, > R*, u+ det (u), es un ho- 
momorfismo de grupos suprayectivo (ya que toda dilatación de hiperplano L y de razón 4 pertenece 
a G. y su determinante es igual a 2). El teorema que sigue, que clasifica a los elementos de Gz, 
caracteriza al núcleo de este isomorfismo. 


1.2.5 Con las notaciones anteriores, sea L un hiperplano de E y sea u un elemento del grupo Gr, 
distinto de 1dg. Entonces: 
a) Si det(u)% 1, u es una dilatación de hiperplano L. 
| b) Si det (u) = 1, u es una transvección de hiperplano L. 


Demostración. Sea ve EL fijo: Para todo x € E, existe un yeL y un p(x) eR definidos 
de manera única, y tales que 


(3) =r + pot) 0: 


q es una forma lincal de núcleo L, tal que y(v) = 1. Se tiene en particular u(0) = w + /0, con 
4 = qlu(v)] y we L. Se deduce de (2): 


u(x) = y + p(x) (1 +40), 


(3) ux) =x + p() [(1 — 1)o +]. 


En una base (€,, ..., €n) tal que e, =0 y e,€ L para ¿> 2, la matriz U de u es de la forma: 


se tiene pues: det (u) = 4. 
O Si ¿ = 1, (3) se reduce a u(x) = x + p(x) w; w.es no nulo, ya que uX Idg. Al ser we L 
se ve que u es una transvección de hiperplano L. 
O Si24X 1, el vector h=(2—1)v + w no pertenece a L, y al hacer x = h en (3) se ve que 
hverifica u(h) = 4h. Por lo tanto wes la dilatación de razón 2, de hiperplano L y de eje D = Vect (h).]] 
De 1.2.5, se deduce que el núcleo 7, del homomorfismo 


det:G, > R* 


está formado por Idz y por el conjunto de las transvecciones de hiperplano L. Por lo tanto, F, es 
un subgrupo distinguido de G, y se tiene un isomorfismo natural: 


G,//7, 3 R*, 


inducido por la aplicación det. 
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Aplicación 


Sea TES, y sea 9, GNFL una dilatación de razón /,. Según 1.1.5, el automorfismo 
6, = 0 (0) es una dilatación de razón (2) H 1 (ya que 7, % 1, de donde también (1) H D. 
La relación 7 = 0, 0, hace ver que toda transvección es, por lo menos de una manera, producto de 
dos dilataciones. Ahora bien, hemos señalado antes que SL(E) está engendrado por el conjunto 
de las transvecciones. Sea entonces un ue GL(E), de determinante A. Designando por d una 
dilatación arbitraria de razón A, se ve que v = ud eSL(E). Así pues Y es un producto de 
transvecciones 7, y u = 0, Ahora bien, según lo que acabamos de ver, todo 7; es un producto 
de dos dilataciones. Resulta pues que u es, en definitiva, un producto de dilataciones, de donde: 


1.2.6 El grupo GL(E) es engendrado por el conjunto de dilataciones. 


De este resultado se hará uso en el tomo 4, para el estudio del cambio de variables en las inte- 
grales múltiples (*). 


$ 13 ESPACIOS AFINES 
Definición 1.3.1 (Repaso) 


Sea E un R-espacio vectorial cualquiera, de dimensión finita o infinita. 
Se da el nombre de espacio afín ligado a E (o: sobre E) a todo conjunto 
no vacio € provisto de una ley externa de dominio E (designada por 
(LxhHt+xó6(t1tx)>x+t, 1 E, x€6) que verifique los axiomas 
siguientes: 


Ares (VWxEe8)  (1+1)+x=14+ (0 + x) 
VAWxeé)  0+x=x. 

(As) para todos los x,y € 6, existe 1€ E tal que y =t+x. 
(Ay) Si 1€ E verifica (Vx € 6) 1 + x= x, se tiene t=0. 


Si 6 es un espacio afín sobre E, se dice que £ es el espacio vectorial asociado 
a 6 (o, el espacio vectorial director de 6). Si E es de dimensión finita n, se dice 
que 6 es de dimensión finita n (en caso contrario, se dice que $' es de dimensión 
infinita). Para n = 1, se dice que E es una recta afín; para n = 2 es un plano afín. 

Para todo 1 € E designemos por 7, la aplicación de € en € definida por 1,(x) = 
=1t+x (x€6); esta aplicación recibe el nombre de traslación de vector t. Por el 
axioma (A,) se tiene: 


(), Si en vez de R se considera un cuerpo conmutativo cualquiera K, el resultado 1.1.6 y los razo- 
namientos que anteceden siguen siendo válidos siempre que K tenga por lo menos 3 elementos, es decir, 
siempre que K% Z/2 Z. 
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(1) (Vr € E), (Vue E) 797, = LOT = Tita Y To=ld,. 
De aquí se deduce: ' 
(Ve E), THOR a y ld 


Así pues toda traslación 7, es una biyección de 6 sobre 6, cuya recíproca es - 
la traslación 1-_,. 

Sea S,el grupo de las biyecciones de 6 sobre 6. La relación (1) hace ver que 
la aplicación 


(2) E>rGS,, tt 


es un homomorfismo de grupo aditivo E en el grupo S¿. 

Por el axioma (Aj) se ve entonces que este homomorfismo es inyectivo: su imagen á 
es por lo tanto un subgrupo T(S) de S¿, isomorfo al grupo aditivo E; este grupo T(S) | 
recibe el nombre de grupo de las traslaciones del espacio afín 6. El homomorfismo (2) 
permite identificar el grupo T(6) con el grupo aditivo E, salvo que exista peligro 
de confusión. 


Observación. El lector podrá comprobar fácilmente que los axiomas (4,), (42) y (42) tomados 
conjuntamente equivalen al axioma único que sigue: 
El grupo aditivo de E opera fiel y transitivamente sobre el conjunto € (véase tomo 1, p. 84). 


Veamos la consecuencia esencial de (Aj): 


13.1 Sea 8 un espacio afín sobre E; para todo x € €, la aplicación [,: E €, 
l tt +: x es una biyección. 


Demostración. Según (Aj), la aplicación £, es suprayectiva. Vamos a demos- 
trar que es también inyectiva; suponiendo £,(1') = [.(1”), se tiene: 


'Ax=1t"+x, de donde (11 —1) +x=x. 
Poniendo t=Y—1”, se tiene: t+x=x y queda por demostrar que es 


1 = 0. Ahora bien, sea y € 6: según (Aj), existe un elemento u e E tal que y = u + x. ' 
De donde se deduce 


t+y=t+(u+x)=((+4+x=(u+0+x 


u+(t+4x)=u+x= 


Queda así demostrado que se tiene: 1 + y = y para todo peó. Según (Ay), 
esto implica 1 = 0.] 
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Producto de espacios afines 


Sean 6,, 6, dos espacios afines ligados respectivamente a los espacios vecto- 
riales E,, E,. Para todo elemento 1 = (1,,1,) de E, x E, y para todo elemento 
x = (x,, xo) de 6, X 62, pongamos: 


(4) t+x=(0, +xX, 0 +2). 


Se comprueba fácilmente que la operación (1, x)+>1 + x define sobre el conjunto 
6 =6,+ 6, una estructura de espacio afín ligada al espacio vectorial producto 
E, X Ez 


Definición 1.3.3 


Sean 6,, €, dos espacios afines respectivamente ligados a los espacios 
vectoriales E,, E,. Se da el nombre de espacio afín producto de €, y €, 
y se le designa por €, X 6, al espacio afin que se obtiene al dotar al con- 
junto € = E, X €, de la ley externa definida por (4) (esta ley tiene por 
dominio el grupo aditivo que subyace al espacio vectorial producio 
E=E, X Ej). 


Es evidente que esta definición se puede extender al caso de un número finito 
de espacios afines 6, €, ..., € ligados respectivamente a los espacios vectoriales 
E,, Ep, ..., E, . El espacio afín producto 6, x 6, X +++ X 6, está ligado al espacio 
vectorial producto E, Xx E, X +++ X Ep. 

Se observará que la estructura afín natural de E, x E, X +*-* X E, coincide 
con el producto de las estructuras afines naturales de los espacios vectoriales E,. 


Sistemas de referencia, coordenadas 


Sea 6 un espacio afín de dimensión finita n sobre el espacio vectorial E. Se da 
el nombre de sistema de referencia (ordenado) de 6 a todo elemento %= (0; 


dr... 2) de € x E" tal que (?,,... é,) sea una base de E. El punto O (que per- 
tenece a 6) recibe el nombre de origen del sistema de referencia 2%; los vectores 
é,,..., €, se dice que son los vectores de base del sistema de referencia. 


Las coordenadas de un punto M de 6 en el sistema de referencia 2 son los nú- 
meros Xy, ..., Y, definidos por OM= 2 x; PA (componentes del vector OM en la 


i=1 
base (2) de E). Í 
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Se observará que la introducción de un sistema tal de referencia de 4 permite 
identificar á a R”; en efecto, la aplicación: 


RPr>oé, (Xp) +5 0+ Y xÉ, 


i=1 


es una biyección. 
Estableceremos: 


Definición 1.3.4 


Sea R un sistema de referencia del espacio afín € (donde dim (€) =n) 

y sea funa función numérica definida sobre una parte A de R”. El conjunto 

de los puntos M de 6 cuyas coordenadas en R verifican (X,, ..., Xy) € A 

Y FXp +. -, X,) =0 recibe el nombre de conjunto de ecuación cartesiana 
=0, 


CPELOA 


14 APLICACIONES AFINES. GRUPO AFÍN 
Definición 1.4.1 


Sean € y F dos espacios afines, de espacios directores respectivos E y F. 
Una aplicación p : € > F se dice que es afín si existen fe L(E, F) y 
aeóS tales que 


(1) (WEE) — plt+a)=/(0+ pla). 


En particular, toda aplicación lineal de E en F es una aplicación afín del es- 
pacio afín E en el espacio afín F. Mantengamos las notaciones de esta definición 
y sea x otro elemento de £. Poniendo u =úX, se tiene entonces, para todo t€ E: 

pl + x) = [1 + (u+ a] = p[(1 + u) + a] 


=f(+u) + pla) =$ (0 +$() + yla). 
En particular: 


p(x) = plu + a) =f(u) + pla). 
De donde se deduce 


(2) pl +x)=f(0) + p(x) 


SE 
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Por lo tanto, si se cumple la relación (1) para un punto a de £, se cumple para 
todo punto x de €. 

Por otra parte, siaeó es fijo, y se ha dado la aplicación afín p, la rela- 
ción (1) define f de manera única (ya que la aplicación 1+>1 + a es una biyección 
de E sobre 6). En resumen: 


14.1 Sean 6, F dos espacios afines respectivamente ligados a los espacios vec- 
toriales E, F. Para toda aplicación afín y : € > F, existe una aplicación 
lineal única f: E > F tal que se tiene 


(3) (Ve E)(VWxed) pU+x)=/f(0 +0). 


Este resultado permite establecer: 


Definición 1.4.2 


¿ La aplicación f definida en 1.4.1 recibe el nombre de aplicación lineal 
3 asociada a p, O también la parte lineal de y. La designaremos por L(q). 


Ejemplo 


Las traslaciones de € son aplicaciones afines de 6 en Ú cuya parte lineal es la 
aplicación idéntica de £. Veremos más adelante que estas son las únicas aplica- 
ciones afines y que verifican L(p) = Idz. 

Veamos algunas propiedades fáciles de las aplicaciones afines: 


Sean €, F, Y tres espacios afines respectivamente ligados a los espacios 
vectoriales E, F, G.Sip:€=>F yy: F- => 9 son aplicaciones afines, 
entonces su compuesta y o y es una aplicación afín. 


1.4.2 


Demostración. Sean f y g las partes lineales respectivas de y y y. Para todo 
xed y todo t€ E, se tiene por una doble aplicación de (3): 


Wo p)(1+x)= 41/00 + p(0] = (go) (0 + (10 p 6). 
Se ve por lo tanto que y o y es una aplicación afín y que su parte lineal es go f.] 


1.4.3 Sea p: € => F una aplicación afín, estando los espacios afines €, F 
ligados respectivamente a los espacios vectoriales E, F. Sea f: E>F 


la parte lineal de y. 
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Para que y sea inyectiva (resp. suprayectiva), es necesario y suficiente 
que f sea inyectiva (resp. suprayectiva). 

En particular, para que y sea biyectiva, es necesario y suficiente que f 
sea biyectiva. 


Demostración. Fijemos un punto a de $ y pongamos b= p(a). Para todo 
teG6, se tiene: 
pt + a) =f(0)+b. 


La proposición resulta entonces del hecho de que la aplicación t+>1 + a es 
una biyección de E sobre 6 y de que la aplicación u+>u + b es una biyección 
de F sobre F. .] 

Observemos que el conjunto de las aplicaciones afines de 6 en 4 puede ser 
fácilmente dotado de una estructura afín natural (véase ejercicio 1.24). 

Una aplicación afín biyectiva es por definición un isomorfismo de espacios afines; 
su inversa es evidentemente afín. 

Sip: 6 => %F es un isomorfismo, los espacios afines 6, .F son o bien los dos 
de dimensión infinita, o bien de dimensiones finitas e iguales. 

En particular, si 4 es un espacio afín de dimensión n > 1 y si (£2;7,....,¿,) 
es un sistema de referencia de €, la biyección: 


A EE 


i=1 


es un isomorfismo de espacios afines (estando provisto el espacio vectorial R” de 
la estructura afín natural). 

Si 6 es de dimensión finita y si y: 6 >%F es una aplicación afín cualquiera, 
el rango de la parte lineal de y recibe el nombre de rango de p. 


Grupo afín 


Sea £ un espacio afín sobre E. Según lo que antecede, el conjunto de las apli- 
caciones afines biyectivas de € sobre 6 constituye un subgrupo del grupo de las 
biyecciones de $ sobre $. Este grupo recibe el nombre de grupo afín de £. Lo de- 
signaremos por GA (68). 

En la demostración de 1.4.2, hemos visto que, si f y g son respectivamente las 
partes lineales de las biyecciones afines y y y, entonces la parte lineal de Ypoq es 
gof. Además, f y g son elementos de GL(£), ya que P y y son biyectivas. Esto 
significa que la aplicación 


L:GA(8) => GL(E) 
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que, a toda p e GA(6), asocia su parte lineal, es un homomorfismo de grupos. 

Busquemos la imagen y el núcleo de L£: 

a) Veamos en primer lugar que L es suprayectiva. Para ello basta construir 
una aplicación afín y : € > é cuya parte lineal sea un elemento dado f de GL(E). 
Se obtiene una tal aplicación y fijando de manera arbitraria dos puntos a, b de $ 
y poniendo: 

(WEE) p(t+a) =f(0 +b 
(ya que la aplicación 1 + a es una biyección de E sobre 6). 


b) El núcleo de L es el conjunto de las aplicaciones afines y cuya parte lineal 
es I= Id, (aplicación idéntica de E). Ahora bien, una tal aplicación y verifica: 


(4) (VE E), (VWxe8) p(1+x)= 060 + p(x) =1 + q(x). 


Fijemos x y pongamos: u = xp(x), y =1 + x; la relación (3) se escribe: 


PON) =t+0)=1+(u+x)=u+(1+x)=u+y. 


Dicho de otro modo, y es la traslación 7, de vector u. Recíprocamente, toda tras- 
lación de 4 es una biyección afín de parte lineal /. En resumen, se puede dar el si- 
guiente enunciado: 


1.4,4 Sea £ un espacio afín sobre E; a todo elemento q del grupo afín GA(6), 
asociemos su parte lineal L(p) (que pertenece a GL(E)). Entonces 
L: GA(6) > GL(£) es un homomorfismo suprayectivo de grupos, cuyo 


núcleo es el grupo T(S) de las traslaciones de 6, 


En consecuencia se ve que T(S) es un subgrupo distinguido de GA(6) (ya que 
es un núcleo de homomorfismo) y que se tiene un isomorfismo canónico, dedu- 
cido de £: 


GA (6)T (6) 3 GL(E). 
Con más generalidad, la imagen recíproca, por L, de todo subgrupo H de GL(E), 
es un subgrupo 4 de GA(6) que contiene a T(6). Si H es distinguido en GL(£), 
Y es distinguido en GA(6). Este resultado se utiliza con frecuencia para demostrar 


que un subgrupo de GA(6) es distinguido. De estas consideraciones vamos a dar 
dos aplicaciones importantes: 


1. Grupo de las homotecias y traslaciones. 


Supongamos dim (£) > 1. y sea H el grupo de las homotecias vectoriales biyec- 
tivas de E (véase $1). Hemos visto antes que H es un subgrupo distinguido de 


LELONG 1-2 
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GL(£). Por lo tanto el grupo 4 = L-(H) es un subgrupo distinguido de GA(6). 
El grupo % recibe el nombre de grupo de las homotecias y traslaciones de €, o 
también, grupo de las dilataciones homogéneas de €. Veremos más adelante que 
% es la reunión del grupo T(6) y del conjunto (1) de las homotecias de $ (véase 
$1.10). 


2. Determinante. Grupo especial afín. 


Sea $ un espacio afín sobre E, siendo el espacio £ de dimensión finita n > 1. 

Se da el nombre de determinante de una aplicación afín y : € > €, al deter- 
minante de su parte lineal. 

Según 1.4.2, para que se tenga: p € GA(6), es necesario y suficiente que el de- 
terminante de q sea % 0. 


Designemos por Det : GA(8) > R* a la aplicación que, a toda biyección afín 
de $ asocia su determinante; se tiene: 


Det = (det) o L, por lo que det : GL(£) > R* 


es el homomorfismo determinante (véase $ 1). 

Así pues, (Det) es un homomorfismo suprayectivo de grupos (puesto que ocurre 
lo mismo con (det) y con L). 

El núcleo de (Det) recibe el nombre de grupo especial afín; lo designaremos 
por SA(6). 


SA(6) es un subgrupo distinguido de GA(6) y se tiene un isomorfismo canó- 
nico, inducido por el homomorfismo Det: 


GA (E )/SA (£) = R*. 
Es claro que SA(6) es la imagen recíproca por L del grupo especial lineal SL(E) 
(véase $ 1). 
$ 15 ESTRUCTURAS VECTORIALES 
SOBRE UN ESPACIO AFÍN 


Sea $ un espacio afín sobre el espacio vectorial E; recordemos que para todo 
punto a€6, la aplicación 


CQCIiE>€, to t+a 


() Téngase en cuenta que el conjunto de las homotecias de £ no es subgrupo de GA(S). 
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es una biyección. Por definición, la estructura de espacio vectorial obtenida sobre E 
al transportar la de E por medio de £, recibe el nombre de estructura vectorial de 
origen a: la designaremos por 6. 

El elemento neutro de dá, es evidentemente a. El resultado que sigue hace ver 
que todas las estructuras 6, son isomorfas. 


1.5.1 Sean a, b dos puntos del espacio afín € y sea la traslación de vector ab. 
l Entonces í es yn isomorfismo de $, sobre 6». 


Demostración. Sabemos que T es biyectiva. Demostremos que es un isomor- 
fismo de grupos aditivos. Sean x, y € 6, pongamos u= ax, v= ay; la suma de 
xeyendó, es z=u-+v-+a; de donde 


do) =(Br uo) +a=(u+ 0) + lab a) = + 0+b; 


(0) =b+x=(ab+ 0) +a=u+b, 


e, igualmente, 7(») = v + b; así pues r(z) es la suma de r(x) y T(») en 6.7] 
Se demuestra igualmente que 7 respeta las leyes externas de 6, y Ev. 


e El interés de las estructuras 6, reside en demostrar que toda estructura afín se 
reduce a la estructura afín de un espacio vectorial. 

En efecto, con las notaciones que anteceden, ¿, es un isomorfismo de espacios 
vectoriales de E sobre 6, y, por lo tanto un isomorfismo para las estructuras afines 
respectivamente asociadas. Sea / : E, > 6 la aplicación idéntica; poniendo 0,=(£,)”, 
se tiene, para todo x€f,: 


Mx) = Ha) + UX = I(a) + 0,00); 


como 0, es lineal, e 7 biyectiva, se ve que / es un isomorfismo de espacios afines. 
En definitiva, todo espacio afín 4 ligado al espacio vectorial £ es isomorfo al espacio 
afín £. Pero no existe ningún isomorfismo privilegiado de 4 sobre E. 

Las estructuras vectoriales 6, permiten también reducir las aplicaciones afines 
a aplicaciones lineales; ya que la proposición 1.4.1 permite establecer el siguiente 
enunciado: 
1.5.2 Sea p € =>+% una aplicación del espacio afín 6 en el espacio afin F; 
sea ae 6 y b= p(a). Entonces, para que la aplicación y sea afín, es ne- 
cesario y suficiente que sea lineal de 6, en F,. 


En particular, para que una aplicación y : € > $ que admite un punto fijo a, 
sea afín, es necesario y suficiente que sea una aplicación lineal de €, en sí mismo. 
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En la práctica, cuando se considera la estructura vectorial de é,, se dice sim- 
plemente, para abreviar, que se toma a como origen. Es lo que se hace corriente- 
mente en Análisis: siempre que se pueda interesa limitarse a una estructura 
vectorial. 


$ L6 SUBVARIEDADES AFINES 
SUBESPACIOS AFINES 


Sea £ un espacio afín sobre $ y Y” una parte no vacía de 6. Conservemos las 
notaciones del $ 5 y supongamos que existe un 4 € Y tal que Y sea un subespacio 
vectorial de 6,. Entonces para todo hb e Y, el conjunto Y” es también subespacio 
vectorial de 6, (y Y, considerado como subespacio de $,, es un espacio vectorial 
isomorfo a Y”, considerado como subespacio de €,). Esto es una consecuencia 
de 1.5.1 y del hecho de que la traslación de vector ab es una biyección de Y” so- 
bre Y”; establecemos: 


Definición 1.6.1 


Sea Y” una parte no vacía de un espacio afín 6 sobre E. Se dice que Y” 
es una subvariedad lineal afín de £ si existe un ae Y tal que Y” es un 
subespacio vectorial de €, (esto se cumple entonces para todo a € Y”). La 
dimensión de este subespacio vectorial (que es independiente de a) recibe 
el nombre de dimensión de Y. 


Se completa esta definición conviniendo en que el conjunto vacío es una sub- 
variedad lineal afín, a la cual se atribuye la dimensión — 1. 

Observemos que las subvariedades lineales afines de dimensión 0 de € son las 
partes de € reducidas a un punto. 


En lo que sigue, utilizaremos la expresión «(sub)-variedad afín» en lugar de 
«subvariedad lineal afín» (*). 


Sea Y” una variedad afín no vacía de 6; si a e Y” es fijo, la aplicación £;1 : 6 > E 
(recíproca de 1+>1 + a) transforma Y en un subespacio vectorial Y de E; se ve 
fácilmente, con ayuda de 1.5.1, que Y no depende de la elección de a. Por definición, 
V recibe el nombre de dirección de Y”. 


(1) Solamente podría haber peligro de confusión si se definieran en € otras subvariedades algebraicas 
distintas de las variedades lineales afines. Tales conceptos quedan fuera del nivel de este libro. 
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Esta claro que la restricción a Y x Y” de la aplicación (1, x)+> 1 + x define 
sobre Y una estructura de espacio afín de espacio director Y. Por esta razón, se 
dice también que Y es un subespacio afín de Y. Para todo ae Y, t+>t+a es 
un isomorfismo de Y sobre el subespacio vectorial Y” de 6,. La subvariedad lineal 
afín vacía no es un subespacio afín y no tiene dirección. 

Si Y es un subespacio afín no vacío de €, la inyección canónica de Y en $ es 
evidentemente una aplicación afín. 

Una variedad afín no vacía Y” es de dimensión finita si y solamente si su direc- 
ción Y es de dimensión finita; el entero p = dim (V) simplemente es la dimensión 
de Y y se designará por p = dim (Y). 

La variedad Y” se dice que es una recta afín si dim (4) = 1 y que es un plano 
afín si dim (Y) = 2. 

Si V es un hiperplano vectorial (es decir si codim (V) = 1), se dice que Y” es un 
hiperplano afín. Para que una subvariedad afín Y” de un espacio afín de dimensión 
finita n>1 sea un hiperplano afín, es necesario y suficiente que se tenga: 
dim (4) =n—1. 

Veamos la proposición inmediata siguiente, que más adelante nos servirá para 
definir representaciones paramétricas de variedades afines: 


1.6.1 Sea £ un espacio afín sobre E, sea ae 6 y sea V un subespacio vectorial 
de E; entonces el conjunto [.(V) es la única subvariedad afín de € de di- 
rección V que pasa por a. 


En particular, tomemos 6 = E: los subespacios vectoriales de 4 son variedades 
afines. Con más generalidad, las variedades afines de dirección dada Y son entonces 
los conjuntos de la forma a + V(a € E); es decir, las trasladadas de los subespacios 
vectoriales de E, y para que se tenga a + Y = hb + V, es necesario y suficiente que 
se tenga b—a eV. 


L6.2 | Sea (Y dier una familia de subespacios afines del espacio afín €. Si la 


intersección Y” = (| Y, es mo vacía, es una variedad afín de dirección 
¡el 


V = (] Y, en donde V; designa la dirección de Y, para cada ¡=1 
¡el 


Demostración. Tomando por origen un punto cualquiera a de y” se reduce a 
la intersección de subespacios vectoriales de £, .] 
En el caso de dos subespacios afines, se tiene además: 


L6.3 Sean Yi, Y dos subespacios afines de £ de direcciones respectivas 
V, y V. Para que su intersección sea mo vacía, es necesario y sufi- 
ciente que existan un punto a, de Y, y un punto az de Y, tales que 
dá, EV, + Vo. 


Demostración. Si a; € Y,.4: EV, y x€Y, N Y), se tiene: 


ad, =xd,-— xd, y xd,eV,, xd,eV,, 


26 Geometría afín 


luego ad. e V, + Vo, lo que prueba que la condición es necesaria. 
Recíprocamente, si dd, e V, +V., existe un %, e V, y un Zi, e V, tales que 
dsd, = ú, +1. Entonces el punto x= a, + %, = a, —T,, pertenece a V,ya Y, 
a la vez. La condición es, pues, suficiente. ] 
(Adviértase que si esta condición se verifica para un par (a,, a.) e Y, LX Yz 
también se verifica para cualquier otro par.) 


Corolario. 
Si Y, y Y2 son dos subespacios afines de € cuyas direcciones V, y Va 
| son suplementarias en E, entonces Y, y Y, tienen un punto común único. 
Esto resulta inmediatamente de 1.6.2 e 1.6.3 (puesto que es dim (V, N V.) = 0). 
Es sabido que en todo espacio vectorial, dos subespacios de la misma dimen- 
sión finita de los cuales uno está incluido en el otro, son necesariamente iguales. 
De ello se deduce fácilmente: 
Sean Y” y 1” dos variedades lineales afines no vacías de la misma dimensión finita 
en un espacio afín 6. Entonces la relación (Y < W) implica: (Y” = 4). 
En efecto, si Y” < Y, estamos en el caso de la propiedad antes recordada de 
los espacios vectoriales, considerando un punto ae Y” y la aplicación E > 6, 
t+>1t +, donde E designa el espacio director de 6. 


Subvariedades afines y aplicaciones afines 

Designemos por 6, .F dos espacios afines ligados respectivamente a los espacios 
vectoriales E, F. Si p:6 > F es una aplicación afín, la restricción de y a toda 
subvariedad afín no vacía de 6 es una aplicación afín (esto se desprende fácilmente 
de las definiciones). Además: 


L6.4 Sea p : € > F una aplicación afín del espacio afín € en el espacio afín F. 
Entonces: 
— La imagen por q de toda subvariedad afín de € es una subvariedad 
afín de F; 
— La imagen recíproca por y de toda subvariedad afín de F es una sub- 
variedad afin de 6. 

Demostración (abreviada). Limitémonos a la imagen recíproca, que es el caso 
más complicado. Sea 4 una variedad afín de 4: si pU(W) es vacío, no hay 
nada que demostrar. En otro caso, sea ae p UY) y b = p(a); entonces q es lineal 
de 6, en F, y /W es un subespacio vectorial de F,; de donde el resultado.] 


Manteniendo las notaciones 1.6.3, designemos por Y” una subvariedad afín no 
vacía de 6, de dirección V, y por f la parte lineal de y. Se ve fácilmente que la di- 
rección de la variedad afín 4” = p(Y”) no es otra que el espacio vectorial f(V). 

Si Y es de dimensión finita, lo mismo ocurre entonces con su imagen Y, y la 
dimensión de W” es igual al rango de la restricción de fa Y (en particular, dim (4) < 


< dim (47). 
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Según lo que antecede si y es inyectiva, la dimensión de 4” es igual a la de Y”; 
en particular, la dimensión de una variedad afín de dimensión finita es invariante 
para toda biyección afín. 


Puntos fijos de una aplicación afín 


Designando siempre por 4 un espacio afín sobre E,sea y : 6 =>6é una apli- 
cación afín y f su parte lineal. Designemos por Y” al conjunto de los puntos fijos 
de q, es decir Y =(Me6|q(M) = M). Si Y” es no vacío y si A € Y, las rela- 
ciones p(M) = M(Me68) y / (AM) = AM son equivalentes. Ahora bien, el con- 
junto V=([Be E| f (8) = 3) (conjunto de los puntos fijos de f) es el subespacio 
vectorial Ker (f— Id¿) de E. Podemos pues establecer: 


L6.5 El conjunto Y” de los puntos fijos de una aplicación afín y : € > € es una 
subvariedad afín de 6; si no es vacía, su dirección es el subespacio vectorial 


V = Ker (f — Id) 
formado por los elementos fijos de f= L(p). 


Si V = (0), p admite por lo tanto a lo sumo un punto fijo. 
e Se puede ver que la relación Y 4 (0) equivale al hecho de que 1 es valor pro- 
pio de f; si es así, V es el subespacio propio asociado. Pero se observará que, in- 
cluso en este caso, Y” puede ser vacío. 


Caso en que 6 es de dimensión finita 
En este caso se pueden completar los resultados que anteceden viendo lo que 
pasa cuando Y = (0). 


16.6 Sea 6 un espacio afín de dimensión finita. Para que una aplicación afín 
p: 6 =>6 admita un punto fijo único, es necesario y suficiente que su 
parte lineal f tenga como único punto fijo el origen; o dicho de otro 
modo: es necesario y suficiente que 1 mo sea valor propio de f. 


Demostración. La condición enunciada es siempre necesaria (incluso cuando $ 
es de dimensión infinita). Inversamente, si se cumple y si 4 es de dimensión finita, 
la aplicación lineal g =f — Id, es inyectiva y por lo tanto biyectiva. 

La aplicación afín y : 6 > E, M+> My(M) admite a g como parte lineal y es 
por lo tanto biyectiva (véase 1.4.3); existe un punto único M de € tal que y(M) =0, 
es decir, tal que g(M) = M, lo cual nos da el resultado.] 


Observación. Si f es diagonalizable, la dimensión de Y = Ker (f—1Id7) es 
igual al orden de multiplicidad del valor propio 1 para f (conviniendo en que tal 
orden es nulo si 1 no es valor propio de f). 
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e Se observará que este resultado sigue siendo válido cuando la matriz M de f 
en una base de E es diagonalizable en el cuerpo C, sin que lo sea necesariamente 
en el cuerpo R. 

Designemos en efecto por 4 un valor propio real cualquiera de M, por a su 
orden de multiplicidad, e identifiquemos E con R” (donde n = dim (£)) por medio 
de la base elegida. Puesto que M es diagonalizable sobre el cuerpo C, la matriz 
M—- AI, (donde 7, designa la matriz unidad de orden n) es de rango n — 0 (véase 
tomo 1, teoremas XI.2.3; X1.2.4 y corolario). 

Ahora bien, la matriz M— AI, es real. Al ser su rango n — a, el subespacio 
de los vectores columna % e R” tales que (M—21/,) Y =0 es exactamente de 
dimensión %. De modo equivalente, el subespacio propio F de f correspondiente 
al valor propio 4 es de dimensión %. 

(Se ve igualmente que la matriz (M — 41,)* es de rango n —%, lo cual demuestra 
que F es también ¡gual al subespacio característico de f correspondiente al valor 
propio 4.) 

El resultado antes enunciado corresponde al caso en que ¿=1 es un valor 
propio, y es fundamental para el estudio de las isometrías de un espacio euclí- 
deo ($ 11.1). 


Variedad afín engendrada 
Definición 1.6.2 


Sea (a); una familia de puntos de un espacio afín €. La variedad afín 
engendrada por los a, es la intersección de la familia de las variedades 
afines que contienen a todos los a,. La designaremos por 


¿ AR (ld): 1). 


Esta definición queda justificada por el hecho de que existen siempre varie- 
dades afines que contienen a todos los a, (por ejemplo el mismo 4). Se observará 
que Aff ((a;);.) es la variedad afin más pequeña que contiene a todos los a,, y que 
(al ser I no vacío), Aff (a,);., es no vacío. 

Poniendo Y = Aff ((a;);<1), se ve fácilmente que, para todo ¡e /, el subespacio 
vectorial 


Y = Vect ((Gá,);. 1) 
es igual a la dirección de Y”. Se tiene por lo tanto: (Vie 1), Y =a, + V (puesto 
que a, e Y). 
Parametrizaciones de una variedad afín 


En el espacio afín 6, sea Y” una variedad afín no vacía de dimensión finita 
p > 1 y sea V su dirección. Designemos por (?,..... *,) una base de V. 
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Para todo ae Y, la aplicación 14+>a + 1 define una biyección de V sobre Y. 
Se deduce de ello que la aplicación 


0 Gudandjea ar YA 


¡=1 


es una biyección de R” sobre Y”. 
Se expresa este hecho diciendo que (1) es una parametrización de Y” y se dice 
que los (e,) constituyen un sistema de vectores directores de Y. 


En particular, toda recta afín 2 de € puede ser parametrizada bajo la forma: 


donde ae 2 y donde ? es un vector no nulo: $ recibe entonces el nombre de vector 
director de 2. Se dice que 2 es el parámetro del punto x= a + AY sobre 2 (para 
la parametrización considerada). 

El conjunto de los puntos a + 43, donde 2 eR,. recibe el nombre de semirrecta 
de origen a y de vector director B. 


Observemos que la introducción de un vector director Y de una recta afín 2, determina sobre 
esta recta, una relación de orden: Por definición, el orden de los puntos es el de sus parámetros en 
una parametrización de la forma 0). La recta afín 2, provista de esta relación de orden, se dice 
que es un eje (*) de vector director FA 

Señalemos finalmente que el par (2, ri) constituido por una recta afin 2 y uno de sus vectores 
directores Y recibe el nombre de vector deslizante (véase cap. IV). 


Del mismo modo, todo plano afín 2 de € admite parametrizaciones de la forma 


[6.0 a+ 214% (UeR ueR) 


donde a e 2 y donde los vectores 3, Y son independientes. Se dice entonces que 
2 queda definido por el punto a y por los vectores directores 7, 1; se dice también, 
abreviadamente, que 2 es el plano (a, 2%). 

Los números 4 y y reciben el nombre de parámetros del punto x = a + 104 pb 
sobre 2, para la parametrización considerada. 


() Hagamos notar sin embargo que la palabra «eje» designa tradicionalmente, en ciertos casos, 
una recta no orientada (eje de rotación de 6,, eje de simetría de una figura, eje central de un sistema de 
vectores, etc.). Incluso a veces designa una variedad afín de dimensión > 1 (eje de un retroceso, véase 
$ 11.11) o simplemente una dirección (eje de una hélice). 
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Parametrizaciones de rectas y de planos afines en dimensión finita 


Supongamos 6 de dimensión finita n y elijamos un sistema de referencia cual- 
quiera (O;é,,...,2,) de 6. Designemos por (a,, ..., 4,) las coordenadas de un 
punto fijo a de € en este sistema de referencia y sean (%, %, ..., %), (By Bas ---, Bn) 
las componentes respectivas en la base (4,) de E, de los dos vectores independientes 
dados E, Y. 

Sobre la recta que pasa por a y de vector director 7, las coordenadas del punto x 
de parámetro 1 son: 


X¡=4,+4%,, X2=47 + 4Ma, ..., Xp = 4, + 40 


Sobre el plano que pasa por a y de vectores directores (1, 1), las coordenadas del 
punto x de parámetros (2, e) son: 


Xx =40, +20, +48, Xx2=4,+ 407 + Hbz da 
= 4, + 20, + Mb, 


Se dice a veces que estas relaciones constituyen un sistema de ecuaciones paramé- 
tricas (de la recta o del plano). 

Si 6 es de dimensión 3 y si(Q ; z PA Í) es un sistema de referencia de É, se 0b- 
servará que toda recta no paralela al plano (2; (4 7) (véase más adelante) admite 
una parametrización de la forma 


x=a+p, y=b2+9, 2=2 
donde a, b, p, q, representan constantes. Estas parametrizaciones son muchas veces 
útiles en las aplicaciones. 
Paralelismo 
Definición 1.6.3 
Sean Y, 4 dos variedades afines no vacías de un espacio afín € sobre E, 
de direcciones respectivas Y y W. Se dice que Y” y W son paralelas sí 


V= W. Se dice que Y” es débilmente paralela a W si Vc W. 


Las propiedades siguientes son elementales: 
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1) Sobre el conjunto de las subvariedades afines no vacías de € la relación 
«Y y YY son paralelas» es una relación de equivalencia. 

2) Sobre el conjunto de las subvariedades afines no vacías de € de la misma 
dimensión finita dada p, la relación «Y y W son paralelas» es una relación de equi- 
valencia, 

3) Si Y y 1 son paralelas (resp. si Y” es débilmente paralela a 4) y de di- 
mensión finita, se tiene: dim (4) = dim (W) (resp. dim (Y) < dim (1), teniendo 
lugar la igualdad si, y solamente si, Y y Y” son paralelas). 

4) Si Y” y Y son paralelas, entonces Y NA W= S 0 bien Y =YV. 

5) Si Y” es débilmente paralela a 4”, entonces Y NW = 2, O bien Y < Y. 

6) Sobre el conjunto de las subvariedades afines no vacías de 8, la relación 
«Y es débilmente paralela a W» es reflexiva y transitiva. 


Observación. Dos subvariedades afines de intersección vacía no son necesa- 
riamente paralelas. 

Por abuso de lenguaje: un subespacio vectorial W de E se dirá que es paralelo 
a una variedad afín Y”, si está contenido en la dirección de Y”. Por ejemplo se podrá 
decir que un vector es paralelo a una recta afín, o a un plano afín. 

Se podrá decir, para aligerar el lenguaje que «Y y 4 son paralelas» en lugar 
de: «Y” es débilmente paralela a 4». Este abuso de lenguaje no incomoda, ya que 
en la práctica, por el contexto se ve siempre claro de qué paralelismo se trata. Se 
dice incluso a veces que un plano es «paralelo a un vector». 


Paralelismo y aplicaciones afines 


Sean 6, F dos espacios afines, y p : 6 > F una aplicación afín. 

— Si Y”, Y son dos subvariedades afines no vacías de £, entonces: (Y y W” 
paralelas) > (p(4) y p(1) paralelas) y: (Y débilmente paralela a 4”) > (p(/”) es 
débilmente paralela a p(W)). * 

— Si Y”, y" son dos subvariedades afines no vacías de F y si las variedades 
Y =p UY”), W =p UV”) son ambas no vacías, entonces 


(47 y Y” paralelas) > (Y” y Y paralelas) 


(Y” débilmente paralela a 4”) > (Y débilmente paralela a W). 
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$ 17 FUNCIONES AFINES; 
ECUACIONES DE UNA VARIEDAD AFÍN 


Definición 1.7.1 


$ Sobre un espacio afín €, se da el nombre de función afín a toda aplicación 
afín de € en R. 


La imagen de 4 por una función afín es un subespacio afín no vacío de R, o 
sea el mismo R, o un conjunto reducido a un punto. De esto se deduce que toda 
función afín es o bien constante o suprayectiva. 


La parte lineal de una función afín y es una forma lineal f sobre el espacio vec- 
torial E asociado a $ ; para que p sea constante, es necesario y suficiente que f, sea 


nula. 
Por definición, para todo a € 6, se tiene: 


0) (We8)  p(x)= ola) + /(ax). 


En consecuencia el conjunto de las funciones afines sobre € es un subespacio 
vectorial del espacio de las aplicaciones de € en R. 

Suponiendo 6 de dimensión finita n, sea (a;?,,..., 2,) un sistema de referencia 
de origen a; designemos por (4, ta, . .., 4) las coordenadas de f en la base dual 
(éx) de (2,), y por (xj, . . ., X,) las coordenadas de x en el sistema de referencia; la 
relación (1) equivale entonces a 


(2) (VWreS) p(x) = p(a) + y Ms 


Hiperplanos afines de un espacio afín 

Vamos a precisar las relaciones entre la noción de hiperplano afín de un espacio 
afín 6 y la de imagen inversa de un real fijo « por una aplicación afín y sobre 6. 
Simplificaremos el problema teniendo en cuenta que g*(a) es la imagen inversa 
de 0 por la función afín p — «: estamos pues en el caso en que « =0, 


Teorema 1.7.1 


II Sea € un espacio afín sobre el espacio vectorial de E. 
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a) Si p es una función afín no constante sobre $, el conjunto / = p (0) 
es un hiperplano afín de $. 

b) Si X es un hiperplano afin de €, existe una función afín y sobre € 
tal que X= p (0), y toda función afin Y sobre € tal que X= y 0) 
es de la forma y = Ap, con ¿e R*. 


Demostración 


a) pes suprayectiva (puesto que no es constante). Sea 4 e € tal que y(4) = 0, 
y sea f la parte lineal de p. Para todo M e 6 se tiene: 


p(M) = p(4) + (AM) = (AM). 
De donde 


3) (Me A) > (AM e Ker (/)). 


Ahora bien, f es una forma lineal no nula; luego Ker (f) es un hiperplano vec- 
torial de E; la equivalencia (3) demuestra, por lo tanto, que % es un hiperplano 
afín de dirección H = Ker (f). 


b) Sea AeXN y sea H el hiperplano vectorial de E dirección de 4. Según 
el teorema 1.1.1, existe una forma lineal no nula f sobre E tal que H = Ker (f). 
La función afín p: M-—>f(4M) satisface las condiciones requeridas. Sea entonces y 
una función afín sobre 6 tal que 4 = y”*(0). El núcleo de la parte lineal g de y 
es por lo tanto H; según 1.1.2, existe pues un real ¿ 4 O tal que g = Af, de donde 
también: y = 4p.] 

Toda función afín y tal que 4 = p”*(0), se dice que es una ecuación cartesiana 
de 4. Cuando % es fijo, estas ecuaciones son todas proporcionales. Admitiremos 
el abuso de lenguaje: «el hiperplano .4 de ecuación y = 0» para expresar que la 
función afín y es una ecuación cartesiana de %. 

Supongamos £' de dimensión finita n > i. En un sistema de referencia (A ; ?,, 
da, ««., 2,). toda ecuación cartesiana de un hiperplano es, según (2), de la forma 
siguiente: 


(4) ux.+C=0 


i=1 


donde las constantes (u;) son no todas nulas y donde C es una constante. 

Si 4 y el sistema de referencia son fijos, la (n + 1)-upla (4,, ..., 4, C) que 
figura en (4) queda definida salvo un factor multiplicativo no nulo. Recíproca- 
mente, toda ecuación de la forma (4), donde (u,, ..., u,) son no todos nulos define 
un hiperplano afín. 
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Según 1.6.1, las partes lineales de las ecuaciones de un mismo hiperplano afín 4 
son formas lineales no nulas todas proporcionales. 

De estas formas se dirá que son asociadas a 4 ; es claro que si f es una de 
tales formas, el hiperplano vectorial H = f(0) de E es igual a la dirección de X. 
Volviendo a la demostración de 1.6.1, se deduce: 


1.7.2 En un espacio afín € sean dos hiperplanos afines de ecuaciones respectivas 
— — 
JÍAM)+C,=0  fÍAM)+C,=0, 
donde las /, son formas lineales no nulas sobre E y las C, son constantes; 
para que estos hiperplanos sean paralelos, es necesario y suficiente que f, 
y f, sean proporcionales. 
Ecuaciones de una variedad afín (dimensión finita) 
e Supondremos en adelante que el espacio afín 6 es de dimensión finita n > 1 
y aplicaremos los resultados del tomo 1, $ VIILS. 
El teorema fundamental que sigue cubre todas las teorías particulares de haces 


de rectas o de planos, etc., ya estudiadas en las clases anteriores y sobre las cuales 
hemos de volver en el $1.13. 


Teorema 1.7.3 


Sea p un entero < n y sean q, Po, > pp funciones afines sobre 6, cuyas 
partes lineales respectivas f,, ....f, son linealmente independientes. En- 
tonces: 


a) La intersección Y de los hiperplanos 4, = p7W(0) es una variedad 
afín de dimensión n — p, de dirección W= [| Ker(f). 


1<i<p 
b) Si.X es un hiperplano de ecuación q = 0, que contiene a Y”, existen 
P 
reales A, da, ..., 2) tales que p= > A Qs 
i=1 
De la variedad Y” se dirá que está definida por las ecuaciones cartesianas p, = 0, 
P.=0,..., pp =0. 
Demostración 


a) Sea (4;2,,..., é,) un sistema de referencia de 6. Designando por a 3%) 
las coordenadas de un punto x€ 6, el sistema 
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(o(x)=0, pax) =0,.... py(x) = 0) 
se escribe en la forma: 
(5) Uy Xy + UM HC =0, 1<i<p, 
donde los u,, y los C, son constantes. Por hipótesis, la matriz [4,¡]es de rango p. El 


aserto resulta entonces del estudio de los sistemas de ecuaciones lineales (véase 
tomo 1, $ X.5). 


b) El sistema lineal (5) es compatible (sistema de rango p, de p ecuaciones), 
lo que implica que Y” es no vacío. Sea A € Y”; para todo ¡, se tiene: 


(WMeé)  fAM)=(M). 


Igualmente, si f es la parte lineal de q, se tiene (por ser Ae Y < A): 


(WMe8)  fAM)=g(M). 


Por lo tanto, puesto que 4 contiene a Y, la dirección H de 4 contiene a V. Según 
el teorema VIILS.7 del tomo 1, existen 2,, 2y, ..., 2, €R tales que 


(WMe6)  fAM)= Y ¿,£(AM. 
De donde: 


Observaciones. 


1. Recíprocamente, resulta evidente que todo hiperplano 4” de ecuación 
A401+2202+ + 4,9,=0, 
donde 4, 2y, ..., 2, Son reales no todos nulos, contiene a Y”. 


2. Sean Y; Ya, -- -» Y, funciones afines sobre 6 cuyas partes lineales respectivas 
son fis fas - - -> fp. Según 1.6.3, a), la variedad afín definida por las ecuaciones y, = 0, 
Y» =0, ..., Pp =0 tiene la misma dirección que Y” (es por lo tanto paralela a Y). 

Además, sea A € 6 un punto cualquiera. Según 1.6.1, por A pasa una variedad 
afín y una sola de la misma dirección que Y. 

Según lo que antecede, esta variedad puede ser definida mediante las ecuaciones 
cartesianas: 
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donde se ha puesto 
Y(M) = g(M) — p(4) (= AM) 


para todo Me6 y todo ¡=1,2,...,p. 
Los ejemplos y las aplicaciones relativas al caso n=2 y n=3 se darán en 


los $13 y 14. 


$ 18 BARICENTROS 


Recordemos que todas las familias que consideramos se suponen con índices 
pertenecientes a un conjunto no vacío, Por otra parte se dice que una familia de 
reales (A;);c, es una familia de reales casi todos nulos si los A; son nulos salvo un 
número finito de ellos a lo sumo. 

Sea entonces £ un espacio afín. Para abreviar llamaremos punto ponderado 
de 6 a todo elemento (4, 2) de £ x< R: El número 4 recibe el nombre de coeficiente, 
masa, o también a veces peso, del punto A. 


Teorema 1.8.1 


Sea (A,, 4,);., una familia de puntos ponderados del espacio afín €, tal que 


i) Los coeficientes 2, son casi todos nulos, 


ii A %40. 
iel 
Existe entonces un punto único G de € que verifica 
(MM YE4G4=0. 
iel 
Demostración 


a) Unicidad: Sean G y G' dos puntos que verifican (1). Restando miembro a 
miembro, de las relaciones 


— => 
Y 1,64,=0 y GA, =0 
iel iel 


se desprende: 


EA (GÁ, — GA) =0, 0 sea (24) % -o. 
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Por ser > 2, % 0, se deduce: GG'=0, es decir G=G. 
iel 
b) Existencia: Sea (2 un punto de 4; pongamos S= >2, y definamos el 
¡el 


punto G mediante 


Inmediatamente se verifica que este punto G satisface (1).] 


Para abreviar, una familia (4,, 2,)je, de puntos ponderados tal que los A, sean 
casi todos nulos recibirá el nombre de sistema ponderado; al número > 4, se le 


¡el 
dará el nombre de masa de este sistema. 
Establecemos entonces: 


Definición 1.8.1 


Sea (A;, 2,);, un sistema ponderado del espacio afín 6, de masa no nula. 
Se da el nombre de baricentro de este sistema al punto G de $ tal que 


Y 4,64,=0. 


¡el 


Se dice también que G es el baricentro de los puntos A,, afectados por los coe- 
ficientes 4;. 


Propiedades 


1. Según la demostración de 1.7.1, b), si ponemos S= > 2;, el baricentro 
tel 
queda definido a partir de cualquier punto 2 de 6 mediante: 


(2) 26 - y GDA, os ($ 4) 20 - 7,404, 


¡el ¡el iel 


2. Sea k un real no nulo; pongamos 1, = k2,, para ¡€ 1. La relación (2) hace 
ver inmediatamente que el baricentro del sistema (4), /4,);¿r es igual al baricentro 
del sistema (A; A;)jes: No varía el baricentro de un sistema cuando se multiplican 
todos los coeficientes 2, por un mismo escalar no nulo. 
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La propiedad 2 permite, dividiendo cada coeficiente 2, por S= 3 2,, reducir 


¡el 
todo al caso en el que S= 1. 
Al hacer esto, la relación (2) se escribe de manera más sencilla: 


26 = Y ARA. 


¡el 


e Por esta razón, cuando S= >2,=1 se puede escribir simbólicamente (2) 
iel 


en la forma 


6) 


pero no se ha de perder de vista que (3) sólo tiene sentido cuando 32, % l. 
iel 

Cuando S es no nulo cualquiera, se puede escribir solamente: 

A 

Ss 


¡el 


1.8.2 (Asociatividad). Sea (4,, 2,)¿, un sistema de puntos ponderados de É, de 
masa no nula. Sea (1,),., una partición finita de 1, tal que para todo 


«EL, la suma S,= 2 2, sea no nula. Pongamos 
¡cla 


di 


ds 


G=Y «Aj y G,= y «A, donde S= Y 2, 
(15 dd Se da 
Entonces G es el baricentro del sistema (G,, S,)ac,. Dicho de otro modo, 
se tiene: 
S, 
G= Y H.6.. 


aeL 


Demostración. Sea Q un punto de 6. Por definición se tiene: 


de donde: 
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Caracterización de los subespacios afines de $ 


Sean A y B dos puntos distintos de un espacio afín 6 sobre E. Por A y B, 
pasa una recta afín única, y esta recta es el conjunto de los puntos de la 


1.8.3 
| forma 2.4 +(1—2).B (1. ER). 


Demostración 


a) Para que una recta afín D pase por A y B, es necesario y suficiente que pase 
por Á y que esté dirigida por el vector AB: de ahí la existencia y la unicidad de tal 
recta D. 

b) Para cada e R, pongamos G,= 2.4 + (1 — 2).B. Por definición se tiene: 


=—. 


ES 
AG, =(1-—¿9YAB, 


lo cual hace ver que la aplicación 2+> G, es una biyección de R sobre D.] 
La proposición 1.8.3 admite la generalización siguiente: 

18.4 Para que una parte no vacía Y de un espacio afin 6 sea subespacio afín 

de €, es necesario y suficiente que se tenga: 


(4) (VA,BEY) (WeER) AA +(1—2).BeY. 


Demostración. Es evidente, que si Y” es una variedad afín, la relación (4) queda 
verificada (ya que expresa el hecho de que el punto B + ABA pertenece a Y). Re- 
cíprocamente, supongamos realizada la condición (4) y sea 2 W.SeanM,N e Y” 
ya per. Al tomar, en (4), A= M, B= Q y 1¿= a, se ve que el punto P=Q + 
+ a2M, pertenece a Y; del mismo modo, el punto Q = 2 + PQ pertenece ay; 
si ahora hacemos A = PL, B=0Qy1=, se ve que el punto R= Q + 1QP+00) 
pertenece a Y”. Tomando finalmente B=Qy1= 2, se ve que el punto Q + («02M + 
+ PON) )=2+ (2 +20) pertenece a Y, Queda así demostrado que el con- 
junto de los vectores (QM), cuando M recorre Y, es un subespacio vectorial de E. 
Esto demuestra que Y es una subvariedad afín (*).] 


El enunciado 1.8.4 se puede expresar como sigue: 

Para que una parte no vacía Y de un espacio afín sea una variedad afín, es ne- 
cesario y suficiente que toda recta afín que una dos puntos distintos de Y” esté con- 
tenida en Y” (*). 


Otra generalización de 1.8.3 es: 
() Según se comprueba, este razonamiento sólo puede extenderse si R se sustituye por un 


cuerpo conmutativo K de característica + 2, Se puede demostrar por otra parte que si K es de carac- 
terística 2, el teorema 1.8.4 es falso. 
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Teorema 1.8.5 


Sea SF una parte no vacía del espacio afín 6. La variedad afín Y” engen- 
drada por 4 es igual al conjunto 2 de los baricentros de los sistemas pon- 
derados (A;, 2); de masa no nula tales que Ae F para todo ¡e 1('). 


Demostración. Sea (2 un punto de 7. Se puede suponer Y 4 (0) (de lo con- 
trario el resultado sería evidente). 


a) Establezcamos la inclusión B< Y”; sea (A;, 2/);., un sistema ponderado de 
masa no nula tal que A, € Y para todo ¡€ 7. Su baricentro G está definido por 
26 = yFOA, con S= Y 4. 
iel iel 


Para todo ¡€ l, QA, es elemento de la dirección Y de Y. La relación anterior hace 
ver pues que QG € V, de donde: Ge Y. 


b) Establezcamos la inclusión 4< 4. Sea Me Y: Puesto que Y es engen- 
drado por las (24) 4 «5, 47p, existen reales (24) 4.1, 470 casi todos nulos, tales que 


(5) QM= Y 2,24; 
4eó4=0 
pongamos 
da =1= Aa 
ACES, ARQ 


La relación (5) se escribe entonces 
QM= Y 2,24, con 
AES 
lo cual demuestra que M es el baricentro del sistema (4, 2,) laeg-] 
El concepto de baricentro permite también caracterizar las aplicaciones afines: 


Teorema 1.8.6 


Sean € y F dos espacios afines respectivamente sobre E y F y sea p.0>F 
una aplicación. Para que y sea afín, es necesario y suficiente que se tenga, 
para todos los A, Be 6 y todos los 2, ER tales que 2 + 4=1, 


(1) Contrariamente a 1.8.4, este teorema —y su demostración— siguen siendo válidos cuando se 
sustituye R por un cuerpo conmutativo cualquiera. Recordemos por otra parte que el espacio $ no se 
supone de dimensión finita. 
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IL p.4+1.B)=2.p(4) + 1-p(B). () 


Demostración. Fijemos un punto cualquiera 2 de 6. 
a) Supongamos que q sea afín, de parte lineal f. Con las notaciones del enun- 
ciado, se tiene: 
¿A+ HB=0Q+ ¿QA + OB. 
de donde: 
—. > 
p(Q) + $01.04 + n0B) 


= 0) + ¿NQA) + (OB) 
= p(Q) + 2p(9) p(4) + np(Q) p(B) 


OU.A + pu.B) 


=¿.P(A) + H-p(B). 
es decir (6). 
b) Supongamos que se cumple la condición enunciada: Se trata de demostrar 
que la aplicación f: E => F definida por 


(VWMe6)  NOQM)=0M. 


con (2 = p(2), M' = p(M), es lineal. 
En primer lugar, sean ¿e R y M,Ne6 tales que QN = ¿QM-: esta relación 
puede escribirse en la forma: 


N=2.M+(1—¿2).0, 


de donde 

PIN) =¿.pM) + (1 — 2). p(Q). 
O sea: 
0) HON) = ¿N(QM) 


De igual modo, sean M, Ne£ y sea P el punto de $ tal que 2 QP = QM + QN; 
esta relación puede escribirse en la forma: 


-M + 


N, 


de donde: 
PM) + .p(N). 


2: 
ds] 
' 
ss 


O sea: 
F(QP) = 3[/(QM) + F(QN)] . 


(0) Si se sustituye R por un cuerpo conmutativo K de característica H 2, el teorema 1.8.6 sigue siendo 
válido, lo mismo que su demostración. Por el contrario, si K es de característica 2, 1.8.6 es falso (véase 
ejercicio 1.22). 
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Al utilizar (7) se obtiene: 


(8) FQM + QN) =2/(0B) = f(QM) + J(QN). 


Las relaciones (7) y (8), válidas para todo ¿€ R y todos los M, Ne 6, hacen 
ver que f es lineal.] 


Mediante una extensión fácil de la parte a) de la demostración 1.8.6 se obtiene: 


18.7 Sean $ y 4 dos espacios afines y sea p : € > F una aplicación. Para 
que y sea afín, es necesario y suficiente que, para todo sistema ponderado 


(Ar ADier de puntos de € tales que 3 2,= 1, se tenga: 
¡el 


ol E 2.4) = ELOY O). 
tel iel 


$ 19 COORDENADAS BARICÉNTRICAS 


En un espacio afín €, sea (Asier una familia de puntos. Supongamos que, para 
un valor ¡€l, la familia (4,4,)xe1.1,, sea libre. Esto se cumplirá entonces para 
todo ¡€l. 

Supongamos en efecto que exista una relación de la forma 


E 
AAA =0, 
kel.k+j 


donde el índice je 1 es fijo (j 4 i) y donde los reales 2, son casi todos nulos. Se 
deduce de ello: 


EN AJA, + 444 =0, 


kej kej 
o sea 
0 e q 
k*i 
poniendo 
M=de si kAj y M=- Y 4 


kéj 


() Contrariamente a 1.8.6, este resultado sigue siendo válido cuando se sustituye R por un cuerpo 
conmutativo K cualquiera. 
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Al ser libre la familia (4,A1)x2 la relación (1) implica 1, =0 para k X i, de 
donde A¿=0 si k+*i y k%*j. Luego resulta 1; =—A;, y la relación n= 0 
implica A; = 0, y finalmente, todos los coeficientes A, son nulos, que era lo que 
hacía falta establecer. Podemos decir: 


Definicion 1.9.1 


Una familia (A;);e, de puntos de un espacio afín 6 se dice que es afínmente 
libre, si, para un índice i, la familia (A,A));s, jer es libre (lo cual se cum- 
plirá entonces para todo ¡€ 1). 


De modo paralelo, se dice que la familia (4,);e, engendra Ú si la variedad afín 
Y = AfE((Aj)1er) es igual a 6. Decir que la familia (4;);e, es afínmente libre sig- 
nifica que la familia (4,A,)jer, ¡ses una base del subespacio vectorial V dirección 
de Y. 


Definición 1.9.2 


¿ Se da el nombre de base afín de un espacio afín 8, a toda familia afín- 
? mente libre de puntos de € que engendre a 6. 

Toda familia afínmente libre de puntos de 4 es por lo tanto una base afín de 
la variedad afín que engendra. 

Supongamos al conjunto / finito, de cardinal m > 1; según la observación que 
precede a la definición 1.9.2, la variedad afín engendrada por una familia afínmente 
libre (4;);e, es de dimensión m— 1. 


Ejemplos 

Las bases afines de una recta afín 2 son los distintos pares de puntos de 2. 
Las bases afines de un plano afín P son las ternas de puntosno alineados de 2. 
Caso de las variedades de dimensión finita 


1.9.1 Sea (A, Az, . ., Ap+) una sucesión de (p + 1) puntos de un espacio afín € 
y sea XK el hiperplano afín de R?+ de ecuación 


4, +4 + o + dar =1. 
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Entonces la aplicación y : 4 =€, que hace corresponder al punto (2, 
das «<> Apr) de K el punto 2,.A, + +-* + do Apr, de €, es afín. Su 
imagen es la variedad afín engendrada por los puntos A,, y para que y 
sea inyectiva, es necesario y suficiente que la familia(A,),<i<p+, sea afín- 
mente libre. 


Demostración. Nos limitaremos a demostrar el último aserto (puesto que los 
demás son evidentes, si se tiene en cuenta 1.8.5 y 1.8.6). 

Para que y sea inyectiva, es necesario y suficiente que su parte lineal g lo sea. 
Ahora bien, si (2), <i<p+, designa la base canónica del espacio vectorial R”*, se 
tiene: 

ae,-2)= AA, para ¡=23,.,p+1; 


y los vectores (2, — ?)a<i<p+, Constituyen una base del espacio vectorial H direc- 
ción de %. Para que g sea inyectiva, es pues necesario y suficiente que los vectores 
AA, (Q2<i<p + 1) sean independientes; dicho de otro modo, es necesario y sufi- 
ciente que la familia (4,), <¿<p+, sea libre, lo cual demuestra el resultado.] 


Este resultado nos permite dar la siguiente 
Definición 1.9.3 


Sea (A)i<i<»+, una familia afínmente libre del espacio afín 6 y sea 
Y = AIT((A/)) la variedad afín que engendra. Las coordenadas baricén- 
tricas homogéneas de un punto M de Y son los números 2, (1 <i<p+1) 
definidos de manera única mediante: 


pi 
M=Y 12,4, y 


i=1 


Con las notaciones de 1.9.1 los números 4, son las coordenadas en R”+*! del 
punto 2 = y-(M). 


Observación. Las únicas sucesiones (/4,, ... .. /4p+1) € R”*! tales que el baricentro 
del sistema (A,, 14,) está definido y es igual a M, son las sucesiones (k2,, k2a, . ..., k2p+1) 
donde ke R*. Se dice a veces que una tal sucesión (4, ..., 4,+1) es un sistema 
de coordenadas baricéntricas homogéneas de M. Estos sistemas son por lo tanto 
todos proporcionales. 

Señalemos el resultado que sigue, el cual establecerá el lector, a título de ejer- 
cicio, utilizando 1.9.1, y conservando las mismas notaciones: 
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1.9.2 Sean 6, F dos espacios afines, siendo € de dimensión finita n y (A); <i<n+1 
una base afín de €. Para todo sistema (B¡), <i<n+, de n +1 puntos de F, 
existe una aplicación afín única p : 4 > F tal que y(A,) = B, para todo 
i=1,2,...,n+1. Esta aplicación está definida por 


n+1 n+1 
o 3 2.4) = Y 4-B, para (, A) Ex. 
i=1 


Es inyectiva, si, y solamente si, la sucesión (B,) es afínmente libre; es 
suprayectiva si, y solamente si, la sucesión (B,) engendra 4. 


Parametrización baricéntrica de las variedades afines 


Sigamos con las notaciones del teorema 1.9.1, en el caso en que la familia 
(Az -.., An+1) sea afínmente libre; pongamos Y = AIF ((4,)) y sea Y la dirección 
de Y. Finalmente, sea (2 e 4 un punto fijo. Según 1.9.1, se obtiene una biyección 
de 4 sobre Y asociando, a cada punto 4 = (2), ..., 2n+1) de %, el punto G, de $ 
definido por: 


(9) 


Esta biyección recibe el nombre de parametrización baricéntrica de Y”. Sea enton- 
ces U el conjunto de los puntos 4 = (My, ..., M4n+1) de R”*! tales que 


My + MA ps AO. 


Según la observación anterior, se obtiene una aplicación suprayectiva de U 
sobre Y asociando a cada punto y = (4) de U el punto G, definido por 


A A A 
9bis 26, = Y 24, |: 
50%) S 2 My pa + + lp 


además, los sistemas u = (u;) para los que el punto G, es un punto: fijo G de Y son 


dos a dos proporcionales. La fórmula (9 bis) se reduce a (9) si Dí =1; 
i=1 
Por extensión de (9), se sigue diciendo que la suprayección definida por (9 bis) 
es una parametrización baricéntrica de Y. Resulta a veces más cómodo parame- 


trizar Y con ayuda de (9 bis) en vez de hacerlo mediante (9): todo punto Ge Y” 
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queda entonces definido mediante un sistema de coordenadas baricéntricas homo- 
géneas (M4, -.., Un+1). 

Vamos a explicitar (9 bis) en un sistema de referencia afín de origen Q de 6, 
en el caso en que $ es de dimensión finita n > 2, parap=1 yp=2. 


Caso p = 1: (parametrización baricéntrica de una recta afín 2). Se pone A, = A, 
4, = B(A 4 B) y Y = 2. En el sistema de referencia considerado, sean(a,, ..., 4), 
(bj ..., On) Y (Xi ---, xn) las coordenadas respectivas de A, B y G,. Se obtiene 
la parametrización baricéntrica homogénea de 2: 


y Hit + a a sy Pa + Ha Bn 
o HR la E Ha + Ha 


(M4, 1MER, 41+p,%0) 


Para que dos pares (1, 42) y (1; 43) definan el mismo punto de %, es necesario y 
suficiente que exista un k e R* tal que 4; = ku, y = Ko. Si Mi designa el punto 
de 2 de coordenadas 


se deduce que la aplicación +—> M, es una biyección de Rxí— 1) sobre 2 (B). 

Si se designa por R la recta proyectiva (obtenida adjuntando a R un único punto 
en el infinito, designado por co), se puede prolongar esta aplicación en una biyec- 
ción de Rx(— 1) sobre 2 poniendo M.. = B. 


Caso p = 2: (parametrización baricéntrica de un plano afín). Se pone A, = A, 
B,=B, C,=C, Y =2 (los puntos A, B, C del plano 2 son no alineados). En 
el sistema de referencia considerado, sean (4,, ..., Gn), (bj, ..., Bn), (Cy -.., Cn) y 
(Xj» « --> Xp) las coordenadas de A, B, C y G,,. Se obtiene la parametrización bari- 
céntrica homogénea del plano 2: 


— Hy4y + Mb, + 30, y, — 1 0n $ Ha bn + M3 Ca 
Jj MR + a My + 12 + 


Xx 
(lp Mo HER, 4 + M2 + 13 40). 


Para que dos ternas (11, Ma, 149) Y (145, 142» 113) definan el mismo punto de 2, es nece- 
sario y suficiente que exista un k e R* tal que 4; = Ku, 43 = Ku, Mg = Kig. 
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$ 110 TRANSFORMACIONES AFINES PARTICULARES 


En este apartado, vamos a estudiar algunas biyecciones afines particulares de 
un espacio afín é, ligado al espacio vectorial E. En todo lo que sigue, se supone 
E 4 (0). Recordemos las notaciones: 


GA(68): Grupo afín de €. 
T(€): Grupo de las traslaciones (que es un subgrupo distinguido de GA(6)). 


Sea a un punto de €, designaremos por GA,(é) al subgrupo de los y e GA(6) 
tales que p(a) = a. Esta condición equivale a decir que y es un automorfismo del 
espacio vectorial 6,; cada grupo GA,(6) es pues isomorfo a GL(E). Además, si 
a,be6, los grupos GA,(S) y GA,(é) son conjugados en GA(6), pues designando 
por T la traslación de vector ab, se tiene: 


GA, (6) = 7.GA, (8).17*.. 
El resultado elemental que sigue resulta muchas veces útil: 


110.1 Sea a un punto dado de €; cada elemento y de GA(6) admite: 
a) Una descomposición única de la forma y =y o 1, tal que 
vla)=a y teT(6) 
b) Una descomposición única de la forma p =7' o y', tal que 
y(a=a y vEeT(6). 


Demostración (abreviada). Para establecer a) designemos por A al punto ya). 
Si y admite una descomposición que verifique a), se tiene necesariamente T(A) = a: 
el vector de la traslación 7 no puede ser otro que V'= 4a, lo cual demuestra la 
unicidad de esta descomposición. Recíprocamente, la traslación t de vector Aa y la 
biyección afin y = por” verifican y(a) = a y p = yor. 

De manera análoga se establecería b).] 


Grupo de las homotecias y traslaciones 


Definición 1.10.1 


Sea «e R y 2 €6. La homotecia (se sobreentiende: afín) de centro 42 y 
de razón a es la aplicación y : 6 = É definida por: 


(VWMeg) QM'=24QM, cor M'= q(M). 
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Si a =0, y es constante; de lo contrario y e GA(8), y y” es la homotecia del 
mismo centro y de razón 1/=. Convendremos en llamar «homotecias» sin más a las 
homotecias biyectivas (es decir de razón % 0). Las homotecias de razón 0 (o sea 
las aplicaciones constantes de $ en 6) se evidenciarán siempre claramente por el 
contexto. . 

Si a= 1, y es la aplicación idéntica Idg. Si a 4 1, 2 es el único punto doble 
de y. Para « =— 1, y toma el nombre de simetría central de centro 2. En todos 
los casos, es inmediato que y coincide con la homotecia vectorial de razón a en el 
espacio vectorial 67. Esto demuestra que la parte lineal de y es la homotecia vec- 
torial de razón « en E. 


Teorema 1.10.2 
Sea p un elemento de GA(6) cuya parte lineal f es una homotecia vec- 


torial de razón u en E. Entonces y es una traslación si a = 1, y una homo- 
tecia si a % 1. 


Demostración. Para que p sea una traslación, es necesario y suficiente que 
Sf = 1d, (véase $ 4) lo cual se cumple si, y solamente si, «= 1 (ya que EX (0). 

Suponiendo ahora a. 1, todo se reduce a demostrar que p admite un punto 
doble. Elijamos un punto A en £ y sea 4' = p(4). Se tiene por hipótesis: 


(VWMe8) A'M'=uAM, con M'= q(M). 
La relación M' = M equivale a aAM— A'M =0, y se cumple por lo tanto si, y 


solamente si, M es el baricentro del sistema ponderado ((4, a), (4', — 1); de donde 
resulta la existencia de un punto doble único /2 de y, definido por 


Corolario 1 


Sea p : € > 6 una aplicación tal que existe un punto A de € y un real « 
que verifican: 


— — 
(VWMe6) A'M'=9AM, con A'=p(4) y M'=p(M). 


Si a A 1, p es una homotecia de razón a, y si a = 1, y es una traslación 
(eventualmente igual a 1dg). 
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En efecto, una tal aplicación y es necesariamente afín, y su parte lineal f veri- 
fica f(u) = uu para todo u e E.] 


Corolario 2 


Sea L: GA(6) > GL(E) el homomorfismo que, a toda biyección de 6, 
asocia su parte lineal, y sea H el grupo de las homotecias de E. Entonces 
el grupo LH) es la reunión del grupo T(S) de las traslaciones de E y 
del conjunto de las homotecias de 6. 


El grupo L"(H) recibe el nombre de grupo de las homotecias y traslaciones 
de 6. Lo designaremos por ello en adelante por HT(6). 


Por ser A un subgrupo distinguido de GL(E) (véanse páginas 7 y 21), HT(6) es un subgrupo 
distinguido de GA(£) y se deduce de L un isomorfismo canónico: 


GA (6)/HT (6) 2 GL(£)H 
Por ser el núcleo T(£) de L un subgrupo de HT(6), se tiene también un isomorfismo canónico 
HT ($)T (6) 2 H 
(recordemos que H es isomorfo a R*). 


Observación. Algunos autores llaman dilataciones a los elementos de HT(6). 
En este libro, la palabra dilatación tendrá un sentido totalmente distinto, de acuerdo 
con la terminología de Nicolas Bourbaki (véase más adelante). Alguna vez utili- 
zaremos sin embargo la expresión «dilataciones homogéneas» para designar a los 
elementos de HT(6). 


Proyecciones 


Sea Y” un hiperplano afín de 6, de dirección V. 

Entonces toda recta afín Z no paralela a Y” corta a Y” en un punto y sólo uno. 
En efecto, sea A € 2, sea 3 un vector director de 2 y y =0 una ecuación de Y. 

El punto M, = A + 2% pertenece a Y” si, y solamente si, se tiene: 


pA+10)=0, 
es decir (designando por f la parte lineal de y): 


p(A) + 44(É) =0. 
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S 


Figura 2. 


Por hipótesis, (2) + 0; por lo tanto la relación anterior define un valor único de 2, 
con lo que queda demostrado nuestro aserto. Esta propiedad permite dar la siguiente 


Definición 1.10,2 


Sea Y un hiperplano de € de dirección Y y sea D una recta vectorial 
suplementaria de V. Se da el nombre de proyección sobre Y paralela- 
mente a D, a la aplicación y : € => 6 que, a cada punto M de 6, asocia 
el punto de intersección de Y” con la recta afin de dirección D que pasa 
por M. 


Con estas notaciones se comprueba inmediatamente que y es una aplicación afín, 
cuya parte lineal es la proyección sobre V paralelamente a D (para establecerlo, 


basta con tomar un origen (2 en Y con lo que se pasa al espacio vectorial 67). 
Se tiene además: p o y = y. Todos los puntos de Y”, son fijos para p. 


Dilataciones afines 


Definición 1.10.3 


Sea Y un hiperplano de €, D una recta vectorial de E no paralela a Y. 
¿ Para todo M € €, designemos por m la proyección de M sobre Y” para- 
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lelamente a D. Finalmente. sea a un real 4 0. Se da el nombre de dilatación 
de hiperplano Y” de dirección D y de razón « a la aplicación p:ic>6 
que, a cada punto M de € asocia el punto M' tal que mM" = a,mM. 
Conservemos estas notaciones y sea V la dirección de Y”. Fácilmente se ve que 
: para todo 2 e Y, y coincide con la dilatación vectorial de hiperplano Y”, de razón a 
y de eje 2 en el espacio vectorial 6, designando por 2 la recta afín de dirección D 
que pasa por 2. De esto se deduce que y es una biyección afín de $, cuya parte 
lineal es la dilatación vectorial de E de hiperplano V, de eje D y de razón « (véase $ 2). 
Para que y se reduzca a la aplicación idéntica Id, es necesario y suficiente que 
sea a=1l, 
e Sia =— l, se dice que y es la simetría afín de dirección D con relación a Y. 
V Es este el único caso en que y es involutiva. 
d Si « % 1, los únicos puntos fijos de y son los puntos de Y. Elijamos entonces 
un punto A de £X Y” y sea A' = p(4) su transformado. 
Vamos a determinar geométricamente la imagen M' = y(M) de un punto M 
! que no pertenezca a la recta (44'). Para ello utilizaremos el hecho de que la imagen 
por p de una recta afín es una recta afín. 

Sila recta (MA) es paralela a Y, el punto M' queda determinado por la rela- 
ción MM" = A4' (véase la figura 4). De lo contrario, la recta (MA) corta a Y 
en un punto único /; la imagen de la recta (14) por y es la recta (1A'), y por ser 
el vector MM” colineal con 44”, el punto M” es la intersección de la recta (14”) 
con la paralela a D que pasa por M (véase la figura 5). 


Figura 4. Figura 5. 


Transvecciones afines (en lo que sigue se supone que $ es de dimensión > 2). 


nn 
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Definición 1.10.4 


Sea Y” un hiperplano de €, de dirección V. Se da el nombre de transvec- 
ción (afín) de hiperplano Y” a toda aplicación 0 : € > de la forma: 


M+ 00M) =M + AM), 
donde y =0 es una ecuación de Y” y donde es un elemento mo nulo de Y. 


Colocándonos en un espacio vectorial 6, con (2 e Y se ve en seguida que 0 
es una transvección vectorial de hiperplano Y en 62. Se deduce de esto que O es 
una biyección afín, cuya parte lineal r es una transvección vectorial de hiperplano 
V en E. 

Toda aplicación afín que tenga por lo menos un punto fijo O queda reducida, 
al pasar a 6,, a una aplicación lineal. 

Esta observación nos permite deducir de 1.2.3 el resultado que sigue: 


110.3 Sea 0 una biyección afín de €, distinta de Id¿, y sea Y” un hiperplano 
afín de €, de dirección V. 
Para que O sea una transvección afín de hiperplano Y”, es necesario y su- 
ficiente que se tenga: 


(VWMeY) QM) =M, 


(VMe8) MM'eV, (donde M' = (M)). 


Del mismo modo, 1.2.5 permite estudiar las biyecciones afines que dejan fijos 
todos los puntos de un hiperplano afín. 

Sigamos con las notaciones de la definición 1.10.4. Elijamos un punto A de 
EXT y sea A' = 0(4) su transformado. Vamos a determinar geométricamente el 


Figura 6. 
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transformado M' = 0(M)de un punto cualquiera M de £', y para ello,vamos a uti- 
lizar otra vez aquí el hecho de que la imagen de una recta afín es una recta afín. 

Si la recta (MA) es paralela a Y”, el punto M' queda determinado por la rela- 
ción MM' = A4' (véase figura 6). De lo contrario, la recta (MA) corta a Y” en 
un punto único 1; la imagen de la recta (MA) es la recta (/4'), y puesto que el 
vector MM" es colineal con 44”, M' es el punto de intersección de la recta (74”) 
con la paralela a la recta (44”) que pasa por M (véase la figura 7) 


Figura 7. 


$ L11 CONVEXIDAD 


Sean A, B dos puntos distintos de un espacio afín 4 sobre £. Sabemos que la 
aplicación 4+>4.4 + (1 —2).B = M, es una biyección de R sobre la recta (afín) 
que pasa por Á y B. 

El conjunto de los puntos (2.4 + (1 — 4).B)aejo, 1y recibe el nombre de seg- 
mento cerrado de extremos A y B, y será designado por [4, Bl. 

De igual modo se definen los segmentos semiabiertos [A. B| y 14, B] y el seg- 
mento abierto ]A, B[, imágenes respectivas por 4-> M, de los intervalos [0, 1[, 
]0, 1] y ]0, 1[ de R. 


Definición 1.11.1 

3 Una parte T de un espacio afin € sobre E se «dice es que convexa, si 
3 cualesquiera que sean los puntos A y B de 1”, el segmento [A, B] está 
DS 


contenido en TI”. 


LELONG 111-3 
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Todas estas definiciones se aplican en particular a los espacios vectoriales pro- 
vistos de su estructura afín natural. 

El teorema que sigue muestra la relación que existe entre el concepto de con- 
junto convexo y el de baricentro: 


Teorema 1.11.1 


Sea I' una parte no vacía del espacio afín € sobre E. Para que T' sea con- 
vexa es necesario y suficiente que para toda familia (4,, 2,);er de puntos 
ponderados de 1”, tal que Y 7,=1 y 2, >0 para todo i, el baricentro 

iel 

> 2,4, pertenezca a T' il 

iel 

Demostración. La condición es suficiente según la definición 1.11.1. Para de- 
mostrar que es necesaria, basta considerar el caso en que el conjunto / es finito, 
de la forma /= Nf = (1,2, ..., pj, con p > 2. Razonemos por inducción sobre el 
entero p. Para p = 2,el resultado se desprende de la definición 1.11.1. Suponiendo 
que el resultado sea cierto para p — 1, con p > 3, designemos por (4), 4, ..., Ap) 


los puntos del conjunto convexo 1” y por (2, a, - .., Ap) reales positivos tales que 
LA 

NA =1 

i=l 


Si uno de los 4, es nulo, de la hipótesis de recurrencia se desprende que el punto 


Pp 
2 2,4, pertenece a /”. De lo contrario, la asociatividad permite poner: 
m1 


yA 
Y 44 =8S.G + 4,4, = S.G + (1 — 8).4,, 


con 
S=Y 4 y G= Y 4. 


Según la hipótesis de recurrencia, se tiene Ge 1. Y según la definición 1.11.1, 
el punto S.G + (1 — S).4, pertenece a T' (ya que S >0 y 1—S >0).] 


Ejemplos de conjuntos convexos 


1. Las partes convexas de R son los intervalos. 

2. Sea Y una variedad afin del espacio afín €. 

Para todos los A, B € Y, la recta (AB) está contenida en Y y con mayor razón, 
el segmento [4, B] está contenido en Y, por lo tanto Y” es convexo. 

3. En un espacio vectorial normado E (véase tomo 2,$111.2) toda bola B es 
convexa. 
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Basta evidentemente probarlo cuando B es una bola de radio r*>0 con 
centro en el origen. Demostrémoslo, por ejemplo, cuando B es una bola abierta: 
SixeBe yeB se tiene, para todo real 2 e [0, 1]: 


[4.x + (1 D.y || = || 2x + (1 — 2y |] 
de donde, por la desigualdad triangular: 
[4+(1=9.y |< 2x 1+/0—=2) yl] =2 11 x1+(1=2) ll yll 
De [|x| < r y ly] < r, se deduce por lo tanto: 
[Ax+ (1-2. [| <(1+(-4)r="r, 


lo cual prueba que: 2.x + (1 —2).y e B. Este ejemplo es muy importante para 
el estudio de los espacios vectoriales normados (véase los ejercicios 1.38 a 1.44). 

Se observará que la adherencia de una parte convexa de E (véase tomo 2, p. 56) 
es convexa (véase ejercicio 1.38). 

4. Sea E el espacio vectorial de las funciones numéricas cualesquiera definidas 
sobre un conjunto no vacío X. Una función fe E se dice que es positiva cuando 
se tiene: 

(WreX) /(0)>0 (notación: f > 0). 


Entonces, el conjunto Ey de las funciones positivas sobre X es convexo. 

5. Sea E un espacio vectorial, 7' una parte convexa no vacía de E yf: P>R 
una función numérica. 

Entonces, para que la función f sea convexa (véase tomo 2, def. V1.2.4), es nece- 
sario y suficiente que el conjunto de los puntos (x,1) € E x R tales que xel” y 
1 > f(x) sea una parte convexa de E x R (véase tomo 2, teorema V1.2.3). 


111.2 | Sea (I');., una familia de conjuntos convexos de un espacio afín 6. En- 
tonces la intersección ]'= (1 1”, es un conjunto convexo. 
iel 


(Esta proposición se desprende inmediatamente de la definición 1.11.1). 


Teorema 1.11.3 


Sea p : € > F una aplicación afín del espacio afín 6 en el espacio afín F. 
Entonces: 

a) Para toda parte convexa I' de €, el conjunto A = p(1”) es convexo. 
b) Para toda parte convexa Á de F, el conjunto I' = p (A) es convexo. 
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Demostración 


a) Sean A', B' e q(I') y sean A, Be IT” tales que A' = p(4) y B' = p(B). Por 
ser p afín, se tiene para todo real 4: 


(1) PM.A + (1 —42).B) = 2.p(4) + (1 — 2).p(B). 


Por hipótesis, para iodo 2 e [0, 1], el punto 2.4 + (1—2).B pertenece a f. Se 
tiene por lo tanto, según (1) 


(V2€[0, 1) 2.4" + (1 — 4).B'ep(P), 


lo cual demuestra que p(/”) es convexo. 
b) Sean A, BeGS tales que p(4) e 4 y p(B) e 4. 
Para todo real 4, se tiene: 


P12.4 + (1 2).B] = ¿.p(4) + (1 — 2).p(B). 


Ahora bien, para todo 4 e [O, 1], el punto 2.p(4) + (1 — 2).p(B) pertenece a 4; 
por lo tanto 4.4 + (1—2).B pertenece a p”(4) = IP”, lo cual demuestra que /” 
es convexa. | 


Semiespacios definidos por un hiperplano afín 


En el espacio alin 6, sea 4 un hiperplano afín de ecuación y = 0, donde 
y :6=>R designa una función afín no constante. 

Según 1.11.3, los cuatro conjuntos p"(R+), pU(R-), y UR*) y p"UR*) son con- 
vexos. Se les da el nombre de semiespacios definidos por (%, q). 

Precisando más, los conjuntos 6. = p UR.) y 6_ = p(R_) reciben el nombre 
de semiespacios amplios definidos por (%, p), y los conjuntos 6% = p"UR*) y 
6* = p"UR*) reciben el nombre de semiespacios estrictos definidos por (%, q). 

Sea y = 0 otra ecuación de 4. Sabemos que existe und e R* tal que y = 4p 
(véase T.1.7.1) 

— Si 2 >0, se tiene: 


Y UR) =8,, Y UR_)=E_ 

AURO)=8*, Y UR_)=6*. 
— Si 1< 0, se tiene: 

y UR,)=8., y UR) =8, 

y UR)=8*, y (R*) =$. 
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Se ve por lo tanto que el conjunto de los dos semiespacios amplios (respectivamente 
estrictos) no depende de la ecuación considerada y = 0 de 4. Se puede por lo 
tanto hablar de semiespacios amplios definidos por 4% y de semiespacios estrictos 
definidos por 4. 

Observemos que se tiene: 


ELNÉ*=E5. NE6*=Y 
$,n8. = 


Estando definido el hiperplano 4 por p = 0, sean Ae 6* y Be 6,. La aplicación 
g: R>R, ¿HUA + (1 —2).B) es afín, verifica g(0) > 0, g(1)< 0, y se anula 
por lo tanto para un valor de 4 único, que pertenece a [0, 1[. Dicho de otro modo, 
el conjunto jA, B] 034 está constituido por un solo punto. 

En consecuencia, todo segmento que une un punto de 6* con un punto de $* 
corta a 4 en un solo punto. De esto se deduce que 6% y 6* son las clases de equi- 
valencia determinadas sobre 4,4 por la relación de equivalencia «A es equiva- 
lente a B si el segmento [4B] no corta a 4». Esta relación de equivalencia se suele 
traducir diciendo que «los puntos A y B quedan a un mismo lado de 4». 


Observación. Cuando 6 es de dimensión finita, los adjetivos «amplio» y «es- 
tricto» pueden sustituirse respectivamente por «cerrado» y «abierto». En efecto, 
£ está provisto entonces de una topología natural isomorfa a la de R” (véase 
tomo 2, 111.12); y, para esta topología, toda función afín y : 64>R es continua. 
Un semiespacio amplio [resp. estricto] es por lo tanto cerrado [resp. abierto], 
como imagen recíproca de un cerrado [resp. abierto] de R por una tal aplicación q. 


Envoltura convexa 


Sea I' una parte de un espacio afín 6 sobre E. Existen partes convexas de $ 
que contienen a 1”, por ejemplo el mismo 6. La intersección de todas estas partes 
es, según I.I1.2, una parte convexa. Se establece: 


Definición 1.11.2 


Sea I' una parte de un espacio afín €. Se da el nombre de envoltura con- 
j vexa de I' a la intersección de todos los conjuntos convexos de 6 que con- 
tienen a I. 
La envoltura convexa de 1” es por lo tanto una parte convexa. En lo que sigue 
la vamos a designar por f. Se tiene siempre: /' <= f. Para que sea '=f, 
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es necesario y suficiente que J' sea convexa. Por lo tanto, para toda parte 1” de 
se tiene: 


P=(P). 
Observemos que Í es el conjunto convexo más pequeño que contiene a IT. Si T' es 
vacío, ocurrira lo mismo con f.. 
Ejemplo 


Sea /' una parte no vacía de R. Pongamos « = inf (1) y $ =sup (1) en R. 
Se tiene: 


si aer y Ber, f=(w8f 
si aer y Br, Í=[l0w8l 
si agr y Ber, T=]0f 
si agr y Per, Í=]a fl. 


El concepto de baricentro permite una generación de la envoltura convexa: 


Teorema 1.11.4 


Sea I' una parte no vacía de un espacio afín €. Entonces la envoltura con- 
vexa Í' de I' es el conjunto de los báricentros 


DO T>mA, 


¡el 


donde (A;);. es una familia cualquiera de puntos de T, y (m);¿ una fa- 


milia arbitraria de reales positivos casi todos nulos tal que 2m,=1. 
iel 


Demostración. Sea B el conjunto de los puntos de la forma (1). Según 1.11.1 
se tiene BS Í, ya que T es convexa, y tomando para /, en (1), un conjunto redu- 
cido a un elemento, se ve que /'< B. Basta por lo tanto establecer que B es con- 
vexo. Para ello, observemos en primer lugar que todo punto de la forma (1) puede 
ponerse bajo la forma 


)) Y AA donde: ¡(Adar 


Aer 
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es una familia de reales casi todos nulos tal que 4, > Oparatodo A e 'y >2,¿=1(). 
Aer” 


Sea por lo tanto U= >2,.A y V= =p A dos puntos de B puestos en la 


Acer” Acer 
forma (2) y sea « un real tal que 0< a«< 1. Pongamos v, = %4, + (1 — 0)Ma: 


los y, son > 0, casi todos nulos, y verifican > v, = 1. Por otra parte, tomando 
Aer” 
un origen cualquiera en é, se verifica que: 


a.U+(1-0).V= Y viA. 


Aer 


Esta relación hace ver que el punto 2.U + (1 — a).V pertenece a B, por lo tanto 
B es convexo.] 


Observación. Es claro que en 1.11.4, se puede uno limitar a las familias 
(A,, M);ie para las cuales / es finito y donde m, >0 para todo i. 


$ 112 SISTEMAS DE REFERENCIA. ORIENTACIÓN 
DE LOS ESPACIOS AFINES DE DIMENSIÓN FINITA 


O En este $ consideramos exclusivamente espacios vectoriales o afines de dimen- 
sión finita n > 1. 

Si E es un espacio vectorial de dimensión n, una base ordenada de E es una 
sucesión (é,, É,, ..., é,) de n vectores independientes de E. Si 6 es un espacio afín 
de dimensión n, un sistema de referencia ordenado (Q; ?,,É,,...., 8,) de € queda 
definido cuando se da un punto 2 de $ y una base ordenada del espacio vectorial 
asociado (véase $ 3). 

El adjetivo «ordenado» sólo se utilizará cuando sea necesario, para dejar bien 
sentado que se trata de una base de Ú¿ con índices de NM. 


() Para escribir en la forma (2) el punto definido mediante (1), se pone: 
d4=0 si 4el y A%A4, para todo ¡el, 


d4= Y msi existe ¡e Ftal que A=4 
año 


Se comprueba en seguida que se tiene: 


Nu=1, y Em. A= Y 244 
der 


1er Aer 


60 Geometría afín 
Cambios de sistema de referencia 


Sea 6 un espacio afín sobre E, de dimensión n. Dejando fijo el sistema de refe- 
rencia 2 =(9;%;, ...,€,) de €, la aplicación 


” 
R>58 (XX... )+p2+ Y x,%, 
i=1 


es una biyección. N me 
Dado un segundo sistema de referencia 2' = (2'; ej, ..., e,) de 6, vamos a 
determinar las relaciones entre las coordenadas de un mismo punto en X y en %”. 
Designemos por: de 
— P la matriz de paso de la base (e,) a la base (e(); 


b, 
— b la matriz columna| : |, donde (b,, ...,b,) es la sucesión de las coorde- 
nadas de (2 en R. Ñ 
b, 
xa] [x 
X y X' las matrices columna | + | y | | donde (X)¡<ién Y (XD1<ien SON Tes- 
EA FA 


pectivamente las coordenadas del. punto Med en 2 y en 2”. 
La relación £2M = (212 4 2 M muestra que la matriz columna 2, de las coor- 
denadas de 7 Menla base (2) es: 


Y, =% - l 3 
por otra parte, la fórmula del cambio de base en un espacio vectorial permite es- 
cribir: 
Y, =PX' 
De lo cual se deduce: 


o sea escribiéndolo explícitamente: 


(1bis) a =by+ Y adds (is Ll) 
k=1 
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estando la matriz P = [a,,] definida por 


se vuelve a encontrar fácilmente (1 bis) a partir de (1) mediante las relaciones: 


— ho — 


> , , o $ E > 
Q0M= Y x,?,=20'+2M= Y b,é,+ Y xié. 
im1 i=1 
Se observará que al dar P y ( queda definida la posición del «nuevo sistema de 
referencia» R' con relación al «antiguo» 2, y que estos datos permiten expresar 
de manera inmediata las «antiguas coordenadas» x, en función de «las nuevas» Xp 


Expresión de una aplicación afín mediante sistemas de referencia 


Designemos por £, F dos espacios afines de dimensiones respectivas 1, p; por 
y: 6 =F wna aplicación afín y por f su parte lineal. Sea R= (9; 8, ... 2) un 
sistema de referencia de 8, R'=(Q';8,..., FA) un sistema de referencia de 4, 
y designemos por: 


e 2 la matriz de f en las bases (é,, .... 82/), (lo... 25)5 

e % la matriz columna de las coordenadas de un punto de M de 6 en el sistema 
de referencia %; 

e Y la matriz columna de las coordenadas en 2” del punto M' = p(M); 

e % la matriz columna de las coordenadas en 2” del punto 4' = y(4). 


, > Y. — — > 
Se tiene: Q'M'=.0'4' + A'M' y A'M' =f(4M). La matriz columna de las 
coordenadas de Q'M'en %” es por lo tanto 2%. Se deduce: 


Q) 


Er 


Para explicitar (2) pongamos TU = : y 2 = [dh <i<n 1<1<n- Se obtiene 
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(bis) Y»=t+ Y qyx, (i=1,2,..., p) 
j=1 


Recíprocamente, toda aplicación de $ en F definida mediante fórmulas del 
tipo (2)-(2 bis) es afín. Observemos que las matrices % y 2 quedan determinadas 
de manera única cuando se dan y, 2, 2”. 

Por ejemplo, sea y : 4 > R una función afín, de parte lineal f. Designando por 
(tz, Uz, - . ., Un) las componentes de f en la base dual (2*) de (¿,), se tiene (véase 
comienzo del $ 1.6) 


(3) (VWMeS) p(M)=C+ Y ux, |, con C=q(2); 


i=1 


recíprocamente, toda aplicación y: 6 >HR definida mediante una fórmula del 
tipo (3) es afín; los coeficientes (C, 4,, ..., 4,) quedan definidos de manera única 
cuando se dan y y %. 

Volvamos a las notaciones anteriores. Si F= 6. y si p: € > 6 es una biyec- 
ción, se puede (habiendo dado 2) tomar como 2” el sistema de referencia definido 
por 2'=p(2) y é; =/(É) para ¡=1,2,...,n (por abuso de lenguaje, a este 
sistema 2%” se le podrá dar el nombre de «imagen» de 2 por q). Elegido de esta 
manera %”, las ecuaciones (2 bis) se reducen a y, =x, (¡=1,2,...,m). 


Observación. Todo lo que llevamos dicho desde el comienzo de este $ sigue 
siendo válido sin modificación alguna cuando se sustituye el cuerpo de base R 
por un cuerpo conmutativo cualquiera, No ocurre lo mismo con lo que va a seguir. 


Orientación de un espacio vectorial real 


Sea E un espacio vectorial de dimensión n; para toda base ordenada «a =(d,, 
da... d,) de E y para todo sistema de vectores X= (X,, Xa ..., Y). designa- 
remos por 4,(X), o por 4, A dE, Xd: al determinante de los n vectores X,, ..., Xy 
en la base a (véase tomo 1, ver def. X.1.4). 

Recordemos que 4,(X) es el valor, para la n-upla cen LN de la única 
forma n-lineal alternada y sobre E tal que g(á,,..., 4,) =1; 4,(X) es también 
el determinante del endomorfismo único u de E tal que u(d;) = X, para todo ¡ 
(véase tomo 1, cap. X); es por lo tanto el gscalar det (M), donde M designa la 
matriz del sistema de los % sobre la base (a;). Se tiene evidentemente 4,(a) = 1. 
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Designemos por f = Br, 223 18) otra base de E y denotemos por: 


— P la matriz de paso de los (a) a los E), 
— M la matriz del sistema de vectores (X;) en la base (a), 
— N la matriz de este mismo sistema en la base (5). 


Se tiene: 


M =PN, de donde det(M) = det (P) det (N), 
es decir: 


(4) ALX) = ALB) xx AO | 


La relación (4) recibe a veces el nombre de fórmula de Chasles para los determi- 
nantes de n vectores. 
Sobre el conjunto 2 de las bases ordenadas de E, la relación binaria definida por 


(5) ALPJERt (1EB, PER) 
es una relación de equivalencia, como se desprende de (4) y del hecho de ser 


4,(«) = 1 para toda base «. 
Las clases de esta relación reciben el nombre de clases de orientación de E. 


112.1 | Sobre todo espacio vectorial de dimensión finita, existen exactamente dos 
clases de orientación. 


Demostración 
a) Existen por lo menos dos clases, ya que si a«= (4,,..., 4,) es una base 
de E, la base $ = (— ú, d,, ..., d,) verifica A.($) =—1 y no es equivalente a a. 


b) Existen a lo sumo dos clases: en efecto, sean a, f, y tres bases ordenadas; 
según (4), se tiene: 4,.(y) = 48) Ag(,), por lo tanto, entre los tres reales no nulos 
AB), Aply), 4.(y), uno por lo menos de ellos es > 0. Dicho de otro modo, dos 
por lo menos de las tres bases a, $, y son equivalentes.] 

Dos bases equivalentes se dirá que tienen la misma orientación; en caso con- 
trario, se dirá que tienen orientaciones opuestas. 


Definición 1.12.1 


Orientar un espacio vectorial E, consiste en elegir una de las dos clases 
de orientación de E, cuyos elementos reciben entonces el nombre de bases 
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$ directas. Las bases pertenecientes a la otra clase de orientación reciben 
el nombre de indirectas o retrógradas. 


Existen por lo tanto sobre E dos orientaciones posibles: estas dos orientaciones 
se dice que son opuestas. 


Orientación y grupo lineal 


Sigamos con la consideración de un espacio vectorial E de dimensión n > 1; 
el conjunto GL+(E) constituido por los u € GL(E) tales que det (u) e R* forma un 
subgrupo de GL(£). Este subgrupo es propio (es decir distinto de GL(E), ya que 
la aplicación u+> det (u) de GL(£) en R* es suprayectiva (véase $ L1). 

Pongamos D(u) = + 1 si ue GL4(E) y D(u) =— 1 si u € GL(E).GL+(E). La 
fórmula det (v o u) = det (v) det (u) muestra que D es homomorfismo del grupo 
GL(£) en el grupo multiplicativo K=4— 1, + 1); D es suprayectiva según se ha 
visto y, por definición, el núcleo de D es GL4(E). Por lo tanto GL¿(E) es un sub- 
grupo distinguido de GL(£), siendo el grupo cociente 


GL (E£)/GL, (£) 


isomorfo de K. 

Sean entonces « = Ús. db 4.) yB= 6, “y Bn dos bases de E. Designemos 
por u al automorfismo único tal que u(a) = 14 para todo ¡. Por definición, para 
que a y f tengan la misma orientación, és necesario y suficiente que se tenga: 


ueGL+(E). Se deduce: 


112.2 Seaa= (4,,..., 4,) una base del espacio vectorial E, y para todo 
ue GL(E) sea a, la base (u(á,), u(á,), .... u(4,)). Para que se tenga: 
u € GL+(E), es necesario y suficiente que las bases a y Q, tengan la 
misma orientación. 

En consecuencia, si se orienta E de manera que la base « sea directa, la 
aplicación u+> a, es una biyección de GL+(E) sobre el conjunto de las 
bases directas y de GL(EN.GL«(E) sobre el conjunto de las bases re- 
trógradas. 


Permutación de los vectores de una base 


Sea, como siempre, 2 = (4,,..., 4), una base de E. Para toda permutación 
0 €S,, designemos por 0*(«) la base (E, ==.» D,), donde se ha puesto bh, = 4¿-x;) 
para todo ¡. 


Según las propiedades de los determinantes (véase tomo 1, cap. X), se tiene: 


Geometría afín 65 


A/[o*()] = <(07*) = e(0), 


donde e(c) designa la signatura de la permutación o. Por lo tanto: para que « y 
o*(a) tengan la misma orientación, es necesario y suficiente que la permutación 
sea par. 


Se demuestra fácilmente que, si uy designa el automorfismo de E definido por ES] = EA 
para todo ¡, la aplicación y > us es un homomorfismo inyectivo de =, en GL(E). Según lo que 
antecede, este homomorfismo aplica el grupo alternando.7, en GL,(£) (véase tomo 1, cap. 1D), 
y el conjunto Sy Y, en GL(E)» GL,(E). 


Ejemplo 
y Supongamos n=3. Si A E) es una base directa de E, las bases ú xD y 
(k, i,j) son directas; y las bases (1, K,J), (k,J, 1), UL l) son retrógradas. 


Orientación de un espacio afín 


Por definición, orientar un espacio afin 6, consiste en elegir una orientación 
sobre el espacio vectorial asociado E. 

Sea n = dim (E) y sea Y el abierto de $ x E” constituido por el conjunto de 
los sistemas de referencia ordenados de 6. Es evidente que la relación binaria «las 
bases de E asociadas a los sistemas de referencia 2, 2” tienen la misma orienta- 
ción» es una relación de equivalencia sobre Y; esta relación determina dos clases 
de equivalencia. Si £ está orientado, una de las clases está formada por los sistemas 
de referencia cuya base asociada es directa: estos sistemas de referencia se dice 
que son directos; la otra clase está constituida por los sistemas de referencia cuya 
base asociada es retrógrada: a éstos se les llama indirectos o retrógrados. 

El conjunto GA+(6) formado por las biyecciones afines de 4' sobre 6 cuya parte 
lineal pertenece a GL¿(6), es un subgrupo distinguido de índice 2 del grupo afín 
GA(6), y de la proposición 1.12.2 se desprende inmediatamente: 


112.3 Sea R=(2;4;,...,d,) un sistema de referencia directo del espacio 
afín orientado 6, y para toda biyección afín y € GA(6), sea A, el sistema 
de referencia 


(0(2); u(á,), .... u(á,)) , 


donde u es la parte lineal de p. Entonces p+>*%, es una biyección de 

GA(6) sobre el conjunto de los sistemas de referencia directos de $ y 

una biyección de GA(€)GA46) sobre el conjunto de los sistemas de 
| referencia indirectos de ó. 
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$ 113 RECTAS DE DIMENSIÓN 2 


En un plano afín €, las rectas afines se confunden con los hiperplanos afines. 
En un sistema de referencia fijo de £,, una recta afín queda por lo tanto definida 
mediante una ecuación cartesiana de la forma ux + vy + h = 0, donde u, v, h son 
constantes tales que (u, v) + (0,0) y donde (x, y) son las coordenadas en el sis- 
tema de referencia elegido. La terna (u, v, h) queda determinada salvo un factor 
multiplicativo no nulo cuando se da la recta en consideración (véase $17). 

— Para el estudio de la intersección de dos rectas afines 2 y 2”, se puede con- 
sultar los manuales elementales. Recordemos la terminología: 2 y 2” se dice que 
son secantes (o concurrentes) cuando no son paralelas; ello equivale a decir que 
tienen en común un punto único. 

Supongamos 2 y 2” definidas mediante sus ecuaciones respectivas en un mismo 
sistema de referencia, o sea: 


ux+oy+h=0, Ux+ovy+h4=0; 
para que 2 y 2” sean secantes, es necesario y suficiente que se tenga: 


u v 


u b 0. 

— Sean M,, M,, My tres puntos de 6), de coordenadas respectivas (x;, Y di <0<s 
es un sistema de referencia fijo. Para que los puntos M; estén alineados, es nece- 
sario y suficiente que existan reales (u, v, h) tales que 


(uv) (0,0) y ux +0 +h=0 


para ¡= 1,2, 3. Estas relaciones constituyen un sistema lineal homogéneo de tres 
ecuaciones con las incógnitas (u, 0, h). 
Si este sistema admite una solución no nula, su determinante: 


Xx Y 1 
4=|x, Ya 1 es nulo. 


X3 Y 1 


Recíprocamente, si 4 = 0, existen reales (u, 0, h) tales que ux, + vy, + h=0 para 
¡=1,2,3 y (u, 0, h) 4 (0, 0, 0). Si se tuviera u= v= 0, se deduciría de ello que 
h=0. Se tiene por lo tanto que (u, v) 4 (0, 0). Finalmente, hemos demostrado 
que M,, M, y M, están alineados si, y solamente si, se tiene: 
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— Sean ahora tres rectas afines 2, 2”, 2”, de ecuaciones respectivas 
ux+uy+h=0, uUx+v y+h=0, u x+v” y+h"=0 
en un sistema de referencia fijo. 


1. Supongamos que 2 y 2” son secantes, o sea uv" —u'v 4 0. Apliquemos el 
teorema 1.7.3: para que 2” pase por el punto / común a % y 2” es necesario y su- 
ficiente que existan 2, 2' € R tales que: 


U=lu+ 244, 0 =l+40", RM=1M+24Hh. 


v 


h 
» | sea de rango 2, equivale a la 
ú 


Ahora bien, el que la matriz le 


anulación del determinante 4, con 


u v h 
4d=|lu v h 
ye 


2. Supongamos que dos cualesquiera de las tres rectas 2, 2”, 2” sean para- 


lelas, lo que significa que la matriz [: 


. S ] es de rango 1, lo que implica 
v v 


que 4 =0, 
Recapitulando 1 y 2, se obtiene: 


113.1 En un sistema de referencia de un plano afín 6,, sean 
uxtoy+h=0, Wx+oy+h=0, u x+o y+h"=0 


las ecuaciones de tres rectas. Para que estas tres rectas sean concurrentes 
o paralelas es necesario y suficiente que se tenga 
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Haces de rectas en el plano 
Definición 1.13.1 


En un plano afín 6,, el conjunto de las rectas afines que pasan por un punto 
fijo 1 €6, recibe el nombre de haz (de rectas) de vértice 1. 

El conjunto de las rectas afines de dirección fija ó recibe el nombre de 
haz (de rectas) de dirección 0. 


En todos los casos un haz Y queda determinado cuando se da un par (2, 9”) 
de rectas distintas que le pertenecen. Un tal par (2, 2”) recibe el nombre de base 
del haz 0. 

Por aplicación de 1.13.1, se obtiene: 


1.13.2 En un sistema de referencia del plano afín €, sean ux + vy+h=0, 
ux + v0'y 4h =0 las ecuaciones de dos rectas distintas 2, 2”. Existe 
un haz único D que admite a (2,9) como rectas base. Para que una 
recta 2", de ecuación u"x + v”y + h” =0, pertenezca a D, es necesario 
y suficiente que existan 2,2 €R tales que 


WU =Jlu+ 2, 0=¿i04+ 40, RP=4h+ 20M 
(Estas relaciones implican que (A, A”) % (0, 0), ya que se tiene (u”, v”) + (0, 0).) 
Con las notaciones de 1.13.2, pongamos, para abreviar: D(M) = ux + vdy+h, 
D'(M) = u'v +v'y + h, siendo x e y las coordenadas de un punto cualquiera 


M € £,. El teorema 1.13,2 establece que el haz de base (2,%') es el conjunto de 
las rectas de ecuación 


0) ID+4ID'=0 


cuando (2, 2”) recorre el conjunto de los pares reales, distintos de (0, 0). 
Observación. Para cada k % 0, la ecuación (k2)D + (k2')D' = 0 representa la 


misma recta que (1). 
En particular, supongamos 2 % 0: la recta (1) admite entonces la ecuación 


D+pD'=0, con o=5. 


Pongamos D, =D + pD' (peR). Alser las funciones afines D y D' no pro- 
porcionales, las funciones (D,),eg son dos a dos no proporcionales. De donde se 
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deduce (designando por 2, la recta de ecuación D, = 0) que la aplicación p+>2, 
es una biyección de R sobre el haz D excluyendo la recta 9". 

Introduzcamos el conjunto R=RUfco) obtenido al añadir un elemento 
único, designado por oo, a R (véase tomo 2, cap. 1). Convengamos, en lo que pre- 
cede, en designar por %., a la recta 2”. Entonces la aplicación p ++ Dp es una biyec- 
ción de R sobre el haz D de base (2, 9"). 

Según la definición 1.13.1, se tiene inmediatamente: 


113.3 Sea D un haz de rectas de un plano afín €). Si D es un haz de vértice I, 
por todo punto M de €, distinto de I, pasa una recta y solamente una 
del haz. Si D es un haz de rectas paralelas, por todo punto M de €, pasa 
una recta y solamente una del haz. 


Sigamos con las notaciones de 1.13.2 y busquemos la ecuación de la recta del 
haz H que pasa por un punto dado M, que no sea vértice de % . Tal punto My 
no puede ser común a % y 9'; por ejemplo se supone My ¿ 2”. La recta 2, que 
pasa por M, queda determinada entonces por la ecuación: 


D(M)) + PD(M)) =0.. 
Al ser D'(Mp) 4 0, esta ecuación determina un valor único de p, a saber: 


DM) 


D(Mo) 


Ejercicio de aplicación 


Tomando un sistema de referencia fijo en el plano, se dan cuatro rectas distintas 
D,D', L y L', de ecuaciones respectivas D=0, D' =0, L=0, L' =0. Se supone 
que D y 2' se cortan en I y que L y L' se cortan en J 41. Hallar una ecuación 
de la recta 13. 

El método de los haces nos permite resolver este problema sin calcular las coor- 
denadas de 1 ni las de J. Pongamos: 


D(M)=ux+voy+h, D(M)=4x+vy+0(h$, 
L(M)=2x+Mw>+v, L(M)=4x+py+v 
para todo punto M de coordenadas (x, y). 


Sea M, un punto distinto de 7 y sean (xp, »p) sus coordenadas. De acuerdo con 
las consideraciones que siguen a 1.13.3, una ecuación de la recta (1/M¿) es: 
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D'(M¿) D(M)-D(M5) D'(M)=0, o sea Ax+ By+C=0, 
con: 
A =uD (My) —- 'D(Mj), B=vD(M,) — v' D(MJ), 
C =hD(M,) — h' D(M)). 


Esta recta (1Mp) coincide con (1J) si, y solamente si, las tres rectas %Z 2” e (1Mp) 
son concurrentes, lo cual según 1.13.1, equivale a: 


Á B € 
y mí v|=0 
4 Y v 


Una ecuación de la recta (7J) es por lo tanto (*): 


uD'—=uvD vD'-vD hD'—-R$'D 
A m v =0. 
de 17 v 

Se hubiese obtenido una ecuación equivalente intercambiando los papeles de los 


haces (2, 2") y (£, £”). En la práctica, se partirá del haz que conduzca a los cálcu- 
los más sencillos. 


$ 114 PLANOS DE UN ESPACIO AFÍN DE DIMENSIÓN 3 


En lo que sigue, designaremos por 6, un espacio afín de dimensión 3 y por E, 
el espacio vectorial asociado. 

Los planos afines de 6, son también los hiperplanos afines de €,. Fijando un 
sistema de referencia en 6, un plano afín queda definido mediante una ecuación 
cartesiana de la forma 


(1) ux+ty+w3o+h=0 
donde (u, 0, w, h) son constantes tales que (u, 0, w) % (0, 0,0) y donde (x, y, z) 


son las coordenadas en el sistema elegido. La cuaterna (u, v, w, h) queda deter- 
minada, salvo un factor multiplicativo no nulo, por el plano considerado (véase $ 1.7). 


(1), Si se sustituye R por un cuerpo conmutativo cualquiera X, este razonamiento solamente sigue 
siendo válido si K tiene por lo menos tres elementos (K% Z/2 Z). 
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Sean (X, Y, Z) las componentes de un vector en la base de E, asociada al sis- 
tema de referencia considerado. El plano vectorial dirección del plano definido 
por (1) admite la ecuación cartesiana: 


Q) uX + 0Y + wZ=0. 
Se deduce: 
114.1 En un sistema de referencia de 6y, sean 
ux+oy+ wo +h=0, “x+ty+4wz+h=0 


las ecuaciones cartesianas de dos planos. Para que estos planos sean parale- 
10 w 

” ] sea de rango 1. 
MW 


pu 
los es necesario y suficiente que la mari] d 
u 1 w 


Por aplicación de 1.7.3, se obtiene: 


1.14.2 En €,, sean P y 2" dos planos mo paralelos de ecuaciones respectivas 
(en un sistema de referencia fijo): 


ux+oy + wz +h=0, “x+uUy4w2z+/4=0. 


a) La intersección PAP" es una recta afín . 
b) Para que un plano P”, de ecuación u"x + v"y + w"z + h" =0, con- 
tenga a 2, es necesario y suficiente que existan 7, 2' e R tales que 


W=dlu+24u, 0 =lb+240, W=2w+40w, 


W= Ah RAR. 


En la práctica, la búsqueda de 2, a partir de las ecuaciones de 2 y 2”, se reduce 
a resolver el sistema lineal 


ux+oy+w2+h=0 
G) l - 


ux+vy+wz+h=0. 
El sistema homogéneo asociado a (3) es 


uUX + 0Y + wZ=0 
(4) ( 


uX+vY+wZ=0. 


Decir que 2 y 2” son no paralelos significa que (4) es de rango 2. Las soluciones 
no nulas de (4) son evidentemente los sistemas de componentes de un vector di- 
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rector de 2 en el sistema de referencia considerado. Aplicando el teorema X.5.4 
del tomo 1, se deduce el importante resultado que sigue: 


Con las hipótesis 1.14.2, las componentes de un vector director de D son los co- 
Jactores de los términos no escritos en la matriz: 
u v w 


u v w 


— Sean M,, M,, M;, M, cuatro puntos de 6, de coordenadas respectivas 
(Xi, Yi» 21). Razonando de la misma forma que para las rectas del plano, se ve que 
estos puntos son coplanares si, y solamente si, se tiene 4 = 0, con: 


1 
1 
1 


ES y 
2 72 
Ad= 
X3 Y3 23 
Xa Ya Za 1 


— Un razonamiento análogo (basado en la teoría de los sistemas de ecuaciones 
lineales) permite determinar una ecuación del plano de vectores directores dados 
vv, que pasa por un punto M, dado. Si se designan por (Xp, Yo, Zo) las Coorde- 
nadas de M, y por (a, f, y), (a, $”, y”) las respectivas componentes de V,V,, este 
plano admite la ecuación cartesiana: 


> y z 1 

e] 7 1 

as =0. 

a B 0 

a Pp 0 

Esta ecuación equivale evidentemente a: 
A YY 2 — 24 
a P Y =0. 


a BP Y 


Geometría afín 73 


Haces de planos 
Definición 1.14.1 


En el espacio 64, el conjunto de los planos afines que pasan por una recta 

$ dada D,recibe el nombre de haz (de planos) de eje 2. El conjunto de los 
planos afines cuya dirección es un plano vectorial fijo IT de E,, recibe el 
nombre de haz (de planos) de dirección 1/7. 


Las propiedades de los haces de planos de 6, son análogas a las de los haces 
de rectas en el plano, y se demuestran de la misma manera, partiendo de 1.14.1 
y 1.14.2. Las enunciaremos por lo tanto sin demostración, Lo mismo que en el caso 
de las rectas, llamaremos «planos base» de un haz de planos a todo par de pla- 
nos distintos de este haz. 


1.14.3 En 6,, sea D un haz de planos. 
a) Si Ó es un haz de eje 2, por todo punto Me 6¿.2, pasa un plano 
del haz y sólo uno. 
b) Si D es un haz de planos paralelos, por todo punto M € 6, pasa un 
plano del haz y sólo uno. 


Para enunciar el análogo de 1.13.2, vamos a utilizar notaciones abreviadas: si 
ux + vy + wz + h=0, es la ecuación de un plano 2, para todo punto M €G,, 
de coordenadas (x, y, z), pondremos: 


P(M) =ux+o0y+wz+h, 
y diremos que «P = 0 es una ecuación de 2». 


1.14.4 Con un sistema de referencia fijo de €y, sean P=0, P' =0 las ecua- 
ciones de dos planos distintos 2 y P'. 
Existe entonces un haz D y solamente uno que admite a P, P' como planos 
base. Los planos de D son los planos de ecuación 


IAP+4P'"=0, con 2,2ER y (4,2) % (0,0). 


Los pares (2, 2”) y (k2, k2'), siendo k e R*, dan lugar al mismo plano. 

Con las notaciones de 1.14.4, sea 2, el plano de ecuación P + pP' =0 (p €R). 

Extendamos esta definición a R poniendo ?.,= 2". Lo mismo que para las 
rectas, se ve entonces que: p+>2, es una biyección de R sobre el haz O. 

La determinación del plano de un haz D que pasa por un punto no pertene- 
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ciente al eje de D se hace, a partir de ahí, lo mismo que para el caso de los haces 
de rectas. 


Intersección de tres planos 
Al interpretar 1.7.3 en el caso n =p = 3, se obtiene: 


1.14.5 Tres planos tienen un punto común y solamente uno si y sólo si la inter- 
sección de sus planos vectoriales directores se reduce a (0); (lo cual 
equivale a que sus planos vectoriales directores están definidos por for- 
mas lineales independientes). 


Habiendo fijado un sistema de referencia de 6,, sean 


(5) Uux+0oy+w2+h=0, ux+vy+4wz+hn=0, 
Ux+vy+wz+h=0 


las ecuaciones de los tres planos. Para que sus planos directores tengan su inter- 
sección reducida a (0), es necesario y suficiente que se tenga: 


u v w 
u v wix0 
” e y” 


Las coordenadas del punto común a los tres planos quedan determinadas en- 
tonces por las ecuaciones (5), que constituyen un sistema de Cramer. 
Sistemas de cuatro planos 
Habiendo fijado un sistema de referencia en 6, sean 
P=0, P=0, P"=0, P"=0 
las ecuaciones de cuatro planos 2, 2”, 2”, P"", con: 
P=u+oy+w2+h, P=ux+vUy4wz+0h', etc... 


1. Supongamos en primer lugar que, entre estos cuatro planos, existan tres 
con un punto común único /. Significa esto que la matriz 
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u u u 
A=|v v v |" 
e w wr yr 


es de rango 3. 
Podemos suponer, cambiando si es preciso las notaciones, que estos tres planos 
son P, P”, P”. 
Aplicando 1.7.3, se ve que 2”” pasa por 1 si, y solamente si, existen 2, 4' y 2" €R 
tales que 
PPP RAPE RP 


Ahora bien, esta condición equivale aquí a la anulación del determinante. 


u v w h 
u v w hr 


U v w h 


2. Supongamos que la matriz A sea de rango < 2: esto implica que 4 =0. 
Si A es de rango 1, los cuatro planos son paralelos entre sí. Si A es de rango 2, el 
sisterna lineal y homogéneo 


UX +0 + wZ=0, u“X+vY+w2Z=0, 


UX+ovY+wZ=0, “X4vY+wZ=0 


admite una solución no nula; esto implica la existencia de un vector no nulo paralelo 
a los cuatro planos. 
Recapitulando 1 y 2, se obtiene: 


Para que los cuatro planos P, P', P", P"" tengan por lo menos un punto común, 
o sean paralelos a un mismo vector no nulo, es necesario y suficiente que se tenga: 
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Ejercicio de aplicación 


Habiendo tomado un sistema de referencia en €,, se dan cinco planos P, P', 2, 
2', 2" de ecuaciones respectivas 


P=0, P=0, 0=0, 0'=0, 0%0 
con: 
P=u+vy+wz+h, P=4ux+vy4+4wz+0/h 
QO=ax+By+y2+0, O  =a4x4+By+y240, 


O =Xx+fPy+y2+0 


Se supone que P y P" son no paralelos y se designa por 2 su recta común; finalmente 
se supone que 2, 2', 2” tienen un punto común único 1 no situado sobre D. Fórmese 
una ecuación del plano que pasa por 2 e I. 


Sea M, un punto de 6.2, de coordenadas (Xp, Yo, Zo). Una ecuación del plano 
que pasa por My y 2 es 


P (My) PM) — PM) P(M) =0, 


o sea 
Ax+By+C2+D=0, 
con 
A =uP(M,) — u'P(Mjy), B=vP(M,) — v' P(M)), 
C=wP(My) — w P(My), D=hP(M,) — h' P(My) 


Para que este plano pase por 7, es necesario y suficiente que se tenga: 


Geometría afín 
De ello se deduce que una ecuación del plano buscado (1) es: 


uP'=4' P vP'—v' P wP'—w P hP'=h' P 


E a 7 P) e 
a B 7 S' 
, f y , 


() Si se sustituye R por un cuerpo conmutativo K, este razonamiento solamente sigue siendo válido 
si KA Z/2 Z, o sea card(X)> 3. 


vá 


Capítulo 1I 
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En este capítulo, vamos a considerar solamente espacios vectoriales sobre el 
cuerpo R. Para mayor claridad en la exposición, vamos a reservar el nombre de 
espacio euclídeo para los espacios de dimensión finita provistos de un producto es- 
calar designado por x.y. Se reservará la notación [xi] para la norma euclídea (o 
prehilbertiana). Por otra parte, designaremos por (P,, Va, EN en lugar de 
(V,, Pa, ..., V,) al producto mixto de n vectores de un espacio euclídeo de dimen- 
sión n (con el fin de evitar toda confusión con la n-tupla constituida por estos vec- 
tores). 

Recordemos que la notación 6, designa el espacio vectorial obtenido tomando 
el punto a con origen en el espacio afín 6 (véase $ 1.5). 


$ IL1 ESPACIOS AFINES LIGADOS A UN E.V.N. 
CASO EUCLÍDEO 


Sea (E, v) un espacio vectorial normado sobre el cuerpo R (véase tomo 2), 
y sea 6 un espacio afín ligado a E. Se define una distancia 9 en 6 poniendo: 


(1 (WMe 8), WN eS) SMN) =vMÑ). 


Se dirá que la distancia d está definida por la norma v, o que está asociada a v. 
Si r es una traslación cualquiera de £ se tiene T(M) 1(N) = MN, de donde 


ó[(M), UN)] = SM, N).. 


79 


80 Nociones de Geometría euclídea 


La distancia d es por lo tanto invariante por traslación. 

Para cada A € 6, la aplicación v, : 6, > Ra, M+> Ó(A, M) es una norma sobre 
el espacio vectorial 6,, y la biyección E, : V HA + VA de (E, v) en (6 4, Va), es 
un isomorfismo isométrico de espacios vectoriales normados, puesto que se tiene, 
para todo VeE: 


> 


A+ V)= 04, A+ =0( 


> 


La elección de un origen convierte por lo tanto al espacio métrico (6, 0) en 
un espacio vectorial normado isométrico con (E, v). 

Sea Y” una subvariedad afín no vacía de £, de dirección V, la restricción a Y 
de la distancia d es igual a la distancia definida por la restricción a V de la norma v. 

Si v,, vz son dos normas equivalentes sobre E, las distancias 0,, 0, son equiva- 
lentes (véase tomo 2, Def. 111.1.3); definen por lo tanto la misma topología sobre 6, 


Espacios prehilbertianos y euclídeos 


Recordemos que un espacio prehilbertiano real es un espacio vectorial E sobre 
el cuerpo R, provisto de una forma bilineal simétrica, designada por 


(1, y) > x.y 
a la que se da el nombre de producto escalar, que verifica las condiciones siguientes: 
i) (Vxe E) de > 0; 
ii) (x.x=0) > x=0. 
(Véase tomo 1, p. 399). 


De i) y ii) resulta que la función x-> (x.x)V2 es una norma sobre E, que nosotros 
designaremos por ||x||. 


Definición 1.1.1 
y Un espacio vectorial euclídeo es un espacio prehilbertiano real de dimen- 
sión finita; un espacio afín euclídeo es un espacio afín ligado a un espacio 


$ vectorial euclídeo. 


Todo espacio afín euclídeo 6 se supondrá provisto de la distancia d definida por 


(VWM,NeE)  dM.N)=|MN|. 
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Cuando no exista confusión posible, esta distancia será simplemente (1) designada 
por MN. 

La distancia d recibe el nombre de distancia euclídea en 6. 

Esta distancia posee la notable propiedad siguiente, en la cual A, B,M designan 
puntos cualesquiera de 6: 

Para que el punto M pertenezca al segmento [A, B] es necesario y suficiente que 
se tenga: 


d(A, B) = d(A, M) + d(M, B).. 


Esta propiedad se cumple por otra parte para todo espacio afín asociado a un 
espacio prehilbertiano (?). Se desprende del corolario del teorema XIII.3.1 del tomo 1. 

Sea £ un espacio afín euclídeo de dimensión n: un sistema de referencia (O; 
2,,..., 2,) de 6 se dice que es ortonormal si la base (¿,,..., 2,) del espacio vec- 
torial asociado E es ortonormal. 

Cuando € está orientado, los sistemas de referencia ortonormales de 6 se dividen 
en dos clases: los sistemas directos y los sistemas indirectos. 

En lo que sigue estudiaremos solamente espacios afines euclídeos, por lo tanto 
(por convenio) de dimensión finita. Pero algunas de las propiedades se extienden 
inmediatamente a los espacios afines ligados a un espacio prehilbertiano cualquiera. 


Complementos de teoría espectral 


Para los fines de este estudio, vamos a precisar algunos de los resultados esta- 
blecidos en el tomo 1 ($ XHL.7). 

En primer lugar sea E, un espacio vectorial euclídeo de dimensión n y sea Q 
una forma cuadrática sobre E,,, definida en una base ortonormal cualquiera (é,) por: 


(3 :8)- E Lam: 
j=1i=1 
finalmente sea B la forma bilineal simétrica asociada, definida por: 


B(ú, 5) = 3 [0(ú + 3) — Q() — 0)] , 


de donde se desprende 


() Señalemos que esta notación simplificada resulta casi indispensable para el desarrollo de los 
razonamientos geométricos. 

(2), Señalemos por el contrario que esta propiedad no siempre se cumple para un espacio afín ligado 
a un e.v.n. cualquiera. 
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Existe un operador único y de E, que verifica, para todos los %, 3 € E,,: 


0) ú.p(0) =7.p(%) = B(,7). 


Este operador es simétrico (véase tomo 1, p. 412) y verifica: 


o E Xx; 2) a E y Ia xj ds 


= 51 /= 


Su matriz, en una base ortonormal cualquiera (4) de E, es por lo tanto igual a 
la matriz (q,,) de la forma Q. 
Se dice que y es el operador simétrico asociado a la forma cuadrática Q sobre E,,. 
Se observará que y es el único operador simétrico que verifica: 


(3) (WeE)  (().7=0(). 


Del teorema XIII.7.1 del tomo 1 se deduce entonces el resultado siguiente, el 
cual es fundamental en Geometría euclídea: 


Teorema 1.1.1 


Sea Q una forma cuadrática sobre el espacio vectorial euclídeo E,. Existe 
entonces por lo menos una base ortonormal (2;, ...,3,) de E, y números 
reales 2,, ..., 2, tales que para todos los reales x,, ..., x, se tiene: 


o($ x 2) S E ax. 


=1 


Demostración. Sea q el operador simétrico asociado a Q. Según el teorema 
XIIL.7.1 del tomo 1, existe una base ortonormal (?) de E, formada por vectores 
propios de q. Si se designa por 2, el valor propio correspondiente al vector pro- 
pio ¿,(í=1,2,...,m) se tiene, según (3): 
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Con estas notaciones, las direcciones de los vectores propios de y reciben el 
nombre de direcciones principales de la forma cuadrática Q (véase tomo 1, cap. XID. 


$ 112 ORTOGONALIDAD. 
NOCIÓN ELEMENTAL DE ÁNGULO 


Sea E un espacio vectorial euclídeo. Recordemos que dos subespacios Y, W 
de E se dice que son ortogonales si para todo x € V y para todo y e W, se tiene 
x.y = 0. La intersección de Y, W se reduce entonces a (0), y para que V, W sean 
suplementarios, es necesario y suficiente que V + W = E (véase tomo 1, p. 286). 
Establecemos entonces: 


Definición 1.2.1 


En un espacio afín euclídeo € sobre E, dos variedades afines mo vacías 
Y, Y, se dice que son ortogonales cuando sus direcciones respectivas V, 
W son subespacios ortogonales de E; se dice que son suplementarias orto- 
gonales si Y, W son suplementarios y ortogonales. 


Si Y =6, se tiene V =E, y por lo tanto V = (0). En consecuencia: las variedades suple- 
mentarias ortogonales de $ son las variedades que se reducen a un punto de €. 


Sea Y una variedad afín no vacía de 4. De acuerdo con esta definición, por 
cada punto Á de £, pasa una variedad afín única W” suplementaria ortogonal de 
Y”, y la dirección de W es el suplementario ortogonal Y* de la dirección Y de Yes 
Para que una variedad afín que pasa por Á sea ortogonal a Y” es entonces nece- 
sario y suficiente que esté contenida en Y. 

Del teorema de las proyecciones en un espacio euclídeo (véase tomo 1, teo- 
rema XII 6.1) se desprende inmediatamente: 


1.2.1 Sean Y, W dos variedades afines suplementarias ortogonales en el espa- 
cio afín euclídeo €; entonces Y y W tienen un punto común y sólo uno A; 
y, para todo Me Y [resp. para todo Ne W], H es la proyección orto- 
gonal de M sobre %W [resp. de N sobre Y]. 


Recordemos que la proyección ortogonal de M sobre W es el punto único H 
de % tal que | MHÍ| es igual a la distancia de M a Y (véase tomo 1, p. 443). 
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Perpendicularidad 


En un espacio vectorial euclídeo E, designemos por V* el suplementario orto- 
gonal de un subespacio Y (véase tomo 1, p. 437). Se ve entonces que la condición 
de ortogonalidad de dos subespacios Y, W se traduce por la relación de inclusión 
V< W. (siendo esta relación equivalente a: W< V2). 

Por definición, se dice que dos subespacios vectoriales Y, W de E son perpendicu- 
lares si verifican la relación opuesta W! < V. Esta relación equivale a V- <= W 
(véase tomo 1, p. 438) y traduce la ortogonalidad de W- y V*. En consecuencia: 
la relación «los espacios vectoriales Y, W son perpendiculares» es simétrica. 

Observemos que V, W solamente pueden ser a la vez perpendiculares y ortogo- 
nales si verifican Y = W2, es decir: si son suplementarios ortogonales. 

Establecemos: 


Definición 1.2.2 


A En un espacio afín euclídeo €, dos variedades afines no vacías Y”, Y, se 
y dice que son perpendiculares si sus direcciones V, W lo son, es decir, si 
* se tiene una de las relaciones equivalentes V-< Wo Wi< Y, 


Ejemplos 


En un espacio afín euclídeo de dimensión 3, dos planos se dice que son per- 
pendiculares si uno de ellos contiene una recta ortogonal al otro. 

En este mismo espacio, resulta equivalente decir que una recta es ortogonal a 
un plano, o que es perpendicular a este plano. 

De modo general, si Y”, 4” son dos variedades afines perpendiculares, cada una 
de ellas contiene una variedad suplementaria ortogonal de la otra. De 1.2.1, se 
desprende que la intersección de Y y WW es no vacía. Tomando como origen un 
punto de esta intersección, nos encontramos con la intersección de dos espacios 
vectoriales de E. Del teorema VIII.1.4, del tomo 1, se deduce entonces el resultado 
siguiente: 


11.2.2 En un espacio afín euclídeo €, sean Y, Y dos variedades afines perpen- 
diculares. Se tiene entonces 
dim (Y n W) = dim (Y) + dim (W) — dim (8). 
Además, para todo punto Ie Y A Y, la variedad suplementaria ortogonal 


de Y” que pasa por 1 está contenida en W y es también una variedad su- 
plementaria ortogonal de Y A Y en Y. 
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Ejemplo 


Supongamos que $ es de dimensión 3; si Y y % son planos perpendiculares, 
su intersección es una recta Z. Para cada punto / de 2, la recta perpendicular a 
Y” en I está contenida en W (véase la figura 1). 


Figura 1. 


Volvamos al caso general y pongamos dim (6) = m. Se obtiene fácilmente la 
proposición que sigue: 


1.2.3 Para que dos subvariedades afines Y”, W de 6, de intersección no vacía 
sean ortogonales [resp. perpendiculares], es necesario y suficiente que 
exista un sistema de referencia ortonormal de £ en el cual Y” esté defi- 
nida por las ecuaciones X; =0, ..., Xp =0 y W por las ecuaciones 

X= 0, Xg41 = Oy 0.0, Xp = 0 
con p+1>q [resp. p+1<al. 
Demostración. Es claro que la condición enunciada es suficiente. Para de- 
mostrar que es necesaria basta con tomar una referencia de origen Oe Y NW 


tal que Y” esté definida por x, = O, ..., xp =0, y utilizar las definiciones.] 


LELONG 1-4 
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Ángulo de dos vectores (en el espacio) 
Definición 11.2.3 


En un espacio prehilbertiano real E, el ángulo de dos vectores no nulos 
u, Des el único real O que verifica 


() 0<0<rt y cos0= ——_— 


1ápóp” 


Esta definición se aplica en particular al caso en que E es euclídeo; corresponde 
entonces a la noción elemental de ángulo. Para precisar, se le puede llamar medida 
en radianes del ángulo de los vectores %, Y. Recordemos que la medida en grados 
sexagesimales [resp. centesimales] de este mismo ángulo es el número (1) 


180, 0 [resp 200 o] a 
Tr rn 


Quede bien entendido que se podría llamar también «medida» del ángulo de 
los vectores %, 3 a todo real O que verificase 


>> 
Ub 


cos 0 = =—— ; 
121-131 


si 0, designa a uno de tales números, los restantes son todos los reales de la forma 
+00. +2kn (keZ). 


Sin embargo la consideración de estos números no presenta en general interés. 
Para distinguir este concepto elemental de ángulo, del más preciso de ángulo 

orientado, que se definira en el $ 3, diremos a veces que el número 0 definido por (1) 

es el ángulo no orientado de los vectores %, Y o mejor aún, la distancia angular (2) 


de estos vectores. Lo designaremos por 0 = Z,%. 


() Al ser nuestro objetivo esencialmente práctico, damos aquí la terminología más usualmente 
adoptada. Es bien sabido que la palabra «ángulo» se aplica, en el lenguaje habitual de los matemáticos, 
a varios conceptos distintos que en una teoría rigurosa habría que distinguir. Sin embargo en la práctica 
tales distinciones tienen que quedar implícitas si no se quiere caer en una pesadez enervante. 


(2) En el $5 veremos en efecto que la función (%, 1) + %. 7. así definida sobre E x E, verifica la 
desigualdad triangular y satisface en consecuencia los axiomas de distancias. 
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Para todos los /, u € Ri ¿el ángulo de los vectores ¿%, pú es evidentemente igual 
al ángulo de los vectores í, 6: el ángulo de los dos vectores %, % depende pues so- 
lamente de las semirrectas vectoriales que ellos engendran, y recibe también el nom- 
bre de ángulo de estas semirrectas. 

Finalmente, sea $ un espacio afín sobre E y sean 4, 4” dos ejes (rectas afines 
orientadas) de 6; por definición: el ángulo de los ejes A, A” es igual al ángulo de 
un vector director de 4 y de un vector director de 4”. 


Producto vectorial 


Recordemos aquí que si E es de dimensión 3 y orientado, el producto vectorial 
de dos vectores %, 3 de E es un vector 1% de E, designado por ú A B, que es nulo 
si u, v están ligados y que, en caso contrario, está caracterizado por las propiedades 
que siguen: 


i) ÚM = 
ii) la base (ño D, > es directa; 
iii) [6] = 181 sen 0, donde O designa el ángulo de los vectores %, Y, definido 
por 0. Se tiene por lo tanto: 


ICAA Da dp? + (4.0)? 


Ángulo de dos rectas 


Sea como siempre 4 un espacio afín sobre E y sean 2, 2” dos rectas afines 
de 6. Daremos el nombre de ángulo (o mejor: distancia angular) de las rectas 2, 
2' al número real único O que verifica: 


T 1%.51 
Q) 0<0<=7 cos Y = =—— 
a? INE 


donde designa un vector director de 2 y $ un vector director de 2”. 
El número 0 definido por (2) no depende en efecto de los vectores directores 
elegidos. Lo designaremos por 
0=3,7. 


Depende sólo de las direcciones de las rectas 2, 2". 
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Para que las rectas Z, 9” sean paralelas [resp. ortogonales] es necesario y sufi- 
ciente que su ángulo sea mulo [resp. igual a 2/2]. 

Si F' es una subvariedad afín de $ que contiene a 2 y 2”, se observará que el 
ángulo de las rectas Z y 2' en F es igual al ángulo de las mismas en 6. 


Ángulo de variedades 


Se puede definir de una manera muy general el ángulo O de sus variedades afines Y, W de 
dimensión > 1 de € (0 < 0 < 2/2) de tal modo que se cumplan las condiciones siguientes: 

a) El ángulo de dos variedades depende solamente de sus direcciones. 

b) SiF es una subvariedad afín de $ que contiene a Y” y W, el ángulo de Y” y W en F es igual 
al ángulo de Y y W en €. 

e) SiYW, designa una variedad afín suplementaria ortogonal de W”, los ángulos 0, 0, de Y con 
Y, W, están relacionados por 


0+0,=x/2. 


En consecuencia: si Y,, W, son variedades afines suplementarias ortogonales de Y, YW, el 
ángulo de Y, con Y, es igual al ángulo de Y con Y. 

d) Si la variedad afín 2 = YA W es de dimensión > 1 y si 2, designa una variedad afín 
suplementaria ortogonal de -f, entonces el ángulo de Y” con Y es igual al ángulo de la variedad 
Y, = Y NL, con la variedad V, =WN2,. 

Estas condiciones nos permiten reducirnos a la definición de ángulo de dos subespacios vecto- 
riales suplementarios V, W de E. En este caso, se puede definir el ángulo 4 de Y, W poniendo: 


0) 0=. inf DW, 
de donde O = 21/2 si (y solamente si) Y, W son ortogonales (véase ejercicio 11.16). 


Nos limitaremos a estudiar el caso en que una de las variedades es una recta 
o un hiperplano. 


Figura 2. 
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a) Sea / una variedad afín de dimensión > 1 de É y Z una recta afín. Si E) 
es no ortogonal a 4”, el ángulo O de Y con Y” es igual al ángulo de 2 con su pro- 
yección ortogonal 2 sobre W (véase figura 2). Si 2 es ortogonal a 4, el ángulo 
de 2 con Y” es igual a 1/2. Si 2 es paralela a W”, el ángulo de 2 y de W” es igual a 0. 


Figura 3. 


b) Sea %/W una variedad afín de dimensión > 1 de £ y 4 un hiperplano. En- 
tonces el ángulo de 4 y de W es igual a 1/2 —0, donde 0 designa el ángulo de W” 
con una recta ortogonal a 4. 

En consecuencia, el ángulo de 4 y de 1” es igual a 7/2 si, y solamente si, 4 
y Y son perpendiculares. 

El ángulo de dos hiperplanos 4, 4” es también igual al ángulo de una recta 
ortogonal a 4% con una recta ortogonal a 4”. Es nulo si, y solamente si, los hiper- 
planos son paralelos. Si 4 y 4” son secantes, su ángulo es igual al de las rectas 
9, D' obtenidas al cortar 4 y 4” por una variedad suplementaria ortogonal de 
KOH (véase figura 3, relativa al caso en que 6 es de dimensión 3). 


$ IL3 CASO DEL PLANO. ÁNGULOS ORIENTADOS () 


Vamos a ver que en un plano euclídeo orientado, la consideración del grupo 


de las rotaciones permite precisar el concepto de ángulo al introducir el de ángulo 
orientado (de vectores o de rectas). 


() Este tratamiento no hace más que recoger brevemente, desde un punto de vista práctico,la teoría 
expuesta en la enseñanza secundaria: de acuerdo con el uso corriente y para abreviar daremos el nombre 
de ángulo orientado a lo que en Terminal C* se llama medida de un ángulo. Su definición supone por lo 
tanto una orientación previa dei plano. Cualquiera que sea el punto de vista adoptado, el concepto de 
ángulo orientado, cuando se sabe manejar bien, constituye un instrumento precioso en Geometría plana, 

* N. del T. Así se llama en Francia el curso preuniversitario requerido para ingresar en cualquiera 
de las Facultades de Ciencias. 
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Sea por lo tanto 6, un espacio afín ligado a un plano vectorial euclídeo, y sea 
SO(E,) el grupo especial ortogonal de E,, llamado también grupo de las rotaciones 
vectoriales (véase tomo 1,$ XIL.7). 

Orientemos ahora E, y, para todo real O, designemos por rg la rotación de Ez 
cuya matriz, en toda base ortogonal directa de Ej, es 


MW) = [lis eel: 


senO cos O 


La aplicación D : R > SO(E)), 0+> ro así definida es un homomorfismo P del 
grupo aditivo R sobre el grupo SO(E,). El núcleo de este homomorfismo es el sub- 
grupo 2:1Z de los múltiplos enteros de 2. Se obtiene por lo tanto un isomor- 
fismo natural 


(1 Y :R/2nZ > SO(E,). 


La clase de un real O módulo 2 Z será designada simplemente por: 0 (mod 2 1). 
La rotación ro recibe el nombre de rotación de ángulo 0 (mod 2 1): dicho de 
otro modo, el ángulo de una rotación es su imagen recíproca en el isomorfismo (1): 
es una clase de reales módulo 2 xx (*). ] 
Designemos por S, al conjunto de los vectores de norma 1 en E,. Para todos 
los vectores 7, eS, existe una rotación única r € SO(E,) tal que r(í) = 3 (en 
otros términos: SO(E;) actúa fiel y transitivamente sobre S,). Por definición, 
el ángulo de esta rotación recibe el nombre de ángulo orientado de los vectores 
1, 6: se le designa por (%, 0), y cada uno de los números reales O tales que rg =r 
se dice que es una medida (en radianes) o una determinación del ángulo (4,5 6). 
Sean 2,8, eS, y sean r, s las rotaciones tales que 


)=%, st) =Y*. 


Puesto que (1) define un isomorfismo de grupos, el ángulo de la rotación so r es 
la suma de los ángulos de r y s, y se tiene por lo tanto la relación de Chasles: 


o 001060 |. 


() Tengamos en cuenta que en el Curso de Terminal C, se define un ángulo orientado de 6, como 
una rotación vectorial de E., o una clase de equivalencia de pares de semirrectas vectoriales. 

(3) Observemos aquí que el símbolo (A, 0) unas veces designa un par de vectores y otras veces el 
ángulo orientado que forman. 
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Con más generalidad, si %, % son dos vectores no nulos cualesquiera (no necesa- 
riamente unitarios), se da el nombre de ángulo orientado de estos vectores a la 
clase módulo 27 definida por: 


co (mn) 
p2 | 1151 


La relación (2) se extiende entonces inmediatamente a una terna cualquiera 
(ú, 3, Y?) de vectores no nulos de Ej. 
Para todos los vectores 7,3 no nulos, se tiene evidentemente: 


(1,1) =0(mod2x) y (5,%)=-— (4,3). 


Efecto de un cambio de orientación del plano 


Si la orientación de E, se cambia por su opuesta, el homomorfismo 
D:0>r, 


queda cambiado por su opuesto, es decir, pasa a ser $ tal que, para todo 0, 
59(0) = (H(0)). Por lo tanto el ángulo orientado de dos vectores Y, Y queda cam- 
biado por su opuesto (védse más adelante). 


Determinación práctica 


Supongamos en primer lugar que z, Y son unitarios. Existe entonces un vector 


unitario único 1' tal que el par (ú, ú”) es una base ortonormal direcía de Ez. Este 
vector 17' queda determinado por la relación (%, /) = + 7/2 (mod 2 27). La relación: 


(4,7) =0(mod2x) equivale a: Y=Xcos 0 + %'senO 
(ya que traduce el hecho de que Ú deriva de % por la rotación de ángulo 0). 
El ángulo orientado (, 5) es por lo tanto el conjunto de los reales O que ve- 
rifican 


cos0=%ú.5 y senó = [%,3] 


donde [%, $] designa el producto mixto de ú y 3 (recordemos que [z, 3] es igual 
al determinante de ú y % en una base ortonormal directa arbitraria). 
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Si ahora %,% son dos vectores no nulos cualesquiera de Ej, se deduce la equi- 


valencia: 


Fi 
y 


ú.b [%, 8] 
a 1 mb y) ó 
¡EXA 121.181 
Por definición, el ángulo orientado de dos semirrectas (afines o vectoriales) 
Ax, Ay es igual al ángulo orientado de un vector director de Ax y de un vector 
director de Ay. Sele designa por (Ax, Ay). Del mismo modo se define el ángulo 
orientado de dos ejes del plano vectorial E, o del plano afín euclídeo 6, 


((%, $) = 0 (mod 21)) > (cos 0 


Ángulo orientado de rectas 


Definiremos en primer lugar el ángulo orientado de dos rectas vectoriales de E,. 

Designemos por G el subgrupo de dos elementos de SO(£)) constituido por la 
aplicación idéntica y la rotación de ángulo zx (también llamada simetría central). 
Para todo real 0, designemos por (mod x) a la clase de R/xZ constituida por los 
números 0 + kx (k € Z). 

Si E, es orientado, se deduce fácilmente de (1) un isomorfismo natural: 


1) O: R/nz 3 SO(E,)/G ; 


a cada clase (/ (mod 1) este isomorfismo asocia la clase módulo G formada por la 
rotación de ángulo 0 (mod 2 1) de la rotación de ángulo 0 + 7 (mod 2 x7). 

Sean entonces D,, D, dos rectas vectoriales de E,, existen exactamente dos ro- 
taciones que aplican D, sobre D,. Estas dos rotaciones constituyen una clase mó- 
dulo G (1): por definición el elemento de R/Z que corresponde a esta clase en el 
isomorfismo (3) recibe el nombre de ángulo orientado de las rectas D,,. D, y es 
designado por (D,, Da). Los elementos de la clase (D,, Da) se dice que son las me- 
didas (en radianes) o las determinaciones, de este ángulo. 

Del hecho de ser (3) un isomorfismo de grupos, se deduce la relación de Chasles 


(4) 


válida para tres rectas vectoriales cualesquiera D,, D,, Dz. 
Observemos que si las rectas vectoriales D,, D, son respectivamente engendradas 
por los vectores %,, %,, la relación: 


€) Dicho de otro modo, el subgrupo SO(E.)/G opera fiel y transitivamente sobre el conjunto 
de las rectas vectoriales de Ex. 
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(D,, D,) = 0 (mod x) equivale a: 
(12) =0(mod2x1) o (%,.%,)=0+ mn (mod2x). 


Si las rectas D,, D, son ortogonales, se tiene: (D,, D¿) = 7/2 (mod 11); de lo 
contrario, se tiene la equivalencia: 


Consideremos ahora dos rectas afines 2,, 2, de un plano afín euclídeo orien- 
tado €, ligado a E,. Por definición, el ángulo orientado de estas rectas es igual al 
ángulo orientado de sus direcciones D,, D, en E,. Se le designa por (2,, 2). 

La relación de Chasles (4) sigue siendo válida para ángulos orientados de rectas 
afines. 

Recordemos aquí dos proposiciones que son útiles en Geometría plana: 


a) Si las rectas 2;, Z¿ son respectivamente perpendiculares a las rectas 2, Lo, 
se tiene: 
(9.93) =(9,,2)). 
b) Si 2 es una bisectriz de las rectas secantes Z,, Z,, se tiene, para toda recta A: 
24, D) = (4, 9,) + (4, 2,) (mod 1). 


e Si la orientación de E, se cambia por su opuesta, el ángulo de dos rectas queda 
cambiado por su opuesto (véase más adelante). 


Relaciones con el concepto elemental de ángulo 


Si %.7 son dos vectores de E, que verifican (%, 3) = 0 (mod 2 x) su distancia 
angular (tal como ha sido definida en el $2) es el número único 0, € [0, 7] que 
verifica 

0—0j6€2nZ o 0+0,€21Z. 


Igualmente, si 2,, 2, son dos rectas de 6, que verifican (2,, Za) = 0 (mod x), 
su distancia angular es el número único 0, € [O, 7/2] que verifica 


0—0jenz o 0+0yenz. 


Observación importante. Solamente es posible definir el ángulo orientado de 
dos vectores [resp. de dos rectas] de un espacio afín euclídeo cuando se ha elegido 
una orientación de un plano paralelo a los dos vectores [resp. rectas]. 
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El concepto de ángulo orientado, que resulta muy cómodo para los problemas 
de Geometría plana no se extiende a los espacios euclídeos de dimensión > 3. 

Observemos aquí que si d,, d,, d, son tres vectores de £,(n > 3), se tiene la 
desigualdad 


=> 


Ls a 
SS 
Uy, Uy < Uy, Uz + Uy, 


(véase $ 5); se tiene una desigualdad análoga para las distancias angulares de rectas 
de 6,: en 6, la relación de Chasles se sustituye por una desigualdad. 


Efecto de un cambio de orientación del plano 


Cambiemos ahora la orientación de E por la orientación opuesta. Se comprueba 
entonces fácilmente que: 


a) El homomorfismo YD es sustituido por el homomorfismo 
D:R > SO(E,) 

tal que (VER) (0) =[A0)*, 
es decir: (VER) (0) = V(— 0); 

b) El isomorfismo 7 es sustituido por el isomorfismo 

Y: R/2nZ > SO (E,) 

tal que (Ví e R/25Z) Y(() = [Y(0]7* 
o sea: (We R/2nZ), PL) = YO); 


c) El isomorfismo 0 es sustituido por el isomorfismo 


O :R/nZ => SO (E,)/G 


tal que (VE € R/nZ), 0(£) = [0(8]* 
o sea: (Vé e R/nZ), 0(£) = O(- ¿). 


Problema algebraico de la división de los ángulos 


Para todo a € Rf, designemos por 7, el grupo cociente R/aZ, y por pz : R >T, el homomor- 
fismo canónico. 

Pongamos a = kb, con k e N* y be Rf; la aplicación y; : R>R, x+kx induce un homo- 
morfismo natural y; : T, > Ta, X+>kX. 
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Es inmediato que +, es suprayectiva ya que (q, es suprayectiva); su núcleo es el conjunto de 
los elementos de 7, cuyo orden es un divisor de k, es decir el subgrupo G; = bZ/aZ de Ta. 

Ahora bien la aplicación u+> bu de Z sobre bZ induce un isomorfismo natural de Z/kZ sobre 
el grupo G; = bZ/aZ: por lo tanto G; es un grupo cíclico de k elementos. 

Vamos a demostrar que G; es el único subgrupo finito de k elementos de Ta. 

Sea, en efecto, G un tal subgrupo. Por ser la restricción de p, a ]0, a] una biyección, el conjunto 
T'=J0, al pa1(G) es una parte finita de k elementos de R*. Designemos por b el elemento más 
pequeño de 1”. Si existiera un real c e 7” que no fuera múltiplo de b, existiría un entero n que ve- 
rificaría las desigualdades estrictas nb <<< (n= 1) b, y (por ser pz(G) un subgrupo aditivo 
de R) c—nb sería un elemento de 7” estrictamente inferior a b, lo cual estaría en contradicción 
con la definición de b. 

Por lo tanto, todos los elementos de 1” son múltiplos de b, y se tiene: 


T=(b,2b,...,kb). 


Además, a e 1” (ya que pa(a) es el elemento neutro de G) y es el elemento más grande de 1”. 
Se tiene por lo tanto a = kb, de donde pz (G) = bZ, y G = bZ/aZ. 
De este estudio, nos quedaremos con las conclusiones siguientes (supuesto fijo el real a > 0): 


L Para cada ke N*, el conjunto G; =(X € Ta | kX =07,) es el único subgrupo finito de k 
elementos de T.; este grupo es cíclico y es engendrado por pa(b), con b = alk. 

II. Sean Ye T, y ke N* dados. Entonces la ecuación (1) (X e T, y kX = Y) admite exac- 
tamente k soluciones . Designando por X, una de ellas, el conjunto de las soluciones es Xy + Gx. 
Dicho de otro modo: si y es un real tal que pa(y) = Y, las soluciones de (1) son las imágenes por 


Da de los reales —+1--(=0, A A 


Aplicaciones 


En lo que sigue, Ez designa un plano vectorial euclídeo orientado y k un entero > 0 fijo cual- 
quiera. 


1. Tomemos a = 2 xx. Según 1, se ve que el único subgrupo finito de k elementos del grupo de 
las rotaciones vectoriales de Es, es un grupo cíclico engendrado por la rotación de ángulo 2 x1/k 
(mod 27). 

2. Sea U el grupo multiplicativo de los números complejos de módulo 1. El homomorfismo 
exponencial exp : R> U, 0 +» e'%, induce un isomorfismo de R/2-1Z sobre U (véase tomo 2, 
teorema VIIL.8.10). Por aplicación de / con a = 2, se obtiene: 


Para cada entero k > 0, el conjunto U; de las raíces k-ésimas de la unidad es el subgrupo finito 
único de k elementos de U; además, Uy es cíclico y engendrado por e*izik, 

(Observemos que este resultado se desprende también de una propiedad general de los cuerpos 
conmutativos, establecida en el tomo 1, p. 141, que se puede aplicar a C.) 

3. Sigamos tomando a =2x. Al interpretar II en el lenguaje de los ángulos orientados de 
semirrectas vectoriales, se obtiene: 


Si di, d, son dos semirrectas vectoriales de E,, existen exactamente k semirrectas vectoriales Ó 
de E) que verifican: 


K(d,, 0) = (d1, da); 
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se trata de las semirrectas 01 (2 =0,1,..., k—1) definidas por 


(dd, ó)=2+24%E — (mod20, 


donde «p designa una determinación cualquiera del ángulo orientado (d,, d,). 


Para k =2 se obtienen dos semirrectas opuestas 0,, d, cuya reunión es la única bisectriz de 


las semirrectas d;, do. 
4. Al tomar a = 7 e interpretar II en el lenguaje de los ángulos orientados de rectas vecto- 


riales, se obtiene igualmente: 
Si D,, D, son rectas vectoriales de E,, existen exactamente k rectas vectoriales A de E, que ve- 
rifican 
K(D,, 4) =(D,, Dy); 
se trata de las rectas Aj (2=0,1,...,k— 1) definidas por 


O,4)= +  (modr) 


donde p designa una determinación cualquiera del ángulo orientado (D,, D,). 
Para k = 2, se obtienen las bisectrices de las rectas D,, Da. 


$ 1.4 COORDENADAS POLARES 


22 . . 
En un plano afín euclídeo 6,, sea (O; 1, /) un sistema de referencia ortonormal. 

Se da el nombre de sistema de coordenadas polares de un punto M € É,, con rela- 

ción al sistema ortonormal dado, a todo par (r, 0) de reales que verifiquen 


donde x, y designan las coordenadas de M en este sistema. 
Recíprocamente, si r y 0 son dos reales dados, el punto de 4, cuyas coordena- 
das x, y están definidas por (1) se dirá que es el punto de coordenadas polares r, 0. 


YA 


Figura 4, 
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Para cada 0 e R, pongamos 
> > > 
u(0) = ¡cos O + j senó. 


La relación (1) equivale entonces a: 


(Ibis) OM =rú0) |. 


Busquemos todos los sistemas de coordenadas polares de un punto M dado. 
En primer lugar, si M =0, los sistemas de coordenadas polares de O son todos 
los pares (0, 0), donde O designa un real cualquiera. 
Si M 4 O se obtiene un sistema de coordenadas polares (r, 0) de M poniendo: 


r=|0M| =yx + y? 


y tomando como 0 uno cualquiera de los reales que verifican 


OM OM = 40) 
¡OM | r 


Supongamos ahora que 6, esté orientado de manera que la base G,)) sea directa: 
se puede decir entonces que el vector u(() se deduce de : por la rotación de ángulo 
+ 7/2 mod (2 1); y, si M es un punto de E, distinto de O, todos los pares (r, 0) 
tales que 


0) r=|0M| e (,0M)=0 (mod2n) 


son sistemas de coordenadas polares de M (véase la figura 4). 
Si (r, 0) y (r,,0,) son dos sistemas de coordenadas polares de M (M 4 O), la 
relación r (0) = r, (0,) implica: 
bien 
10) = 1(0,), de donde r=r, y 0=0, (mod2n) 
o bien 
10) = — 1(0,), de donde r=—r, y 0=0,+m (mod2n). 


Resulta, pues: 

a) Todo punto M € €, admite una infinidad de sistemas de coordenadas polares; 
si 6, está orientado y si M 4 O los sistemas (r, 0) que verifican r >0 se hallan de- 
finidos por (2). 

b) Si (r,0) es un sistema de coordenadas polares de un punto M de 6, distinto 
de O, los sistemas de coordenadas polares de M son todos los pares: 
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(1,0+2knr) y (—r,0+n+2kn) keZ. 


Se observará que si la abscisa x de M es no nula, se tiene: 


=E 
te0=%> 


cualquiera que sea el sistema de coordenadas polares (r, 0) de M. 

De hecho, los sistemas de coordenadas polares de un punto Me 6, no son 
sino los elementos de la imagen recíproca de M por la aplicación suprayectiva 
de clase C 


(3) P:R 38, (1,0) > 0 +ri0) 


(véase tomo 2, p. 292). Se nos presenta pues un problema de «globalización». 


Definición 11.4,1 


Sea U un abierto de 6,. Sé da el nombre de coordenadas polares globales 
sobre U (respecto al sistema de referencia (O; 1, j)) a toda aplicación 
continua 


LIL 


S:iU>R,  M+> (10) 


que verifica (vVMeU)OM= rulo) o sea, én otros términos tal que 
Po S = Id, donde P es la aplicación definida por (3). 


Se puede demostrar que no existe ninguna aplicación S que verifique estas con- 
diciones y esté definida sobre un abierto que contenga al origen O (véase ejerci- 
cio III. 1). 

Si S es un sistema de coordenadas polares globales sobre un abierto U de 6, 
que no contiene a O, el teorema de la inversión local (tomo 2, teorema V1.5.1) 
demuestra que S es un difeomorfismo de U sobre un abierto Y de R?: en efecto, 
el jacobiano de P en el punto (r, 0) es igual a r y no se anula sobre Y = S(U); por 
lo tanto S es el difeomorfismo recíproco de la restricción de P a V. 

Si (r, 0) es un sistema de coordenadas polares globales sobre U, las aplicaciones 
M>> (1,0 +2 kx) y Mis (—r,0 + 2 +2 ka1),donde k e Z designa una constante, 
son también sistemas de coordenadas globales sobre U. Si U es conexo, se puede 
demostrar que no existe otro. 

En efecto, vamos a ver que la búsqueda de coordenadas polares globales equi- 
vale a la de una determinación continua del argumento de un número complejo, 
lo cual nos permitirá construirlas. 

Asociemos al punto M de coordenadas (x, y) en el sistema de referencia (O; 
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E ) de 6, el número complejo z = x + iy: se obtiene de este modo una biyección 
de $, sobre C que permite identificar 6, con C:; y la relación OM = rut0) equivale 
a z=re'. Limitémonos a buscar los sistemas de coordenadas globales (r, 0) que 
verifiquen r >0. Si U es un abierto de 6, que no contiene al origen, la búsqueda 
de un tal sistema (+, 0) sobre U equivale a buscar una determinación continua de 
arg (z) en U. 

Aplicando el teorema VIII.10.2 del tomo 2, se obtiene por ejemplo: 

En el plano 4, del que se ha suprimido la semirrecta D, definida paramétrica- 
mente por x=1c0s «a, y =1sena (1 >0, «eR fijo), existe un sistema (r, 0) de 
coordenadas polares globales que verifican r >0 y a<0<2x+ a. Sia=—x 
(caso del plano privado de la semirrecta y = 0, x < 0) la determinación del 
argumento así obtenida es la determinación principal (véase tomo 2, p. 407). 


Cambio de sistema de referencia 


Sigamos orientando £, de manera que la base Ú, 1) sea directa. Sea 2'=(0 ; 8 
un sistema de referencia del mismo origen O que el sistema inicial 2 =(0; i, J), 
deducido de éste por una rotación de ángulo a. 

Si (+, 0) designa un sistema de coordenadas polares de un punto M en el sistema 
de referencia inicial 2%, se tiene, según (1 bis): 


OM =rú con (0%) =0 (mod2r); 
de donde, por aplicación de la relación de Chasles: 

>> a 2> 

(0,4) = (1,4) — (1,1) =0—0u (mod21). 


Resulta en consecuencia: 


Si (r, 0) es un sistema de coordenadas polares de un punto M € 6, en un sistema 
de referencia ortonormal R, el par (r,0 — a) es un sistema de coordenadas polares 
de M en el sistema de referencia deducido de R por la rotación de ángulo « alrededor 
de su origen. 


Aplicaciones 


Ciertas transformaciones del plano euclídeo se explican de manera muy sen- 
cilla por medio de coordenadas polares. Por ejemplo, si (7, 0) designa un; sistema 
de coordenadas polares de un punto M en un sistema de referencia (O; di ». en- 
tonces: 


100 Nociones de Geometría euclídea 


e (r, —0) es un sistema de coordenadas polares del simétrico de M respecto 
a la recta Ox (dirigida por el vector D: 

e (r, =—0) es un sistema de coordenadas polares del simétrico de M respecto 
a la recta Oy (dirigida por el vector j); 

e de un modo más general (r, 2 « — 0) es un sistema de coordenadas polares 
del simétrico de M respecto a la recta de ecuación x sen « — y cos a = 0; 

e (—r,0) y (r,0 + x) son sistemas de coordenadas polares del simétrico de M 
respecto al origen; 

e (1,0 + a) es un sistema de coordenadas polares del punto deducido de M 
por la rotación de centro O y ángulo « (mod 2 21); 

e sir %0, el par (k/r, 0) es un sistema de coordenadas polares del transfor- 
mado de M por la inversión de polo O y potencia k (k e R*). 


Estas propiedades se utilizan a menudo para determinar los elementos de si- 
metría de una curva definida mediante una ecuación polar (véase $ VIL.3). 


$ IL5 COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 
Coordenadas cilíndricas 


Sea 6, un espacio afín euclídeo de dimensión 3 provisto de un sistema de refe- 
rencia ortonormal 2 =(0; Í, y k) cuyos ejes serán designados por Ox, Oy, Oz. 

Se da el nombre de sistema de coordenadas cilíndricas (o semipolares) de un 
punto M de 6, respecto a este sistema de referencia, a toda terna (r, 0, z) e R? 
que verifique 


x=rcos0, y=rsen0, 


donde x, y, z designan las coordenadas de M en %. Equivale a decir que (r, UN es 
un sistema de coordenadas polares de la proyección de M sobre el plano(O ; ha 7 
en el sistema de referencia (O: 7. 7. 

Todo punto M de 6, admite pues una infinidad de sistemas de coordenadas 
cilíndricas. 


e Si M pertenece al eje Oz, sus coordenadas cilíndricas son todas las ternas 
(0, 6, z), donde 0 e Z esarbitrario y donde z designa la tercera coordenada (cota) de M. 

e Si (r,0, z) designa un sistema de coordenadas cilíndricas de un punto M y 
si M no pertenece a Oz, los sistemas de coordenadas cilíndricas de M son las ternas 
de la forma: 


(1,0+2kr,z2) o (—r.,0+n+2Kkn,z) con keZ. 
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Poniendo siempre 0) = Tcos 0 +7 sen 6 (0 ER), se ve que la relación: «M ad- 
mite como coordenadas cilíndricas a (r, 0, z)» equivale a: 


OM =ru(0) + 2). 


Sea U un abierto de 6,. Se dará el nombre de coordenadas cilíndricas globales 
sobre U a toda aplicación continua: 


S:U>R, M= (r,0, 2) 


tal que para cada M € U, la terna S(M) = (r, 0, z) sea un sistema de coordenadas 
polares de M (en el sistema de referencia 2 considerado). 
Se puede demostrar que una tal aplicación solamente puede existir si U no 
corta al eje Oz y, de existir una, es un difeomorfismo de U sobre un abierto de R?, 
Para que una tal aplicación S exista, basta que existan coordenadas polares 
globales sobre la proyección de U en el plano Oxy; pero tal condición no es 
necesaria. 


Coordenadas esféricas 


Sigamos designando por 6 un espacio afín euclídeo provisto de un sistema de 
referencia ortonormal 2 =(0; i, j, k), de ejes Ox, Oy, Oz. 

Se da el nombre de sistema de coordenadas esféricas de un punto M de 6, res- 
pecto a este sistema de referencia, a toda terna (1, 0, y) € R? que verifique: 


(1) x=rsen0cosp, y=rsen0 sen, z=rc080, 


donde (x, y, z) designan las coordenadas de M respecto a 2. 
Dicho de otro modo, los sistemas de coordenadas esféricas de M son los ele- 
mentos de la imagen recíproca de M en la aplicación de clase C”: 


(2) F:R>S 8, (1,0,p)> 0 + rsen0 (¡cos y +)seng) + reos OR. 


Resulta fácil ver que todo punto M de 6, admite una infinidad de sistemas de 
coordenadas esféricas. En efecto: 


a) Si M=0, las coordenadas esféricas de M son todas las ternas (0, 0, p) 
con 0 ER, p eR. 

b) Sea M un punto del eje Oz distinto de O y por lo tanto de coordenadas 
(0, 0, z) con z 4 0. Sus sistemas de coordenadas esféricas son todas las ternas (2, 
2 kx, y) y las ternas (—z, Qk + 1)7, p) (keZ, y eR). 
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c) Sea M un punto de 6, de coordenadas X, y, z, que no pertenece al eje Oz, 
y sea m su proyección sobre el plano (O; ES )) (véase figura 5). Si (r, 0, y) es un sis- 
tema de coordenadas esféricas de M, entonces (r senÚ, p) es un sistema de coor- 
denadas polares de m en el sistema de referencia (O ; 5) » Recíprocamente, si (p, p) 
es un sistema de coordenadas polares de m, toda terna (r, O, y) que verifique: 


Figura 5. 
rsub=p,  rcosb=z 


es un sistema de coordenadas esféricas de M. De ello se deduce que M admite una 
infinidad de sistemas de coordenadas esféricas. 


e Se puede suponer siempre r > 0 y 0 € [0,71]. Si M no pertenece al eje Oz, las 
ternas que corresponden a esta elección son las que verifican las relaciones: 


z x 
(3) r=zyi+ yz, 0 = Arecos (2), cos p=5, seng =? 


Los números r y O quedan determinados entonces de manera única y y queda 
determinado módulo 2. En este caso, se tiene (véase figura 5): 


e 0= MOz (distancia angular de los vectores OM Y DL 
e p= Ox, Om (ángulo orientado de los vectores ¿y Om en el plano orien- 
tado (Oxy)). 


Coordenadas esféricas globales 


Volvamos a la aplicación 2 definida por (2). Si U es un abierto de 6,, se da 
el nombre de sistema de coordenadas globales sobre U a toda aplicación continua 
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de U en R? que verifique 20 S = Id,, es decir (1), designando por x, y, z las coor- 
denadas cartesianas de M. 

El jacobiano de 2 en el punto (r, 0, p) es J = r? sen 0, que solamente es nulo 
cuando el punto M = Z(r, 0, p) pertenece al eje Oz. De ello resulta que todo sis- 
tema de coordenadas esféricas globales definido sobre un abierto que no corta a Oz 
es de clase C*; además, todo punto de 6,, que no pertenece a Oz, admite un en- 
torno sobre el cual existe un sistema de coordenadas esféricas globales. 

Por ejemplo, las relaciones (4) muestran que existen coordenadas esféricas glo- 
bales sobre 6. P, donde P designa el semiplano y =0, x < 0: uno de estos sis- 
temas establece un difeomorfismo de £¿*.P sobre el abierto de R* definido por las 
desigualdades 


r>0, 0O<0<r, =n<p<rT. 


Aplicación: fórmula fundamental de la trigonometría esférica 


Designemos por A, B, C tres puntos de la esfera de $, de centro O y de radio 1, por a, b, € 
los Cos de las caras del triedro (O; A, B, C) y por x, f, y los ángulos diedros de este triedro. 
a= es la distancia angular de los vectores OB, oc; y a. es el ángulo de los semiplanos (O AB), 
(OAC), es decir la distancia angular de las semirrectas obtenidas al cortar estos semiplanos (limi- 
tados por la recta (OA) por un plano perpendicular a (04). b, c, f y y se definen de manera aná- 
loga, y se tiene: 


(5) cos e = cosacos b + sen asen bcos a E 
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Demostración. "Tomemos un sistema de referencia ortonormal (0;7,J,X) tal que k = OC, 
y que Á esté en el plano (O, í, h. Entonces A admite el sistema de coordenadas esféricas (1, b, 0) 
y B admite el sistema de coordenadas esféricas (1, a, «), de donde se deducen las coordenadas 
cartesianas de A, o sea: 


x=semb, y¿=0, z,=cosb 
y las coordenadas cartesianas de B, o sea: 


Xp =Senacos4, yy =Sena sena, 2y= cosa 
de donde 
a 
cos e = OA.OB = sen asen bh cos a + cos a cos bh.) 


Sea entonces (O; A”, B”, C”) un triedro suplementario de (O; A, B, C) definido por las relaciones; 
DA” =0B 0, OB” =0C 204, 0C'=04' 2 0B 
(estando el espacio $, orientado de un modo cualquiera). 


Se demuestra entonces fácilmente que los números a” b', e”, a”, f”, y” asociados a este triedro 
verifican: 


y aplicando la fórmula (5) a este triedro se obtiene la fórmula dual de (5): 


(6) cos y os a cos $ + sena senf cosa |. 


Por permutación circular sobre a, b, e y a, $, y se obtendrían otras cuatro relaciones entre los seis 
números a, b, c, 2, fP, y. 

Se observará que a, b, c son las longitudes de los lados del triángulo esférico de vértices A, B, C 
(estos lados son arcos de círculo máximo de longitud < 1) y que a, $, y son los ángulos de este 
triángulo. 

De la relación (5) se deduce: 


cos € > cos a cos hb — sen asen b = cos (a + b) 
de donde (al estar a, b, c comprendidos entre 0 y 27): 
ec<a+b. 


Para todos los vectores 7%, D; W de €,, se tiene por lo tanto: 


lo cual justifica el término de distancia angular utilizado para designar el ángulo de 7 y D. (Para 
un estudio detallado de la Geometría esférica, se puede consultar [8].) 
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1.6 RECTAS DEL PLANO EUCLÍDEO 

En este $, vamos a considerar un plano afín euclídeo 6, provisto de un sistema 
de referencia ortonormal (O ; í, /), y mientras no se. diga nada del sistema de refe- 
rencia, se tratará de uno de este tipo. Los ejes asociados al mismo se designarán 
por Ox, Oy. 
Ecuaciones de una recta 

Toda ecuación cartesiana de una recta afín Z es de la forma 


(1) ux+u+h=0, con (uv) H (0,0). 


Designemos por HH la proyección ortogonal de E sobre %, por M el punto de 
coordenadas (x, y) y pongamos 


722, >? 
V =ui+ovj. 
La relación (1) equivale entonces a 


(Ibis) OMV+h=0. 


Si M, designa un punto fijo cualquiera de Z, se tiene h = —0M».V y la re- 
lación (1 bis) se escribe: 


Figura 7. 
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El vector Y es pues ortogonal a 2, y H pertenece a la recta que pasa por O y 
está dirigida por Y (véase figura 7). Si _se sustituyen u, 0, h por ku, kv, kh, siendo 
k e R*, el vector Yes sustituido por kV. De esto se deduce que Z admite exacta- 
mente dos ecuaciones cartesianas en las que V es unitario, a saber: 


16) ax+fy+y=0 y —ox+ (By +(-y)=0 
con: 
v a h 


> 7 
4 + vw + v? e+v 


Las dos ecuaciones (2) reciben el nombre de ecuaciones normales de 2. 
Consideremos la ecuación normal 


ac+fy+y=0; 


, A + > ? : 7 z 
al ser unitario el vector y = ai + fj, existe un real w, que es único módulo (2 77), 
tal que: 


e os > 
vV=1C0S (0 +/seno ; 


y la ecuación considerada se escribe 


Según 3, la relación (4) se escribe OM. + y =0, o sea y =MO.v; en particular: 
y=HO.y, osea y= HO, 


habiendo tomado la medida algebraica según el vector Y. Para la otra ecuación 
normal, se cambia « por w + (mod 2 xx) y Y por —?; por lo tanto HO queda 
cambiado por su opuesto. 


Ecuaciones polares de una recta 
Designemos por % una recta de 6, y busquemos la condición para que un punto 


de coordenadas polares (r, 0) en el sistema de referencia ortonormado (O; í, j)per- 
tenezca a D: 
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a) Si 2 pasa por O, la condición buscada es evidentemente 


(4) [ 0-0 (mean |. con 0, =(0x,2) (modr). 


Recíprocamente, toda relación de la forma (4), con 0, fijo, define una recta que pasa 
por O. 
Cuando 2 no es el eje Oy, la relación (4) equivale a tg0 = tg 0p. 


b) Si 2 es cualquiera, sea 
(5) xcosw + yseno+y=0 
una de sus ecuaciones normales. Para que el punto de coordenadas polares (r, 0) 
pertenezca a Y, es necesario y suficiente que los números x = rcosÓ, y = rsen0 


verifiquen (5); en otros términos, es necesario y suficiente que los números r, Ú ve- 
rifiquen: 


(6) r(cos w cos O + sen «wsen0) + y=0 |. 


A la relación (6) se le da el nombre de ecuación polar de Z. Se escribe también 


Recíprocamente, sea una relación de la forma 


r(Acos 0 + Bsen0) + C=0 (4, B, C = Ctes, (4, B) 4 (0, 0). 


Esta relación es una condición necesaria y suficiente para que el punto de coor- 
denadas polares (r, 0) pertenezca a la recta Y de ecuación cartesiana 


Ax+By+C=0. 


Es por lo tanto una ecuación polar de 2. Si C=0, la recta % pasa por O y nos 
volvemos a encontrar con una ecuación polar de la forma (5). 

En el caso de una recta 2 definida por una ecuación polar de la forma (7), se 
observará que el punto H (proyección de O sobre 2) está definido por 
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e > 2 E 
OH = — yv = — y(icos w + seno), 


es pues el punto de coordenadas polares (— y, 0»). Esta observación permite cons- 
truir fácilmente 2. 


Distancia de un punto a una recta 


Sea 2 una recta afín de ecuación cartesiana ux + vy + h=0 y sea My un 
punto de coordenadas (xp, Yp), que se proyecta ortogonalmente sobre 2 en Hp. 
El problema consiste en calcular la distancia de M, a 2, o sea d(Mp) = H¿M, 
(véase la figura 8). 

Para abreviar, pondremos, para todo punto M de coordenadas (x, y): 


DM) =ux +0 +h; 


Cualesquiera que sean los puntos M, M' de 6,, de coordenadas respectivas 
(x, y), (x”, y”), se tiene: 


D(M”) - D(M) = u(x — x) + (y — y) =V.MM”. 


En particular. por ser H,¿ € 2, se tiene: 


D(Mo) = D(M,) — D(H,) = V.H,M,= Ju + 7 (0.HoMo): 
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sea otra vez: D(M)) =/u* + v? H¿Mp, habiendo tomado la medida algebraica 
según el vector Y. 

Se tiene pues: 
|DMo) | _ |uxo + Wo + h| 


Y + e Ye + 1? 


dMo) = 


Distancia entre dos rectas paralelas 
Si dos rectas 2, 2” son paralelas, se pueden poner sus ecuaciones bajo la forma 
ux+oy+h=0, ux+oy+/h=0. 
De donde las ecuaciones normales 
ax+fy+y=0, ax+fy+y=0 


con: 
| u v h ó 1 


a= = — it. y= —= ss 


+? + vw? 1? + vw? + w? 
Según el estudio de las ecuaciones normales, se ve que la distancia d entre las dos 


rectas es: d= HH' =|y —y'| (véase la figura 9) de donde: 


q MR 


110 Nociones de Geometría euclídea 


Ángulo de dos rectas 
La determinación del ángulo de dos rectas 2, 2' no presenta dificultad alguna. Si 
ux+oy+h=0, ux+vy+h=0 


son ecuaciones de Z y 2”, se sabe que los vectores 


E: > > 
V=ui+oj, V=wi 


1? 
+0) 
son_respectivamente normales a 2 y 2”. Basta por lo tanto determinar el ángulo 
> S E ' 
de Y y V”. Por un abuso de escritura cómoda (1), se tiene en efecto: 


(2,2') =(V,V') (modn). 


$ 1.7 HAZ DE RECTAS DEFINIDO MEDIANTE UNA ECUACIÓN 
HOMOGÉNEA DE SEGUNDO GRADO (EN EL PLANO) 


Atendiendo al interés que presenta en las aplicaciones, vamos a estudiar el 
conjunto plano definido (en un sistema de referencia dado) por una ecuación car- 
tesiana de la forma 


Ax? + 2 Bxy + Cy? =0. 


En el caso en que este conjunto es la reunión de dos rectas, veremos enseguida 
como se puede determinar sencillamente su ángulo y sus bisectrices. 

Para abreviar, un conjunto de rectas que pasan por un mismo punto O recibirá 
el nombre de haz finito de rectas; se dice a veces también, por abuso del lenguaje, 
que es un haz de rectas (?). 


() Se puede justificar este abuso de escritura por medio de un isomorfismo adecuado de grupos 
cociente. 

(*) En rigor, el haz de rectas que pasan por O es el conjunto de todas las rectas que pasan por O 
(véase $ LIC"). h 

(*) N. del T. Diremos siempre abreviadamente «haz» en vez de «haz finito». 
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Estudio afín 


Sea 6 un plano afín, provisto de un sistema de referencia (031,5) cualquiera. 
Consideremos en primer lugar dos rectas D,, D,, que pasan por O, definidas por 
sus ecuaciones respectivas: 


ux+oy=0, 4 x+00y=0. 
Su reunión D, Y D, es entonces el conjunto definido por la ecuación 


(u, x +0, y) (4, x + 0, y) =0. 
o sea: 
Ax? + 2Bxy+ Cy?=0 
con 
Á=Uuu, 2B=u4u,0, +20, C=0v,07. 


Se comprueba que (A, B, C) 4 (0, 0, 0). 
Recíprocamente, sean A, B, C tres reales no todos nulos, sea f la forma cua- 
drática definida sobre R? por 


(0) f(x, y) = Ax? + 2 Bxy + Cy? 


y sea 1” el conjunto de 6 definido por la ecuación f(x, y) = 0, es decir el conjunto 
de los puntos M € 4 cuyas coordenadas (x, y) verifican Fx, y) =0. 
Designando por 4 = AC— B? al discriminante de f, vamos a ver que Tes: 


e el conjunto [O) si A >0; 
O una recta que pasa por O si A =0; 
e la reunión de dos rectas que pasan por O si A<0. 


Primer caso: 4 >0. Esta condición equivale a decir que la forma cuadrática f 
es definida positiva o definida negativa. 

Cuando es así, se tiene f(x, y) 4 0 para (x, y) % (0, 0), por lo tanto el con- 
junto 1' se reduce al punto O. 


Segundo caso: 4 =0. Esta condición significa que f es degenerada. Al ser 
(4, B, C) 4 (0, 0, 0), se tiene entonces: (4, C) 4 (0, 0). 

Si A =0, se tiene: f(x, y) = Cy?. 

Si A 4 0, se tiene: f(x, y) = A (+ + + »). 

En todos los casos, se ve por lo tanto que el conjunto 7” definido por la ecua- 
ción f(x, y) =0 es una recta que pasa por O. 
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Tercer caso: 1 < 0. Esta condición significa que fes no definida y no degenerada. 
Pongamos entonces 4 =—0?. Si A % 0, se tiene: 


soma [loo] 07] =afer(820))][+e(2-0),]. 


El conjunto /” es entonces la reunión de las dos rectas distintas que pasan por 
O de ecuaciones respectivas. 


B Ñ B 
x+(7+0) =0 y x+(7-5)»=0. 


Si A =0, 1 es la reunión de las dos rectas distintas, definidas respectivamente por 


y=0 y 2Bx+Cy=0. 


Se ve por lo tanto que, en este tercer caso, J” es la reunión de dos rectas distintas 
que pasan por O. Diremos que es el haz de rectas definido por la ecuación (1). 

En el caso Á < 0, vamos a ver que toda forma cuadrática g sobre R?, tal que el 
conjunto UD esté definido por la ecuación g(x, y) = 0, es de la forma kf, con k e R*. 

En efecto, supongamos en primer lugar C % 0: el conjunto /' es entonces la 
reunión de dos rectas (distintas o no) que pasan por O y distintas del eje Oy. Las 
pendientes de estas rectas, referidas al sistema (O; í, 1) son las raíces de la ecuación 
(de incógnita m): 


Q) Cm + 2Bm+A=0 
(llamada ecuación de las pendientes). 

Pongamos g(x, y) =4'x? +2 B'xy+C' y?; si g=0 representa también 1, 
se tiene en primer lugar: C' % 0 (ya que Oy no está contenida en /”), y la ecuación 
de las pendientes 

CmM+2Bm44'=0 
tiene las mismas raíces que (2). Existe por lo tanto un k e R* tal que 


A'=kA4, B'=kB, C'=kC, de donde: g=Kkf. 


Si C=0 se llega fácilmente a la misma conclusión. 
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Recíprocamente, si g =kf (ke R*) la ecuación g = 0 define el mismo con- 
junto /” que la ecuación f= 0. 
Problemas de ángulos para un haz de dos rectas en €, 


En el plano afín euclídeo orientado 6, provisto de un sistema de referencia 


ortonormal directo 2 =(0'; í, /), consideremos el haz de rectas (2/2” definido 
por la ecuación: 


(3) Ax? +2Bxy+Cy?=0 
con (4, B,C) 4 (0,0,0) y 4=AC—B*<0. 


Primer problema: determinar, en función de A, B, C, el ángulo de 7 'y Y A 
Supongamos en primer lugar C + 0. La ecuación de las pendientes es entonces: 


CmM+2Bm+A=0. 


y a sus raíces las designaremos por (m/', m”). 
Sean 0”, 0” números reales tales que: 


(0x,2)=0', (Ox. 2") =0" (modr). 


En ángulo orientado de las rectas 2”, 2” viene entonces dado por 
p=(9',2")=0"-—0' (moda). 
Cambiando si es preciso el orden de los números »m', m”, se puede suponer que: 
m=1tg0, m=tg0". 


De donde, mediante un cálculo fácil: 


(14+mmy 


2 
¡Oso E n 2 az * 
14 m?2+m?4+m?nm? 


Teniendo en cuenta que: 
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se obtiene: 


A+Cy _  (A+CyY 


4 2p= E . 
4) PT AFC 44d AO 4 8? 


lo cual determina el ángulo (no orientado) de 2” y 2” en función de A, B, C. 

Se comprueba fácilmente que la relación (4) sigue siendo válida si C =0. 

En particular, para que las rectas 2”, 2” sean ortogonales, es necesario y sufi- 
ciente que se tenga cos y =0, o sea: A + C=0 (lo cual era de prever, puesto que 
esta relación equivale a m'm”=— 1). Observemos por otra parte que la rela- 
ción A + C = 0 implica 4 <0. 

Cuando Z' y 2” no son ortogonales se tiene: 


2 (m — my -44 
O A 
(1 +mm") (A+ C) 
pudiendo deducirse esta relación también de (4). 

Observación. Al no quedar determinado el orden de las rectas 2”, 2” mediante 
la ecuación (3), el conocimiento de los números A, B, C no permite determinar 
su ángulo orientado. 


Segundo problema: determinar el haz de las bisectrices de 2" y 2". 
Designemos por F la forma cuadrática definida en E, por: 


(Vx, yeR) Fi + y))= f(x, y) = Ax? + 2 Bxy + Cy? 


y sea D el operador simétrico de E, asociado a esta forma, por lo tanto de matriz 


>> 
en la base ortonormal (i, 7). e 
Según el teorema 1II.1.1, existe una base ortonormal (i”,j') en la cual la matriz 


de D es de la forma 
a 2 0 
lo a 


ade 


3 3 
Fx + y j)= 4x? + uy? 


de donde 
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Los nuevos ejes Ox', Oy” son las bisectrices de D' y 2”; están dirigidas por 
vectores propios de D (véase $ 11.1). La ecuación característica de D es 


(A+ C)IX+4=0 con 4=AC-B?. 


Siendo >0 el real (4 + C)?— 44 (puesto que 4 <0 y (A, B, C) % (0, 0, 0)) se 
ve que esta ecuación tiene dos raíces distintas: los subespacios propios de D son 
por lo tanto de dimensión 1, lo cual concuerda con el hecho de que las bisectrices 
se hallan definidas de manera única. 

De aquí se deduce una manera práctica de determinar las bisectrices en el sis- 
tema de referencia dado (O; ij). En efecto, para que el vector D = ai + PJ (a.ER, 
BER, (a, 8) H (0, 0)) sea un vector propio de d, es necesario y suficiente que 
exista ¿€R tal que 

A+ BB=/% Y Bu+ CB=AP, 
lo cual equivale a: 


Ag + BB a 


= E e - - By =0. 
Ba + Cp ” 0, osea: Ba? +(C— A)af — By 


En consecuencia: el haz de las bisectrices de D' y 2" está definida por la ecuación: 


Bx*+(C—A)xy- By? =0 


$ IL8 RECTAS Y PLANOS EN DIMENSIÓN 3 


En este $, consideramos un espacio afín euclídeo 6, ligado al espacio vectorial 
euclídeo £,, de dimensión 3, y supondremos dado un sistema de referencia orto- 
normal 2 = (O; i, j, k). Mientras no se especifique otra cosa se supondrá que se 
trata de un sistema de referencia de este tipo. 

e Por otra parte, en todas las cuestiones en que intervengan productos mixtos 
o productos vectoriales, se supondrá implícitamente que el espacio 6, está orientado 
de manera que el sistema de referencia 2 sea directo. 


Ecuaciones de un plano 


Sea 2 un plano afín de 6, definido por la ecuación cartesiana 
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0) ux+vy+wz+h=0 con (uv, w) % (0, 0, 0). 


Si Y designa el vector de componentes (u, v, w) y M el punto de coordenadas 
(x, y, 2), la relación (1) se escribe: 


+ 
(1bis) OMV+h=0. 


Si M, designa un punto fijo de 2, de coordenadas (Xp, Ya» Zp), se tiene 


h= —OM,.V, 


y la relación (1) se escribe: 


(2) 


_El vector Ves por lo tanto ortogonal a 4. Se dice que la ecuación (1) es normal 
si V es unitario. Todo plano admite pues dos ecuaciones normales. Las del plano 2 
definido por la ecuación (1) son: 


ax+fBy+yz+8=0 y (—0x+(0fPB) y + (— y)2+(-0)=0 
con 


SE u _ D 
a? AS 

h 
y = tt, 6 = —R—. 
+04 w e +04 w 


Si 7] Vi designa el vector unitario de componentes «, f, y, la ecuación (1) 
equivale a 


OM. +ó=0; 
en particular si H designa la proyección ortogonal de O sobre P, se tiene: 


OH. v+0=0,0 sea ¿=HO, 


tomando la medida algebraica según el vector ?. 


Nociones de Geometría euclídea 117 
Distancia de un punto a un plano 


Sea 2 el plano de ecuación ux + vy + wz + h =0, My un punto de coorde- 
nadas (Xp, Yo» Zo) Y Ho la proyección ortogonal de H sobre ES 

Pongamos para abreviar P(M) =ux + vy + wz + h para todo punto M de 
coordenadas (x, y, z). Razonando de la misma forma que en el caso de la recta 
(véase $ 6), se obtiene: 


6) HMo = === | 


tomando la medida algebraica según el vector Y acabado de definir. 
En consecuencia, la distancia d(M,) = H¿My de My a F viene dada por: 


| PM) | 


WITT 


Consideremos ahora dos planos secantes 2, P” respectivamente definidos por 
las ecuaciones: 


dMo) = 


PM)=ux+0y+w2+h=0, P(M)=u4x+vy+wz4+H=0. 


Entonces el conjunto de los puntos equidistantes de 2 y P" viene definido por la 
ecuación: 


e PM) PPM) 
Prod+wo? uo??? 


que es la reunión de los dos planos definidos por las ecuaciones: 


(5) 200) =€E 204) con ¿=+l. 


+0 w? uu? + 074 w? 


Estos planos reciben el nombre de planos bisectores de 2 y 2" y forman haz 
con los 42 y 2”. 


Observación. Si los planos 2, 2” fueran paralelos y distintos, la relación (4) 


LELONG !11-5 
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definiría un plano único equidistante de 2 y 2”, obtenido al tomar « =— 1 en (5) 
siendo (u, D, w) = (ul, v”, w”). 

Distancia entre dos planos paralelos 


Este problema se trata de manera análoga al de la distancia entre dos rectas 
paralelas en el plano. Se empieza poniendo las ecuaciones de los planos en la forma: 


ux+oz+w2+h=0, ux+voy+w+)h=0. 


La distancia buscada d viene entonces dada por: 


d= 


Ángulo entre dos planos 


La determinación del ángulo entre dos planos 42, 2” se reduce a la del ángulo 
entre dos vectores no nulos respectivamente ortogonales a estos planos (véase $ 3). 
Si 
ux+oy + wo+h=0 y ux+vy+4wz+h=0 


son ecuaciones de 42 y 2”, los vectores 
E ES > > 
V=u +0 + wk y V=wvi+vj+wk 


son respectivamente ortogonales a 2 y 2”. El ángulo y entre 2 y 2” verifica por 
lo tanto: 


(AA 
AMAS 


cos? p = 


Recta definida por dos ecuaciones cartesianas 


Toda recta afín 2 de 6 puede ser definida como intersección de dos planos 
no paralelos 2, 2”. Si 


> 
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ux+oy+w2+h=0, ux+vy+wz+h=0 


son ecuaciones de 2 y 2”, se sabe que los vectores 


V= d+ d+ wk y: v = ul + + wk 


son respectivamente ortogonales a 2 y 2”. 

Resulta, pues, que el vector W= Y a Y es paralelo a 2; decir que 2 y P' 
no son paralelos equivale a, decir que 7 +0. Es de observar que: un vector 
director de Des W=V a V. 

En particular, toda recta no paralela al plano de ecuación z = O puede ser con- 
siderada de manera única como intersección de un plano paralelv a Ox y de un 
plano paralelo a Oy, y admite por lo tanto un sistema único de ecuaciones de la 
forma: 


con a, b, p, q = Ctes. Estas ecuaciones proporcionan una parametrización de la 
recta, siendo el parámetro igual a la coordenada z. 
Ángulo de una recta y de un plano 


Sea W'un vector director de una recta 2 y Y un vector no nulo ortogonal a 
un plano 2. El ángulo y de Z y 2 verifica: 


sen? p = A (véase $ 2). 
ARIAS 


Distancia de un punto a una recta 


Buscamos aquí la distancia d(M¿) de un punto My, de coordenadas (%o» Yo» Zo)» 
a una recta afín Z. Designaremos por H, la proyección ortogonal de My sobre 2. 


a) Caso en que se conoce un punto Á y un vector director Y de 9: 


Se tiene entonces: 


AMA W-RM VW y ¡EM W¡=1 FM, 1.1 Wi=dM).1 Wi, 
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de donde: 


(6) dMo) = 14Mo AWI 


LA] 


Teniendo en cuenta que: 
¡[AM, a Wi? + (AM). = AM, 12.1 W1?, 
se tiene también: 


(AM, W) 
LA 


d(Mo) = || AM, ll? — 
(Mo) = | AMo || 


b) Caso en que se conocen dos planos distintos P, P" que contienen a 2. 


Supongamos que 2 y 2" se hallan respectivamente definidos, respecto a un 
sistema de referencia ortonormal directo, por las ecuaciones 


P(M) =0 y P(M)=0, 
donde, para todo punto M de coordenadas x, y, z 
PM)=ux+0y+w2+h y P(M)=u4x+vy4w2+04 
Designemos por V al 104 los vectores de componentes respectivas (u, v, w) y 


(u!, v”, w'); pongamos W=V a V' y designemos por A un punto cualquiera de 
g= PA P". Se tiene entonces: 


P(My) = P(My) — PA) = V.AM, ; 
P(M,) = P (Mo) — P'(4) =V'¿AMo ; 


y, por aplicación de la fórmula del doble producto vectorial (véase $ 1V.2): 
AM, A W= AM AVUAV)=- (AM, V' + (AM, V)V 
= PM) AMV ; 
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de donde, por aplicación de (6): (ya que 2 4 2” supone Wi 0): 


¡EACANARICOLAN 


AM) = EA 
Ñ ¡PAP y 


Perpendicular común a dos rectas 


Si 9 y 2' son dos rectas afines no paralelas, existe una recta £ y sólo una que 
corta ortogonalmente a Z y 2”; de esta recta .P se dice que es la perpendicular 
común (1) a 2 y 2”. 

Designemos por H, H' los puntos en que .4 corta respectivamente a 2, 2”, y 
por 4 [resp. 2"] el plano paralelo a 2 y 2” que contiene a 2 [resp. 2"] (véase la 
figura 10). Entonces la distancia HH” es igual a la distancia de los planos para- 
lelos 2, 9”. 


Figura 10. 


Para todo punto A de Z y todo punto A” de 2” se tiene pues A4' > HH' cum- 
pliéndose la igualdad solamente cuando A =H y A' = H”. El par (H, H') es por 
lo tanto el único elemento de Z x 2' tal que HH” es igual a la distancia d(D, 9”) 


(1) De hecho 2 no es perpendicular a 2 y 2” en el sentido de la definición 11.2.2, sino ortogonal 
ayo. 
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entre las rectas 2, 9”. Este número HH' = d(2, 9”) se dice que es la distancia más 
corta entre Z y 2”. 


Caso en que se conoce un punto y un vector director de cada recta. 


Supongamos la recta 2 [resp. 2] definida mediante un punto A y un vector 
director Y € E, [resp. mediante un punto A' y un vector director v e Ej]. 

Un vector director de la recta .2 es entonces 

W=VAV. 

Para determinar la recta .P, basta con que se dé uno de los puntos H, H”. 
Por ejemplo, para determinar_H H', se puede buscar una ecuación del plano Q que 
contiene a Z y es paralelo a W sea ésta F = 0. Se tiene entonces Sn =4'+ AY, 
quedando determinado el número por la condición F(A' + AV”) = 

Para calcular la distancia más corta d(Z, 2”), calculemos el p mixto 

— E, E 
n= [44”, V, VAR sustituyendo A4* por AH + HH" + H'A'”,se obtiene: 


[44',V.V7] = (HH, V]=W.HR. 
De donde: 

ll =|W.HH'|=W|. HH | =|W1.d9,9 
Se tiene, pues, 


ao, 9) - LA-TVY 


WAVE 


en particular, para que 2 y 2” se corten, es necesario y suficiente que se tenga: 


— >> 


"Observación importante. 


a) Si no se hace ninguna hipótesis acerca de las rectas Z y 2”, la relación 


—, ?> 


AR, V.V1]=0 
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proporciona una condición necesaria y suficiente para que Z y 2” sean coplanares 
(por lo tanto secantes o paralelas). Traduce en efecto el hecho de que los vectores 
AA', V, V” son coplanares. 


b) Supongamos definida la recta 2 [resp. 2'] mediante dos ecuaciones car- 
tesianas 


P,=0,  P,=0 [resp. P¡=0, P¿=0]. 


Resulta entonces fácil determinar un vector director V de 2 [resp. V de 2. 
La recta .2 admite W=VD p Y" como vector director, que es por lo tanto la inter- 
sección del plano O, paralelo a W que contiene a Z, con el plano Q”, paralelo 
a W que contienen a 2”. 

Se obtiene una ecuación de O determinando 4 de manera que el plano de ecua- 
ción P, + 2P¿=0 sea paralelo aW, y si este valor se designa por Ao, una ecuación 
de Q es P, + 2y P¿=0. Del mismo modo se determina una ecuación de Q', de 
la forma P; + 2¿ P¿=0. La recta 2 queda entonces definida mediante las ecua- 
ciones P, + 4y P¿=0, y P¡ +A P¿=0. 

Para calcular la distancia más corta entre 2, 2” se puede buscar entre los planos 
de ecuación P, + 2P¿=0 (planos que contienen a 2) el plano 2 paralelo a Y”. 
Del mismo modo se determina el plano 2” que contiene a 2” y es paralelo aV; 
la distancia buscada d(2, 2”) es entonces igual a la distancia entre los planos pa- 
ralelos 2, 2” (véase lo anterior). 


$ 1.9 PLANOS DEFINIDOS MEDIANTE UNA ECUACIÓN 
HOMOGÉNEA DE SEGUNDO GRADO 


En este $ seguimos designando por £; un espacio euclídeo de dimensión 3 provisto de un sis- 
tema de referencia ortonormal (O; í, j, k). El estudio que sigue es análogo al que se ha hecho en 
el $7 en 6. 

Consideremos en primer lugar dos planos 2,, P, de €,, que pasan por O, de ecuaciones res- 
pectivas 


uyx+oy+wz=0, UYXx+oy+w2=0. 


Para que un punto de £, pertenezca a la reunión PU 9, de estos dos planos, es necesario 
y suficiente que sus coordenadas (x, y, z) verifiquen la ecuación f(x, y, z) = 0 con 


10) $05y,2) = (41 x +01) +12) (4x +02) +22). 


124 Nociones de Geometría euclídea 


Se observará que la función f definida por (1) es una forma cuadrática no nula en R*?, de rango 2 
si P,4% P,, de rango 1 si 2, =P. 
Recíprocamente, supóngase dada una forma cuadrática de rango 1 o 2 en R', sea ésta (1): 


xy, 2) =4A +A YA 242 By242B'2x + 2B" xy; 


vamos a discutir la naturaleza del conjunto S de $, definido por la ecuación cartesiana f(x, y, z) = 0, 
y en el caso en que $ es la reunión de dos planos veremos como se determina su ángulo y sus 


planos bisectores. 
Designemos por F la forma cuadrática definida en Ej por 


Por+ e  f(0 9,2) 
y por 9 el operador simétrico de E, asociado a F (véase $ 11.1) por lo tanto de matriz: 


A B" B' 


en la base CJ %. 
S es entonces el conjunto de los puntos M de 6, que verifican F(OM)=0. 
Vamos a discutir la naturaleza de S según el rango de f (igual al de FF). 


a) Para que f sea de rango 1, es necesario y suficiente que exista (a, f, y)% (0, O, 0) tal 
que las líneas de la matriz 2 sean proporcionales a (%, f, /); cambiando si es preciso el orden 
de las coordenadas,se puede suponer « % 0. Existe entonces un Je R* tal que 


[a? ap ya 
9= 5 ap Pp? Py|, de donde 
mm Bb Y 
2 2 
F(x,y,2) = q ox + By + yzl?. 
Se ve por lo tanto que el conjunto S es el plano de ecuación 
ax + By+y2=0. 
b) Supongamos que f sea de rango 2. La ecuación característica de D es 
3) —-XxX*4+1X?-JX=0 


() El caso en el que f es de rango máximo 3, se estudiará en el $ 111.8. 
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con I=A+A'+ 4" =tr(2) 
y J=B 4 B?94+B"-A'A"—- ATA AA". 
Por hipótesis, se tiene JH 0, por lo tanto D admite el valor propio simple O y dos valores pro- 
pios no nulos A y u, que son reales (ya que D es simétrico). 
El núcleo de D es una recta vectorial D, y la recta 2, que pasa por O y es paralela a D, está 


contenida en S. 50 
Según el teorema 11.1.1, existe una base ortonormal (7, J”, Pb), en la cual se tiene: 


Hxi+ry +2 R)= 2x0? + y? 
En el sistema de referencia 2'=(0 ; E k) el conjunto $ está definido por la ecuación car- 
tesiana: 


(4) dx? + py? =0. 


Se deduce inmediatamente: 


— Si A y y son del mismo signo (caso en que f es de signatura (2, 0) o (0, 2)), el conjunto S queda 
reducido a la recta 2. 


Este caso ocurre si, y solamente si, se tiene: 


— Si 4 y y son de signo contrario (caso en que f es de signatura (1, 1)), el conjunto S es la reu- 
nión de dos planos distintos P, 2" que se cortan según 2; 


Este caso se presenta si, y solamente si, se tiene: 


Primer problema: ángulo de los dos planos 


Sigamos con la notación de 5) y supongamos J < 0; vamos a determinar el ángulo de dos 
planos 2 y 2”. 
Si 0 es una medida de este ángulo, se tiene, según (4), o bien 


ES 


te?5= 1. o bien cotg? 9 = - 
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En particular, la relación I = 0 es necesaria y suficiente para que los planos 2, P* sean perpendicu- 
lares. Y cuando 1H 0 se tiene: 


tg 0= -Y. 


Se observará que I/=4 + ju. Al ser reales 2 y y, de la relación / = 0 se desprende J <0. 


Segundo problema: planos bisectores 


Manteniendo las mismas hipótesis y notaciones, busquemos una ecuación de la reunión de 
los planos bisectores de los planos P, 2”: 

En el sistema de referencia 2” antes determinado, los planos 2, 2” se hallan definidos por la 
ecuación (4); sus planos bisectores F, F” están pues definidos por las ecuaciones x'= 0, y'=0, 
Ahora bien, en la base (7, 7, £”), la matriz de D es 


24.0. 0 
Q0'=|0 0 
0.0.0 


Se ve inmediatamente que la condición Me US” equivale a 


[5(0M), DM. V] =0; 


en efecto, en el sistema de referencia 2”, esta relación se traduce mediante la ecuación: 


AR e 0 
uy 0| =0, osea (1-pxy=0. 
0 F 1 


La ecuación de la reunión de los planos bisectores en el sistema de referencia dado es por lo tanto 
Ax+B"y+B'z x: 
B'x+A'y+4Bz y b|=0. 
B'x+By+4"z z 


a 


Cc 


$ IL10 /SOMETRÍAS Y DESPLAZAMIENTOS. 
DESCOMPOSICIÓN CANÓNICA 


En este $, vamos a considerar un espacio afín euclídeo 6, de dimensión n > 2, 
ligado al espacio vectorial euclídeo E,. 
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0 Mientras no se diga lo contrario, el espacio €, no se supondrá orientado. 
Utilizaremos el homomorfismo L: GA(6,) > GL(£,) que a toda biyección 

afín de 6,, asocia su parte lineal (véase $ 1.4). Como de costumbre el grupo orto- 

gonal (resp. especial ortogonal) de E, será designado por O(E,) (resp. SO(£,)). 
Por definición, una isometría de 6, es una aplicación y : 6, +6, tal que 


0) (WMeE, NES) | AMAN] = MN. 


Por ejemplo; si y es una biyección afín cuya parte lineal pertenece a O(£,), es evi- 
dentemente una isometría. Recíprocamente, se demuestra que toda isometría de 6, 
es una biyección afín (véase tomo 1, teorema XIIL.9.1) y, según (1), la parte lineal f 
de una isometría verifica 


Qe) 115] =171, 


lo cual implica que: f e O(£,). En resumen, las isometrías de €, son las biyecciones 
afines de €, cuya parte lineal pertenece a O(E,,). 

Recordemos que los elementos de O(£,) reciben el nombre de endomorfismos 
ortogonales O isometrías vectoriales de E,,. 

El conjunto de las isometrías de £, será designado por Is(6,). 

Se tiene pues 


Is (6,) = L[O(£)] - 


Del hecho de ser O(E,) subgrupo de GL(£,), se deduce que Is(6,) es un sub- 
grupo de GA(G,). Este hecho era de prever ya que las compuestas y las recíprocas 
de biyecciones que verifican (1) también verifican (1). (De un modo general, las 
isometrías biyectivas de un espacio métrico cualquiera forman grupo.) 

Al ser el homomorfismo L suprayectivo se tiene: 


Llls (E,)) = O (E). 


Del mismo modo, la imagen recíproca de SO(£,) de L es un subgrupo de GA(6.,), 
incluido en Is(8,), que designaremos por Dep (6). Sus elementos son las isome- 
trías de determinante + 1;se lesda el nombre isometrías directas O desplazamientos. 

Observemos que Is(é,) Dep (€,) es el conjunto de las isometrías de determi- 
nante — 1; evidentemente no constituye un grupo. Sus elementos reciben el nom- 
bre de isometrías indirectas o antidesplazamientos. 
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Definición MH.10.1 


y El grupo 1Is(6 ,) recibe el nombre de grupo de las isometrías de 6,,; el grupo 
$ Dep (6,) recibe el nombre de grupo de los desplazamientos (o de las 
isometrías directas) de €. 


Estas definiciones son independientes de toda orientación de 6,,. 
Sabemos que SO(£,) es un subgrupo distinguido de O(£,) y que el grupo co- 
ciente O(E,)/SO(E,) tiene dos elementos. De ello se deduce: 


11.10.1 El grupo Dep (6,,) es subgrupo distinguido de Is(6,,) y el grupo cociente 
Il Is(6,)/Dep (€) tiene dos elementos. 


Esta proposición se demuestra inmediatamente componiendo el homomorfismo: 
L : 15 (8,) => O (E,) 
con el homomorfismo canónico 
O (£,) > O(E,)/SO (E,), 
el compuesto de estos dos homomorfismos es suprayectivo y su núcleo es 
Dep (8) . 


Esto se puede ver perfectamente observando que: 


i) Si y es una isometría cualquiera y y un desplazamiento, entonces p”*o yo p 
es un desplazamiento. 

ii) Si p, y son isometrías indirectas, entonces poy”*es un desplazamiento 
(estas proposiciones se desprenden inmediatamente de las propiedades de 
los determinantes). 


Volviendo a las definiciones del $ 11.2 se ve inmediatamente que los conceptos 
de variedades ortogonales o perpendiculares son invariantes en el grupo Is(é,) y no 
ocurre lo mismo con la distancia angular de vectores o de rectas. Esta observación 
se utilizará constantemente en lo que sigue. En particular, haremos uso con fre- 
cuencia de la propiedad siguiente: 


1.10.2 Si p es una isometría de 6, que deja fijos los puntos de una variedad 
afín Y, entonces las variedades suplementarias ortogonales de Y” son 
globalmente invariantes por q. 
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En efecto una tal variedad W tiene un punto único común / con Y”; 1 es fijo 
por p y Y es la única variedad suplementaria ortogonal de Y” que pasa por /.] 


Utilización de los sistemas de referencia ortonormales 


Ss Sea 2R =(0;é, .. ., 8,) un sistema de referencia ortonormal de £,, y RR =(0'; 
és «».» €,) un segundo sistema de referencia. Sea P la matriz de paso de la base 
(ép > 2) a la base (85, ..., en) y (la matriz columna de las coordenadas de O” 


en 2. Según la relación (1) del $1.12, se tiene: 


(2) a=(l+PY', 


designando por Y [resp. 2'] la matriz columna de las coordenadas de un punto M 
en 2 [resp. 2']. 

Para que el sistema de referencia 2” sea ortonormal, es necesario y suficiente 
que la matriz P sea ortogonal, Para que 2' sea ortonormal y de la misma orienta- 
ción que R, es necesario y suficiente que la matriz P sea ortogonal y de determi- 
nante + 1. De esto se deduce: 


1.10.3 Supongamos a £,, orientado de manera que el sistema 2R=(0;%,....?,) 
sea directo. Para toda biyección afín y, sea R, el sistema de referencia 
(010); Fr), -.. FÉ») > 
donde f = L(p) designa la parte lineal de p. Entonces la aplicación p+> Rp 
define una biyección de Dep (6,) en el conjunto de los sistemas de refe- 


rencia ortonormales directos de €,, y una biyección de 1s(S,) Dep (8) 
en el conjunto de los sistemas de referencia ortonormales indirectos de 6,. 


Observación. Supongamos que se tenga O' =0 y que 2" sea ortonormal. Se 
tiene entonces Y = PZ”, de donde %' = PY = “PX (ya que la matriz P es 
ortogonal). 

Si los sistemas de referencia 2, 2” tienen el mismo origen y son los dos orto- 
normales, el conocimiento de la matriz de paso P permite pues, sin otro cálculo, 
expresar las coordenadas en 2" en función de las coordenadas en 2. 


Siguiendo con el supuesto de que el sistema de referencia 2 = (0; É,, .. > €) 
es ortonormal directo, sea y : £, > 6, una aplicación afín, sea O la matriz de L(p) 
en la base (3, ..., €,). Según la fórmula (2) del $1.12 se tiene: 


Y=T +07, 
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donde T, Z e Y designan respectivamente las matrices columnas de las coorde- 
nadas del punto (O), de un punto cualquiera M € 6, y del punto y(M). De donde: 


Para que la aplicación afín p sea una isometría [resp. un desplazamiento], es 
necesario y suficiente que la matriz O sea ortogonal [resp. ortogonal y de determi- 
nante + 1]. 


Propiedad de los endomorfismos ortogonales 


Una matriz ortogonal M de coeficientes reales puede ser considerada como 
unitaria puesto que verifica *M.M = 1 (donde / designa la matriz unidad) y M=M, 
por lo tanto 'M.M = I (véase tomo 1, p. 448 y 468). Según el teorema XIII.6.4 
del tomo 1, una tal matriz es diagonalizable en C- y sus valores propios son todos 
de módulo 1. Sus valores propios reales son pues necesariamente iguales a + 1 
oa—l, 

Por otra parte, al ser M de coeficientes reales, sus valores propios no reales 
son dos a dos imaginarios conjugados: si e” (0/7 ¿ Z) es un valor propio complejo 
de M, e” es un valor propio del mismo orden de multiplicidad. De donde se de- 
duce inmediatamente: 


11.10,4 El determinante de un endomorfismo ortogonal f es igual a (— 1)” 
donde p designa el orden de multiplicidad de 1 como valor propio (con- 
viniendo en que p =0 si 1 no es valor propio de f). 


Demostración. El determinante de f es igual al producto de los valores propios 
de su matriz M en una base ortonormal cualquiera (entrando cada uno como factor 
tantas veces como indique su orden de multiplicidad) y el producto de los valores 
propios no reales es igual a 1. Por otra parte, si se designa por p y q los órdenes 
de multiplicidad respectivos de + 1 y — 1 como valores propios de M, el número 
de los valores propios no reales de M es par e igual a n— p — q. Se tiene por lo 
tanto 


en =D Y (DRA 1 
de donde: 
det (f) = (- 197" .] 


Corolario 


Si n es impar, toda isometría vectorial directa de E, admite +1 como 
Il valor propio. 
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Con las notaciones de 11.10.4 se tiene en efecto (—1)"?= 1, de donde 
(- 1” =—1 y (ya que p es positivo) la desigualdad p > 1, y por lo tanto 1 es 
valor propio f. 

Téngase presente que un endomorfismo ortogonal f de E, no es necesariamente 
diagonalizable en el cuerpo R. En efecto un tal endomorfismo solamente es 
diagonalizable cuando los espacios propios asociados a los valores propios + 1 
y — 1 son suplementarios, lo cual exige que sea una simetría ortogonal (véase $ 1.11). 

Sin embargo, puesto que la matriz de f en una base ortonormal es diagonali- 
.zable en el cuerpo C, se ve que el espacio característico asociado a un valor 
propio real de f está formado por vectores propios. La dimensión del R-espacio 
propio asociado a un valor propio real de f es por lo tanto igual al orden de multi- 
plicidad de este valor propio. 


Volveremos a obtener este resultado por un método directo, sin recurrir a la 
teoría de los operadores unitarios, estableciendo lo siguiente: 


1.10.5 Sea f una isómetría vectorial de E, y 2 un valor propio real de f. Se tiene 
entonces ¿= +102=>—1 y la dimensión del espacio propio asociado 
es igual al orden de multiplicidad de este valor propio. 

Demostración. Por hipótesis, existe un vector no nulo % € E, que verifica 

6) S0=/2%; 

y, para todo vector Ú € E,, se tiene 

(4) 10.16) =4.3 


de donde, si Y =%, 
(2-1) 21? =0, 0 sea 12=1. 


Por otra parte se tiene, comparando (3) y (4): 
6) WMeE) ú.3- 46] =0 
de donde, al ser /2?= 1, 


ú.[23- f00)] =0. 


Sea entonces F= fil) el subespacio de dimensión n— 1 ortogonal a d. Por 
aplicación de (5), se ve que F es estable en f, y la restricción de f a F es una iso- 
metría vectorial de F. 
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Para establecer el segundo aserto 11.10.5 basta entonces proceder por recurrencia 
sobre el entero n: la propiedad enunciada se cumple evidentemente para n= 1, 
y, si se cumple para el orden n— 1, se cumple para la restricción g de fa F. Si 2 
es un valor propio de orden « de f, es valor propio de orden «— 1 de g; el espacio 
F, de los vectores propios de f contenidos en F y que corresponden al valor pro- 
pio 2 es por lo tanto de dimensión « — 1, y el espacio propio de f asociado a A 
es Vect (dy, F;). Es por lo tanto de dimensión «.] 


Prolongación de las isometrías 


Recordemos aquí un resultado importante establecido en el tomo 1 (teorema 
XII.11.4): 


11.10.6 Sean X, Y dos partes en 6, y sea p : X > Y una isometría de X en Y 
(o sea una aplicación de X en Y que verifica 


(WM,NeX) |PMAN]| = MN |). 


Existe entonces por lo menos una isometría p de €, cuya restricción a X 
es igual a p, y si €, = AfF(X), y es única. 


Corolario 


Sean (A); <i<» Y (Bd1<i<» dos familias de puntos de €, que verifican: 
(Vi,j=1,2,....p) 1B,B, | = 14:45 || ; 
existe entonces una isometría $ de E, que verifica 
(Vi=1,2,...,p) HA) =B;, 
y si (A),<i<» engendra afínmente É,, esta isometría y es única. 


Demostración. Basta aplicar 11.10.6 tomando como X, Y los conjuntos 
LA, -.., Ap), [Bj ..., Bp), y como q la aplicación 


A+ B, (i=1,2,..., p)-] 
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Observaciones. 


1. Si en IL10.6, se supone que Aff(X) es de dimensión <n— 1, existe por 
lo menos un desplazamiento y de E, que prolonga a y (véase tomo 1, teorema 
XIH1.11.4), y si Aff(X) es de dimensión n— 1, el teorema 11.11.1 (véase más ade- 
lante) demuestra que un tal desplazamiento y es único. 

2. Se ve fácilmente que la existencia de una aplicación isométrica de $, en 8, 
sólo es posible si es p > n, ya que una tal aplicación es afín e inyectiva. 


Isometrías de un espacio afín asociado a un espacio prehilbertiano 


Sea S un espacio afín sobre un espacio prehilbertiano £ de dimensión infinita. 
Se definen de la misma manera las isometrías de 6 y se demuestra que toda iso- 
metría de $ es necesariamente afín (véase tomo 1, p. 492) e inyectiva, pero no ne- 
cesariamente biyectiva. 


$ IL11 ESTRUCTURA DE LAS ISOMETRÍAS; 
PUNTOS FIJOS 


Grupos Is,(€,) y Depu(6,). 

Sea A un punto dado de 6,,; el conjunto de las isometrías [resp. desplazamien- 
tos] que dejan fijo a 4 es un subgrupo de Is($,) [resp. Dep £,] que nosotros de- 
signaremos por Is,(£,) [resp. Dep,(8,)]: es el subgrupo de isotropía de A (véase 
tomo 1, p. 82) para la operación natural de Is(6,) (resp. Dep (6,,)) en 6. 

Los elementos de Dep, (6,) recibirán el nombre de rotaciones (se sobreentiende: 
afines) de centro 4. 

La aplicación y+> L(p) es un isomorfismo de 1s,(6,,) sobre O(E,), y un isomor- 
fismo de Dep,(6,) sobre SO(£,). Esto demuestra que las isometrías que admiten 
un punto fijo se reducen a isometrías vectoriales en E; más concretamente: las 
isometrías de centro A de €, son las isometrías vectoriales del espacio vectorial 
euclídeo que se obtiene al tomar A como origen en €. 

Si f es un endomorfismo ortogonal de E,, el conjunto F de sus puntos fijos es 

el subespacio propio asociado al valor propio 1 (y por lo tanto se reduce a (0) 
si 1 no es valor propio de f). Según I1.10.5, su dimensión es por lo tanto igual al orden 
de multiplicidad de 1 como valor propio de f (conviniendo que si 1 no es valor propio 
de f, su orden de multiplicidad es cero). 
e En lo que sigue designaremos por v(f) la dimensión del espacio F de los ele- 
mentos fijos de un endomorfismo f de E,. Igualmente, designaremos por v(p) la 
dimensión de la variedad afín F constituida por los puntos fijos de una aplicación 
afín q de €,,, de donde: v(p) =—1 si %F es vacío. 
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Si F no es vacío y si se pone f = L(p), se tiene, según 1.6.4: 


v(p) = v(S) 


Ejemplos 


l. Sea q una traslación de É,, se trata de un desplazamiento. Si p =1dg.,, 
se tiene v (p)=Y(f)=n. Si p A Ide,, y carece de punto fijo y se tiene v(p) =—1. 

2. Según I1.10.5, toda matriz ortogonal de determinante + 1 y de orden impar 
admite a 1 como valor propio. Por lo tanto si el entero n es impar, no existe ningún 
desplazamiento de 6,, que admita un punto fijo único. 


Simetrías ortogonales 
Definición 1.11.1 


3 Sea 4 una subvariedad afín no vacía de €, de dirección H y de dimensión 
p <n—.1. La simetría (se sobreentiende ortogonal) respecto a 4 es la 
$ simetría afín s de dirección H- respecto a 4 (véase $ 1.10). 


Dicho de otro modo, para todo punto M € 6,,, s(M) es el simétrico de M con 
relación a su proyección ortogonal en %. 

e Sip =n— 1, se dice que s es una simetría de hiperplano 4%. 

e Si p =n—2, con n > 3, se dice que s es una simetría axial en torno a Y 
(o de eje %, si n= 3). 

e Finalmente si p = 0, es decir si 4 se reduce a un punto O, se dice que s es 
una simetría central, de centro O. 


Volviendo al caso general, elijamos un sistema de referencia ortonormal 
R=(0;É,,...,É,) 
tal que O e4 y H= Vect (8, ..., €,), lo cual supone que H* = Vect (ép+r, ..., en). 
Si M es un punto de é, de coordenadas (x,) en %, las coordenadas (y,) de su 


imagen M' =s(M) vienen dadas por: 


(1) Y¡=xX; para 1<i<p; »=-—X para ¡>Pp. 
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Se ve de inmediato (ya sea directamente, o bien con ayuda de las relaciones (1)), 
que la simetría s es una isometría y que el conjunto de sus puntos fijos es 4. Se 
tiene pues aquí v(s) = p = dim (4%). 

Toda simetría ortogonal es por lo tanto una isometría. 

Las relaciones (1) hacen ver además que s es un desplazamiento (por lo tanto 
una rotación afín) si el entero n —p es par, y una isometría indirecta si n— p es 
impar. En particular: toda simetría axial es una rotación afín; toda simetría respecto 
a un hiperplano es una isometría indirecta; finalmente una simetría central de 6, es 
una isometría directa o indirecta según que n sea par o impar. 

Las simetrías con relación a hiperplanos están caracterizadas por la proposi- 
ción siguiente: 


1.11.1 Las únicas isometrías que dejan invariante a cada punto de un hiper- 
ll plano % son la aplicación idéntica y /a simetría respecto a %. 


Demostración. Sea q una isometría de 6, que deja invariante a todo punto de Y. 


e Si y admite un punto fijo A tal que A ¿-%, entonces y deja invariante a todo 
punto de la variedad afín engendrada por A y %, variedad que no es sino el mismo 
6,,; se tiene pues y = Idg,. 

e Si y no admite más puntos fijos que los de 4, sea M un punto de 4%, 
y M' = p(M). Entonces cada punto P de 4 verifica PM = PM”, y al ser M4 M', 
resulta que % es el hiperplano mediador del segmento [M, M']. Dicho de otro modo, 
M' es el simétrico de M respecto a 4. 


Producto de simetrías 


Las propiedades elementales de los productos de simetrías en 6, y 6, son casos 
particulares de la proposición que sigue, la cual se desprende inmediatamente de 
las fórmulas (1) y de 1.2.3. 


11.11.2 Designemos por s,, sy las simetrías respecto a dos variedades afines no 
vacías H,, Ha de En. 
a) Si A, y XA, son perpendiculares, el producto s, os, es la simetría 
respecto a X, OK a. 
b) Si 4, y X, son ortogonales y tienen un punto común O, entonces 
5, o sy es la simetría respecto a la variedad afín que pasa por O y es su- 
plementaria ortogonal de AÑ(4, UA). 


En los dos casos a) y b) considerados se tiene, sa 0 5, = 5,0 So. 
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En particular, el producto de las simetrías respecto a dos variedades afines 
suplementarias ortogonales 4,, X, es la simetría central cuyo centro es el punto 
de intersección de 4,, Fa. 

Observemos, en lo que sigue, que el producto de p simetrías respecto a hiperplanos 
es un desplazamiento si p es par y una isometría indirecta si p es impar. 

Inversamente, las relaciones (1) muestran que toda simetría respecto a una 
variedad 4 de dimensión p es el producto de n— p simetrías respecto a hiper- 
planos que contienen a 4 y perpendiculares dos a dos. 

Veremos más adelante ($ 12) que toda isometría es un producto de isometrías 
respecto a hiperplanos. 

Para terminar, señalemos la siguiente caracterización de las simetrías. 


1.11.3 Para que una isometría de 6,,, distinta de la aplicación idéntica, sea una 
simetría, es necesario y suficiente que sea involutiva. 


Demostración. Evidentemente la condición es necesaria. Inversamente, sea p 
una isometría involutiva de 6,; para todo punto M € 6,, el punto medio del seg- 
mento [M, p(M)] es un punto fijo de q. Por lo tanto y admite por lo menos un 
punto fijo O. Por otra parte f = L(g) es una isometría involutiva de E,, o en otros 
términos, se tiene f? = Id, 

Se ve entonces inmediatamente que E, es la suma directa de los subespacios 
F, G definidos por: 


F=(x€E,1f()=x) y G=(xE,1f()=-—x) 
(en efecto todo xe€E, se descompone en x=y-=+z con y =3¿[x—f(x)] y 
z=3lx +/(9)], y se tiene pe F, 26 G, FAN G= (0). 
Además F y G son ortogonales; ya que si y e F y z € G, se tiene: 
y.z = f(y).f(2) = y.(— 2) = — y.z, de donde y.z=0. 
Se ve por lo tanto que f es la simetría vectorial ortogonal respecto a F. 
Sea entonces O un punto fijo cualquiera de y. Tomando O como origen en 


6. p se identifica con f, y de ello se deduce que y es la simetría ortogonal respecto 
a la variedad 4 afín de dirección F que pasa por O.] 


Descomposición canónica de las isometrías 


Es evidente que toda isometría y de €, es, de una infinidad de maneras, el pro- 
ducto de una traslación 7 y de una isometría y que admite por lo menos un punto 
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fijo. Vamos a estudiar este problema de descomposición imponiendo a 7 y a y, 
condiciones suplementarias. Estableceremos antes un lema: 


Lema 


Sea y una isometría tal que v(y) > 1 y sea í una traslación de vector V 
| paralelo a la variedad F constituida por los puntos fijos de y. Entonces 
Y y T conmutan, 0 sea pot=T0Y. 
Demostración. Pongamos y” =t*o yor y sea M un punto cualquiera de 4; 
entonces el punto M' = 1(M) pertenece a F (ya que Y = MM es paralelo a F) 
y se tiene: 


Y(M) = 3 [UM] = 7 UM”) =M. 


Dicho de otro modo, la isometría y deja invariante a cada uno de los puntos de 4 
y como y” tiene la misma parte lineal que y, se tiene y” =p, o sea por =to0 p.] 


Teorema 11.11.4 


Sea p una isometría de $, cuya parte lineal f verifica (f) > 1 (lo cual 
se cumple en particular si p carece de punto fijo). Existe entonces un 
par único (y, 1) constituido por una isometría y, tal que v(y) = v(f), y una 
traslación 7, de vector nulo o paralelo a la variedad F de los puntos fijos 
de y, que verifican las relaciones equivalentes: 


(2) p=to0Y, p=Yor. 


Demostración. Designaremos por F el espacio vectorial de los elementos fijos 
de f, en G=F- su ortogonal y por Y una variedad afín de dirección G, fijada 
arbitrariamente. Pondremos Y' = y(9). 

a) Unicidad. Sea (y,T) un par que verifica las condiciones impuestas, por lo 
tanto tal que y =7 0 p, de donde L(y) =f. La variedad 4 de los puntos fijos 
de y tiene por dirección F; por lo tanto F y Y son suplementarias ortogonales 
y, según 11.10.2, 9 es estable en y. Se tiene pues: 


9" = 09) = US) = 19). 
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Ahora bien existe una traslación única 1 de vector ortogonal a Y (es decir nulo o 
paralelo a 4) que verifica ($) = Y”. Si M' designa la proyección ortogonal en 
$” de un punto cualquiera M de $, el vector de 7 es MM” (véase la figura 11). De 
donde la unicidad de 7 y, por lo tanto, de y. 


b) Existencia. Seat la traslación de vector ortogonal a Y que verifica ($) =9", 
y sea y =tl0 q. Se tiene: 


UG) = UG) =9. 


Figura 11. 


Por lo tanto Y es estable en y y la restricción y, de y a Y admite como parte lineal 
la restricción f, de fa G. Ahora bien, f, no admite más punto fijo que el origen. 
Según 1.6.5, y, admite un punto fijo único /2, el cual es evidentemente un punto 
fijo de y. 

Puesto que L(y) =f, el conjunto de los puntos fijos de y es la variedad 4, de 
dirección F, que pasa por 42, y se tiene p =T0 y =wyor; de donde se deduce 
el resultado.]] 


Observación. Si v(f) =0, p admite un punto fijo único y el teorema 11.11.4 
sigue siendo válido si se conviene en que no existe vector no nulo paralelo a una 
variedad afín reducida a un punto. Se tiene entonces una descomposición única 
de la forma (2), con t = Idg,,. 


Aplicaciones 


En lo que sigue, designaremos siempre por y una isometría de 6, por f su parte 
lineal y por F el conjunto de los puntos fijos de y. 


Utilizaremos el resultado siguiente, que se desprende inmediatamente de 11.10.4 
y IL10.5: 
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1.11.5 El entero n—v(f) es par o impar según que y sea un desplazamiento 
ll o una isometría indirecta. 


Según I1.10.5 se tiene en efecto v(f) = p, donde p designa el orden de multi- 
plicidad de 1 como valor propio, y según II. 10.4 se tiene det (f) = (—1)""”, de donde 
el resultado.] 


Caso n = 2 


a) Si p es un desplazamiento del plano euclídeo 6,, se tiene v(f)= 0 Ó u(f) =2. 
Si (f) =0, q tiene un punto fijo único O, se trata de una rotación de centro O. 
Si (f) =2, se tiene f= Idyy, luego y es una traslación. 

b) Si y es una isometría indirecta, se tiene necesariamente v(f) = 1, y por lo 
tanto Fes vacío o de dimensión 1. Si F es una recta, y es la simetría respecto 
a esta recta (véase 11.11.1). 


El teorema 11.11.4 muestra entonces que toda isometría indirecta de £, se des- 
compone (de manera única) en el producto de una simetría respecto a una recta y 
de una traslación de vector paralelo a esta recta (siendo este producto conmutativo). 


Caso n= 3 
a) Si p es un desplazamiento, se tiene v(f) = 1, 6 v(f) =3. Siv(f) = 3, f es 


la aplicación idéntica y p es una traslación. 
Si v(f) = 1, se tiene la descomposición 


(0) p=toYy=yYort, 


donde y designa un desplazamiento cuyo conjunto de puntos fijos es una recta D 
y t una traslación de vector nulo o paralelo a D. 

Se dice entonces que y es una rotación de eje D y que y es un atormillamiento 
(o desplazamiento helicoidal) del eje D. 
Ñe Elijamos un sistema de referencia ortonormal (O; PS Le 7h tal que OeD y que 
k sea un vector director de D; al ser la restricción de y al plano (O; L 7 una 
rotación de centro O, la matriz de y en este sistema de referencia es de la forma 


cosO —senU 0 
send cos 0 0 
0 0 1 


Si se orienta el plano? =(0; i, 15) de manera que la base "E SN) sea directa, la 
restricción de y a este plano es una rotación de ángulo 0. El elemento De R/271Z 
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depende por lo tanto solamente de la orientación elegida en el plano P, ortogonal 
en O a D. Se transforma en su opuesto cuando se cambia esta orientación por su 
opuesta. 


e En la práctica, se orienta primero 6¿; después se orienta la recta D eligiendo 
un vector director k; finalmente se conviene en orientar 4 de manera que si (1, /) es 
una base directa de 2 la base (1, j, %) sea una base directa de 6,, y si la restricción 
de y a 2 es una rotación de ángulo 0 alrededor de O, se dice que y es una rotación 
de ángulo 0 alrededor del eje (orientado) D. 

Si 0 = xx (mod 2 1), y es la simetría axial de eje D (siendo este concepto inde- 
pendiente de toda orientación). 

b) Si y es un antidesplazamiento, se tiene v(f) =0 o v(f) = 2. 


l Si vf)=0, p admite un punto fijo único O. Existe entonces un sistema 
de referencia ortogonal (O; i, j, K) en el cual la matriz de p es de la forma: 


cos O —sen0 0 
senO coso 0 
0 0 -1 
(véase tomo 1, p. 496). 


Entonces q es el producto de una rotación y de la simetría respecto a un plano 
ortogonal al eje de esta rotación. Si 0 = xx (mod 21), y es la simetría central de 
centro O. 


2. Si v(f)=2, utilicemos la descomposición y =yoT=to0 y dada por el 
teorema 11.11.4. Entonces y es una isometría cuyo conjunto de puntos fijos es un 
plano 2 de 6,; es pues una simetría respecto a este plano (véase prop. 11.11.1) y 
T es una traslación de vector nulo o paralelo a 2 (véase la figura 12). 


M «M) 


YM) o(M) 


Figura 12, 
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Si p admite por lo menos un punto fijo y si v(f) =2, se tiene y =y y y es 
una simetría respecto a un plano. 


$ 1.12 GENERADORES DE LOS GRUPOS 1s(6,) Y Dep (6,) 


En este $, vamos a completar los teoremas XIIL.10.5 y XIIL11.1 del tomo 1. 
Supondremos n > 3 y adoptaremos los mismos convenios respecto a la notación 
que en el $11. 


Descomposición de traslaciones 


Haremos uso de la propiedad elemental siguiente, cuya demostración es inme- 
diata: 


Designemos por Y,, Y, dos variedades afines no vacías paralelas de dimensión 
p <n— 1, por Ú el vector ortogonal a Y”, tal que Y¿=Y, + Ó ypors(i=1, 2) 
la simetría respecto a Y,. Entonces, la compuesta $90 S, es la traslación de vector 2 D. 

Recíprocamente, sea 7 una traslación de vector D, Y, una variedad afín cual- 
quiera ortogonal a U y Y, la variedad Y, + 47. Se tiene entonces: 


T=52081, 


donde s, (i= 1, 2) es la simetría respecto a Y. 


Generadores de Is (6,,) 


e En lo que sigue, adoptaremos el convenio (habitual) de que el producto de cero 
elemento de un grupo es el elemento neutro de este grupo. 

Seguiremos designando por v(p) la dimensión de la variedad de los puntos 
fijos de una isometría p y empezaremos recordando un resultado del tomo 1 
(véase demostración del teorema XIII.11.1) de donde resulta que las simetrías 
respecto a los hiperplanos de 6, constituyen un sistema de generadores del grupo 
1s(6,). 


Teorema 11.12.1 


| Toda isometría p de €, es producto al menos de una familia de p si- 
metrías respecto a hiperplanos con p <n—v(p). Además, se pueden 
elegir estos hiperplanos de tal manera que contengan a la variedad afín 
de los puntos fijos de p. 
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Se puede demostrar que la cota superior n +1 no puede ser mejorada: por 
ejemplo, si n= 3, un desplazamiento helicoidal que no se reduzca ni a una tras- 
lación, ni a una rotación, no puede descomponerse en menos de 4 simetrías respecto 
a hiperplanos de 6. 


Generadores de Dep (6,,) 


Vamos a reemprender ahora, por otro método, el estudio iniciado en el teo- 
rema XIIIL.10.5 del tomo 1. 


Teorema 11.12.2 (*) 


Suponiendo n > 3, sea p un desplazamiento de €, que tiene por lo menos 
un punto fijo Q. Entonces y es el producto al menos de una familia 
de p simetrías axiales con ejes que pasan por 0, verificando el número 
p las condiciones 


p<n—-vwp) y p<n—=1. 


Demostración. La demostración se basa en el hecho de que para todo desplazamiento y de 
$, que admita por lo menos un punto fijo, el entero n — v(p) es par (esto es consecuencia de 11.11.5, 
ya que aquí v(f) = Up). 


Primer caso: v(p) > 1. Basta entonces establecer que y es el producto de p simetrías radiales, 
con p < n— v(p). Haremos un razonamiento por recurrencia sobre el entero 


q= 3 - vo]. 


ya que el caso en que q =0 (0 sea v(p) = n) es trivial, por ser entonces y la aplicación idéntica 
de 8, (véase el convenio antes establecido). 
Suponiendo que la propiedad enunciada se cumple hasta el orden q — 1, es decir para 


vp)>n-2q +2, con q>1, 


vamos a ver que se cumple también para el orden q, es decir para v(p) =n—2qg. 


Supongamos pues v(p) = n—2 q, con q > 1, y sea F la variedad de los puntos fijos de p. 
Según las hipótesis se tiene dim (F) = v(p) = n—2 q < n. Existe por lo tanto al menos un punto 


(1) Se observará que este enunciado deja de cumplirse para n = 2, ya que las simetrías axiales de $, 
son las simetrías centrales, y el producto de simetrías centrales en número cualquiera es una simetría 
central o una traslación. 
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Ae€6, tal que y(4) % A. Pongamos B = (4): entonces F está contenida en el hiperplano me- 
diador f, del segmento [4, B] y Qe %. 

Vamos a demostrar que existe un par (0,, 0,) de simetrías axiales tales que el producto 0,0 0% 
lleva a B sobre A y deja fijos todos los puntos de F. 

Para ello, elijamos un hiperplano 4, que contenga a F y B, después un hiperplano 4, per- 
pendicular a £, y F,, que pase por /2. Laexistencia de %, resulta de la desigualdad dim (F) < 
< n—2, y la de 4 de la hipótesis n < 3 (véase la figura 13). 


Figura 13. 


Designemos por h, h,, ha las simetrías respectivas respecto a los hiperplanos 4, *,, Fo, y 
pongamos: 


0,=hjoh, 0,=hoh, de donde 0,00,=hjohj. 


Entonces (al ser 4 perpendicular a 4, y %), 0, y 0, son simetrías axiales de ejes respectivos 
ROXANA que pasan por 2, y se tiene 


0,0 0LB) =h,ohAB) =h(B) =4. 


Además, 0;, 0, y h tienen la misma restricción sobre F; la restricción de 0, o 0, sobre 4 es por lo 
tanto la misma que la de ho h; se trata de la aplicación idéntica de 4. 

El desplazamiento y = 0, 0 00 q deja, por lo tanto, fijo el punto A, así como cada uno de los 
puntos de F; se tiene pues v(y) > dim(F) + 1 = up) + 1. Pero, teniendo en cuenta que los 
enteros n — v(p) y n— v(y) son pares, se deduce que v(y) — v(p) es un entero par que verifica 
v(y) —v(p) > 2, de donde v(y) > 1—2q +2. 

De acuerdo con la hipótesis de recurrencia, existe por lo tanto una familia de r simetrías axiales, 
St» S2» » +.» Sy, CON ejes que pasan por 2, siendo r < 2 (q — 1), y que verifican 


Y =5,0570...05,; 
de donde se deduce: 
p=(0,00) oy =0,00 94 


0300,05,0...05,. 


Por lo tanto y es el producto de una familia de p = r + 2 simetrías axiales, con ejes que pasan 
por 2, siendo p< 2q =n—v(p); de donde el resultado. 
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Segundo caso: v(p) = 0. Es el caso en que y admite a (2 como único punto fijo. Sea entonces 
A un punto cualquiera de 6, distinto de 2, y sea B = p(4). El hiperplano mediador 4 del seg- 
mento [A, B] pasa por (2. Por ser n> 3, existe una variedad afín Y”, de dimensión 1 — 2,con- 
tenida en 4, que pasa por 2 y por el punto medio del segmento [4, B]. La simetría axial o de 
eje Y permuta A con B; por lo tanto el desplazamiento y = ao q deja invariantes a 2 y A, y se 


tiene la desigualdad v(yw) > 1. Pero, lo mismo que antes, se sabe que el entero v(y) — v(p) = v(y) 
es par. Se tiene pues efectivamente v(y) > 2. 

Por el estudio del primer caso, se sabe entonces que existe una familia de r simetrías axiales 
St» - +=» 5,, CON ejes que pasan por 2, siendo r < n—2, tales que y = 5,0 s¿0 ...o0 sp. De esto, 
se deduce que p =00 y =5s,0 520 ...o s, es el producto de p =r + 1 simetrías axiales con 
ejes que pasan por /2, siendo p < n— 1, de donde el resultado.] 


Mediante un razonamiento análogo, se establecería fácilmente que todo des- 
plazamiento p de €, (n > 3) es el producto de una familia de p simetrías axiales, 
con p < n. Basta considerar una simetría axial o tal que o o y tenga por lo menos 
un punto fijo y aplicar 11.12.2 a ao q. De esto resulta que el grupo Dep (6,,) es 
engendrado por el conjunto de las simetrías axiales. En realidad, se tiene el resultado 
más preciso que sigue: 


Teorema 11.12,3 


| Sea q un desplazamiento cualquiera en €, con n > 3. Entonces p es el 
producto al menos de una familia de p simetrías axiales, con p <n—1. 


Demostración. Puesto que el caso en que py admite por lo menos un punto 
fijo ya ha sido tratado, supondremos que q carece de punto fijo. Entonces (según 
11.11.4) y admite una descomposición de la forma 


0 =254 


donde y designa un desplazamiento tal que v(y) > 1 y 7 una traslación de vector 
no nulo D paralelo a la variedad F constituida por los puntos fijos de y. Sea Y 
una recta de .F paralela al vector % y sea 4 un hiperplano ortogonal a Y que 
corta a 2 en un punto (2. Un tal hiperplano 4” es estable en y según I1.10.1 y 
la restricción y” de y sobre. es un desplazamiento de 4 que tiene a 2 como punto 
fijo. Según el teorema 11.12.1, existen variedades afines Y,, Vy, ..., Y ¿, de dimen- 
sión n—2, contenidas en 4 y que pasan por 4, en número de q <n— 1, tales 
que se tiene y” = 0, 0 030 ... o 6,, designando por o, la simetría de hiperplano Y, 
en %. Por ser y” un desplazamiento, el entero q es par. Se puede uno limitar al 
caso q > 0, ya que el caso en el que y es una traslación es evidente (véase el co- 
mienzo de este $). 

Sea s, la simetría axial de eje Y, en É,,: si se pone [ =5,0 530 ... 0 Sy, la res- 
tricción de £ sobre 4 es y” y su restricción sobre 2 es la identidad (puesto que 
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la restricción de cada s, sobre 2 es la simetría central de centro Q, y q es par). Se 
tiene por lo tanto ¿ = y. Dicho esto, Y, es ortogonal al vector 8 de la trasla- 
ción T. Se puede pues poner: 
T=pos, donde p es la simetría radial de eje Y =YV, +47. 
De donde: 
p=toY =poso(s, 0570-05) = pols, 95,)05,0:""05,, 


o sea (puesto que s, o s, = Idg). 


0) p=posj00:0s. 


Figura 14. 


La relación (1) es una descomposición de y en q simetrías axiales, y se tiene q <n—1 
(véase la figura 14).] 


Observaciones 


1. Coloquémonos en el caso en que y no admite punto fijo; entonces según 
el teorema 11.12.1, en el razonamiento que antecede, basta introducir un número 
q de simetrías o, inferior o igual a: 


(m1) 4) = (1 D)- (90) - 1)=n-— 1). 
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Designando por f la parte lineal de p, se tiene: v(f) = v(p). De donde se deduce: 


— Si y no admite punto fijo, existen simetrías axiales, en número inferior o 
igual a n—v(f), de las cuales p es el producto. (En este caso, necesariamente 
10) >1) 

— Si q admite por lo menos un punto fijo, existen simetrías axiales, en número 
inferior o igual a n— v(p), de las cuales y es el producto. 


2. La descomposición de un desplazamiento en simetrías radiales constituye 
un instrumento muy potente, a veces más ventajoso que 11.11.4, o que la descom- 


posición en simetrías respecto a hiperplanos. 
Para n = 3, se vuelve a encontrar el resultado conocido: todo desplazamiento 
de 6,, que no se reduce a una simetría axial, es producto de dos simetrías axiales. 
3 q 


$ 1.13 SEMEJANZAS. INVERSIONES 


En E£,, se da el nombre de semejanza vectorial a todo automorfismo g = Af, 
donde 1 € R* designa una constante y f un automorfismo ortogonal de E, ; en otros 
términos, una semejanza vectorial es el producto de una homotecia vectorial de 
razón 2 no nula y de un automorfismo ortogonal. 

Cambiando si es preciso f por — f, se puede suponer siempre que el número 4 
es positivo, y se dice entonces que g es una semejanza de razón A. 

La razón de una semejanza queda definida de manera única. En efecto, se tiene, 
con las notaciones que anteceden: 


(1) det (g) = det (4f) = 2" det (f) ; por otra parte, det (f) = + 1, 


de donde, si 4 >0: 


4r=|det(g)] y [der (9) 1, 
Se observará que una homotecia vectorial de razón k 4 0 es una semejanza de 
razón | k|(). 

Para que un automorfismo g de E, sea una semejanza de k (k > 0), es necesario 
y suficiente que verifique una de las condiciones equivalentes que siguen: 


(9) Se tendrá en cuenta que la razón de la homotecia vectorial h : W4> 2.7, es A. Pero si se considera 
a h como una semejanza, la razón de esta semejanza es | 2 |. Tenemos pues con el mismo nombre dos 
conceptos distintos que no se deben confundir. En la práctica, el mismo contexto impedirá cualquier 
ambigúedad. (En cuanto a la terminología, nos hemos remitido al uso habitual.) 
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a) (eE) [9 | =x1%1. 
b) (Vi, BEE) y).9) = 128.7. 


Las semejanzas vectoriales de E, constituyen un subgrupo GL(£,), que desig- 
naremos por Y(E,). Las semejanzas vectoriales de determinante > 0 constituyen 
un subgrupo de índice 2 de 4(E,,), que nosotros designaremos por .44(E,); se les 


da el nombre de semejanzas directas. Los elementos de F(E,Ix F+(E,) reciben el 
nombre de semejanzas indirectas. 


Según la relación (1), toda semejanza g se escribe de manera única en la forma: 
g=4f con 2¿eRt y fe0(£,), 


siendo entonces 2 la razón de g. 
En particular, g es directa si, y sólo si, fe SO(E,), y g es indirecta si, y sólo 
si f € O(E,).SO(E,). 


Se puede precisar la situación introduciendo dos homomorfismos de grupos: 


1. El homomorfismo p: (£,) > RT que, a toda semejanza g, asocia su 
razón Ay; 


2. El homomorfismo w : F(E,) > O(E,) que, a g, asocia el único elemento 
f, SO(E,), tal que g = Ay=fy: 


Se ve fácilmente que w» es suprayectivo y que Ker (w) es igual al grupo H4(E,) 
de las homotecias de razón > 0. De donde resulta un isomorfismo natural 


SPE,)/H.E,) 30 (E,) (H,(E,) distinguido en Z(E,)). 
Es claro igualmente que Ker (p) = O(E,); p es suprayectivo, ya que sij e R: 
la homotecia h : V+>2.V verifica p(h) = ¿. De donde se deduce un isomorfismo 
natural 


S(E,)/O (E,) 3 R* (O(E,) siendo distinguido en /(£,)). 


Restringiendo p a F+(E,), se ve igualmente que SO(E,) es un subgrupo dis- 
tinguido de F+(E,) y que se tiene un isomorfismo natural de grupos: 


S (E,)/SO (E,) 3 R* . 


Las semejanzas de E, están caracterizadas por la siguiente propiedad: 
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11.13.1 , Para que un endomorfismo no nulo g de E, sea una semejanza, es nece- 
sario y suficiente que las imágenes de dos vectores ortogonales cuales- 


quiera de E, sea vectores ortogonales. 


Demostración. La condición es evidentemente necesaria, ya que si g es una 
semejanza de razón k, se tiene: 


g).g) = 4.0, 
y la relación 7.3 = 0 implica que g(%).g(5) = 0. 


Recíprocamente, supongamos cumplida esta condición. Al ser fijo el vector no 
nulo 7, el núcleo de la forma lineal 


ú+ y).9) 


contiene entonces al núcleo de la forma 44>%.%. Existe, por lo tanto un escalar 
2(B), que depende solamente del vector É, tal que 


(Vú e E) 9().9() = 10)(1.3) . 


Intercambiando los papeles de %, Y, se ve que la relación %.0 + 0 implica 


A) = A). 
Si se tiene. 3=0 o con 1 40 y 2% 0, existe un vector W tal que. W 40 
y 3.172 0 (por ejemplo W = ú + 7). Se tiene por lo tanto: 


AÑ) = A = 20). 


Se sigue que la función 4+>2(%) se reduce a una constante en E, (0). De- 
signando a esta constante por C, se tiene C >0, ya que existe un ú que satisface 
a(3) 40 y | y) |? = Cl ¿|?. De donde: 


(Vi, PEEXLO)) 96.95) =Cd.?. 


Esto demuestra que y es una semejanza de razón k = JE, 
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Corolario 


| Las semejanzas de E, son los únicos endomorfismos de E, que conservan 
el ángulo de dos vectores cualesquiera. 


Semejanzas afines 
Definición 11.13.1 


En 6, se da el nombre de semejanza (afín), a toda biyección q de E, 

cuya parte lineal u, es una semejanza vectorial de E, Se dice que la se- 

mejanza q es directa (resp. indirecta o inversa) si 4, es directa (resp. 
> indirecta). Se dice finalmente, que la razón de u, es la razón de q. 


Sigamos designando por L : GA(£8,) > GL(£,) al homomorfismo fundamental 
que asocia su parte lineal a toda biyección afín de 6,. Por definición, el conjunto 
de las semejanzas de £, es la imagen recíproca de F(E,) por L; es pues, un sub- 
grupo de GA(£,), denominado grupo de las semejanzas de € ,, que nosotros desig- 
naremos por FA(6,). Igualmente, el conjunto de las semejanzas directas es la 
imagen recíproca de F+(E,) por L, y es por lo tanto un subgrupo de FA(S.,), 
denominado grupo de las semejanzas directas, al cual nosotros designaremos por 
S As(6,). Es claro que FA+(€,) es un subgrupo de índice 2 (por lo tanto dis- 
tinguido) de FA(S,). 


Sea H(E,) el grupo de las homotecias de E. 

Del hecho de ser H(£,,), O(£,), H4(E,) y SO(E,) grupos distinguidos de 4(£,), se deduce, 
por aplicación del teorema de isomorfismo sobre los grupos (véase tomo 1, p. 75) las propiedades 
siguientes: 


— El grupo HT(£,,) de las homotecias y traslaciones es un subgrupo distinguido de FA(€,), 
y se tiene un isomorfismo natural 


SALE)/HT(E,) = SUE)/H (Er) - 


El conjunto HT4(6,,) de las traslaciones y de las homotecias de razón > 0 es un subgrupo dis- 
tinguido de FA(6,,), y se tiene un isomorfismo natural 


SA(E,)/HT, (6,) = O(Es) 
— El conjunto Is(é,,) es un subgrupo distinguido de FA(£,) y se tiene un isomorfismo natural 


SA(E,)/IS(E,)-= R* . 


LELONG 111-6 
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— el conjunto de Dep (6,,) es un subgrupo distinguido de 4A(€,), y se tiene un isomorfismo 
natural 


SA, (€,)/Dep (6,) = R?.. 


Una caracterización de la semejanza 


11.13.2 Seaf: €, > 6, una aplicación cualquiera. Para que f sea una semejanza, 
es necesario y suficiente que exista keR* tal que, para todos los 
A, B€6,, se tenga 


O (7076 |=x14B1. 


Demostración 


a) Si f es una semejanza, la existencia de k resulta inmediata, y £ es la razón 
de la semejanza f. 


b) Recíprocamente, supongamos que la aplicación f : 6, > 6, y el real k >0 
verifican (2) para todos los A, B € 6,,.. Sea g una semejanza de razón k”! (tal seme- 
janza existe: basta por ejemplo tomar g = Idg, si k = 1, o g igual a una homotecia 
de razón k7 si k % 1). 

Para todos los A, Be 6,, se tiene entonces 


[DI | = "1481. 


Poniendo h= go f, se deduce, con ayuda de (2): 


AA > 
VAES,, VBE8, || MA4)HB) | = 1 4B1. 


Por lo tanto h es una ¡sometría, y sabemos que una isometría es afín (véase el co- 
mienzo del $ 10); de hels(é,), se deduce he FA(6,), de donde 


f=yg'oheYA(S,).] 


Puntos fijos de una semajanza 


Sabemos que una biyección afín de un espacio afín que admite un punto fijo 
se reduce a una biyección lineal del espacio vectorial asociado (véase $ 1.5, p. 23). 

El teorema que sigue nos hace ver pues que las semejanzas de razón % 1 se 
reducen a semejanzas vectoriales. 
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1.13.3 || £n 6, toda semejanza q de razón k 4 1 admite un punto fijo único. 
Este punto fijo recibe el nombre de centro de la semejanza q. 


Demostración. Sea f la parte lineal de y. Según 1.6.5, basta demostrar que el 
real 1 no es valor propio de f. Ahora bien, existe g e O(E,) tal que f= kg. Para 
todo vector V € E,,, se tiene pues 


1 =4 19% 1 =e1P1. 


Por lo tanto todo valor pfopio 4 de f verifica | 2| =k, de donde 2 % 1, ya que 
kXH1.] 


Las semejanzas de razón 1, no son sino las isometrías que ya hemos estudiado. 
La estructura de las semejanzas de razón + 1 se deduce fácilmente de la de los 
automorfismos ortogonales «le E,, teniendo en cuenta 11.13.3. 


Transformaciones conformes 
Definición 11.13.2 


Dados dos abiertos U, V de €, una aplicación conforme de U sobre V 
j es un difeomorfismo de U sobre V cuya diferencial, en cada punto de U, 
es una semejanza (*). 


Utilizando la proposición 11.13.1, se ve que un difeomorfismo p de U sobre V 
es conforme si, y solamente si, verifica la propiedad siguiente: 

(C) para cada par y, y. de arcos regulares (*) contenidos en U que tienen un 
punto común M, el ángulo de las tangentes a p(y,), p(y») en el punto p(M) es igual 
al ángulo de las tangentes a y,, ya en M. 


Abreviadamente: un difeomorfismo conforme es un difeomorfismo que conserva 
el ángulo de dos arcos regulares cualesquiera. 


(9 Señalemos aquí que un difcomorfismo cuya diferencial en cada punto es una isometría de €, 
es necesariamente una ¡sometría (véase [13] ejercicio 1IL.5). 


(*) Para el concepto de arco regular véase el capítulo V. 
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Inversiones 
Definición 11.13,3 

Dados un punto O de €, y un número k % 0, se da el nombre de inversión 


de polo O y de potencia k a la biyección y : M+> M' de E,¡N40) sobre 
sí mismo definida por 


57 OM 
Ñ OM =k—=—. 
» OM |? 


El punto M'=p(M) queda pues definido mediante las dos condiciones si- 
guientes: 


i) O, M, M” están alineados. A 
ii) Dando a la recta (O, M) una orientación cualquiera, se cumple OM.OM'=k 


Se puede demostrar que la diferencial de y en el punto M es la semejanza 
s=00 h, donde h designa la homotecia vectorial de razón 


y o la simetría respecto al hiperplano vectorial ortogonal a la recta (OM), por lo 
que ¿ es un difeomorfismo conforme de €,> 40) en sí mismo. 

Resulta de ello que toda transformación que se pueda descomponer en un pro- 
ducto de inversiones es conforme en su conjunto de definición. 

Recíprocamente, se puede demostrar que, para n > 3, todo difeomorfismo 
conforme y de un abierto de 6, sobre otro es el producto de un número finito de 
inversiones y de simetrías respecto a hiperplanos: este teorema, que fue establecido 
por Liouville en 1850 suponiendo q de clase C? no fue demostrado hasta 1958 de 
un modo general (*) (o sea suponiendo y de clase C*). Se trata, en efecto, de un 
teorema de Análisis extremadamente difícil. Para una demostración elemental rela- 
tiva al caso en que y es de clase C? (véase [13] ejercicio 111.12). 


Para n= 2, existen otros difeomorfismos conformes distintos de los productos 
de inversiones: en efecto toda biyección holomorfa (o antiholomorfa) de un abierto 
de C sobre un abierto de C es conforme (véase tomo 4, cap. VII). 


() P. Hartman ha dado una demostración general en la revista «Mathematische Zeitschrift»; esta 
demostración exige técnicas muy difíciles de Análisis. Este resultado ha sido por otra parte mejorado 
después por Y. G. Resetnyark y G. W. Gehring, utilizando una definición más general de aplicaciones 
conformes. 
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Señalemos que los productos de inversiones están caracterizados por la pro- 
piedad de transformar las rectas y círculos de 6, en rectas o círculos. 

Designemos por É, el espacio que se obtiene al añadir a £, un «punto en el 
infinito» (único) designado por co. Toda inversión y de polo O de £, se prolonga 
en una biyección involutiva de £, sobre sí mismo poniendo 


p(0)=x0,  p(w)=0. 


Mediante este convenio, los productos de inversiones y de simetrías respecto 
a hiperplanos constituyen un grupo, denominado grupo de Móbius de En 


Capítulo MI 


Estudio elemental de algunos conjuntos 


Introducción 


Vamos a estudiar en este capítulo algunas «curvas» y «superficies» de un es- 
pacio afín (o afín euclídeo) $ de dimensión 2 ó 3, desde un punto de vista conjuntista: 
las palabras «curva» y «superficie» designarán pues aquí partes de €. Se podrán 
definir estos conjuntos mediante una (o varias) ecuaciones cartesianas con relación 
a un sistema de referencia dado % de €. Por extensión de la definición 1.3.4, pon- 
dremos: 


Definición 


Sea 6 un espacio afín de dimensión n y sean f,,f, ...,f, funciones nu- 
méricas definidas sobre una parte A de R”. Entonces el conjunto S de los 
puntos de A cuyas coordenadas con relación a R verifican las relaciones 


(1) filias. X0) =0, faliis 0: Xp) = 0; 02. Ly (Lio 00 9) = 0 


recibe el nombre de conjunto definido por el sistema de ecuaciones car- 
tesianas (1). 


e Se observará que un mismo conjunto admite varios sistemas de ecuaciones 
cartesianas. Se dirá entonces que (1) es un sistema (y no el sistema) de ecuaciones 
cartesianas de S con relación a %. 

Sin embargo, en ciertos casos puede ocurrir que un conjunto dado S admita 
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una única ecuación de un tipo particular: por ejemplo, un círculo del plano euclí- 
deo $6, admite, respecto a un sistema dado ortonormal de referencia, una única 
ecuación cartesiana «normal» (véase $ 1), y se puede pues hablar de la ecuación 
normal de esta circunferencia. 

Los conjuntos considerados pueden definirse también como imágenes de apli- 
caciones con valores en 6: si existe un conjunto X y una aplicación f: X> 6 
tal que S =(X), se dice que la aplicación f es una parametrización del conjunto S. 

Hablaremos también a veces de parametrizaciones locales de S, se trata enton- 
ces de parametrizaciones cuyas imágenes son partes de S; en contraposición a este 
caso se dirá que son globales aquellas parametrizaciones que tienen a S como imagen. 

En los capítulos 1 y II nos hemos encontrado ya con ejemplos de ecuaciones 
cartesianas y de parametrizaciones. 

En los capítulos V y VIII, profundizaremos en las nociones de curva y de su- 
perficie parametrizada. 


Observación importante. Sea € un espacio afín de dimensión n y sea S una 
parte de d' que admite, con relación a un sistema de referencia dado %,, una ecua- 
ción cartesiana de la forma 


(1) Plis Las EY 0) 
donde P designa un polinomio de grado p con relación al conjunto de las variables 
x(1<i<m. 

Entonces, en todo sistema de referencia R de 6, S admite una ecuación cartesiana 
de la misma forma polinómica. Esto resulta inmediatamente del hecho de que las 
coordenadas (x;), referidas a %,, son funciones afines de las coordenadas (y;) refe- 
ridas a 2, o sea: 

X= PY Y) (=1,2,..., M5 


ya que S admite, en %, la ecuación cartesiana: 
POr, Pz -» 01) =05 y P(Qr ..., On) 


es un polinomio de grado p respecto al conjunto de las variables )y, ..., Jn 


$ IL CIRCUNFERENCIAS DEL PLANO EUCLÍDEO 


En este $, nos situamos en un plano afín euclídeo 8, ligado al espacio vec- 
torial Ez. 
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Ecuación normal de una circunferencia 


Una vez elegido un sistema de referencia ortonormal (O ; 17. recordemos que 
la circunferencia de centro / y de radio R >0 es el conjunto de los puntos M € 8, 
cuyas coordenadas (x, y) verifican la ecuación cartesiana: 


2 +y?-2ax-2by+ 40 +b?*-R?=0, 


donde (a, b) son las coordenadas de 7. 
Esta ecuación recibirá el nombre de ecuación normal de la circunferencia. 
Recíprocamente, si a, b, y son tres reales, el conjunto /” definido por la ecuación 
cartesiana 


(1) + y? x =2by+ 


es una circunferencia de radio R=Y a? + by si a? + b?—y > 0, y el conjunto 
vacío si a? + b:—y<0. Si a? + b?—y =0, T' se reduce al punto /, de coorde- 
nadas (a, b), y se dice entonces que 1' es una circunferencia de radio nulo. 

Por lo tanto si se designa por U el abierto de R* formado por las ternas (a, b, y) 
tales que 


a+b-y>0, 


se obtiene una biyección de U sobre el conjunto de las circunferencias de radio >0 
de 6,, asociando, a cada terna (a, b, y), la circunferencia 1” de ecuación (1). 

Se obtiene igualmente una biyección del paraboloide de ecuación a? + b?*— y =0 
(que es la frontera de U) sobre el conjunto de las circunferencias de radio nulo. 


Potencia de un punto respecto a una circunferencia 


Supongamos dada una terna (a, b, y), tal que a? + b?—y > 0, y para cada 
punto M € 6,, de coordenadas (x, y), pongamos: 


T(M) = xx + y?-2ax-2by+y=0. 


Sea I' la circunferencia de ecuación 7(M) = 0. Con las notaciones anteriores, se 
tiene: 
T(M) = IM? — R?, 
y, en particular: y =T(0). 
Para cada punto MeG, el número /(M) =1M*— R? recibe el nombre de 
potencia de M respecto a la circunferencia /” (de centro 7 y radio R). 
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El conjunto de los puntos M tales que T(M)< 0 [resp. I(M) >0] se dice 
que es el interior de I” [resp. el exterior de T']. El interior de 1” es pues el disco 
abierto de centro / y radio R, y es un conjunto abierto y convexo, cuya frontera 
es I”. Su adherencia es el disco cerrado de centro 1 y radio R. 


Interprciaciones geométricas de la potencia 


a) Sea (A, B) un par cualquiera de puntos diametralmente opuestos sobre la 
circunferencia /”; se tiene entonces: 


T(M) = MA.MB |. 


MA Mi = (11 + TA). (017 - 7A) 
= | MÍ? —- 174? =1M? — R?.) 


(Se tiene'en efecto: 


b) Si 2 es un eje cualquiera que pasa por M y que corta a /' en los puntos 


P, Q, se tiene: 
T(M) = MP.MO |. 


Demostración. Si P 4 Q y si H designa el punto medio del segmento [PO], 
la recta /H es la mediatriz de este segmento, y se tiene: 


P.MQ = MH? — HP? = MH? — (PP — 1H?) 
= MB? + 1H? — PP = MI? — R?=T(M). 
(véase figura 1) 
Q 
> 
M 


Yi 
Figura 1. 
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Si existe una recta Z, que pase por M y corte a P en un único punto 7, se 
demuestra directamente (por consideraciones de simetría) que la recta Y es per- 
pendicular en M a la recta 17, lo cual implica que 7(M) = MT? (véase la figura 1). 

La relación /(M) = MP. MO se cumple pues cualesquiera que sean los puntos 
P, O (distintos o confundidos) tales que "NL = (P, Q). 


Ecuaciones paramétricas de una circunferencia 


Sigamos designando por / el punto de coordenadas (a, b). La circunferencia de 
centro / y de radio R >0 es la imagen de la aplicación R > €,, 0+>1+ Ri(0) con 
160) = cos U + ¡senó. 

De ello se deduce una representación paramétrica de 1”: 


x=a+kRcos0, y =a + Rsend |. 


Se obtiene la circunferencia entera para 0 € [—x, + 1]; poniendo 1= 1tg0/2, 
(0 € ]—z, + al), se obtiene una biyección de R sobre I' sin el punto de coorde- 
nadas (a — R, b), definida por: 


Ecuación polar de una circunferencia 


Designemos por (r, 0) un sistema de coordenadas polares del punto M en el 
sistema de referencia (O; i, j); la ecuación (1) equivale a: 


(1bis) 2 Ircos (0 — a) + y 


designando por (1, x) un sistema de coordenadas polares cualquiera de centro / de 1”. 
Recíprocamente, si /? > y, la ecuación (1 bis) representa la circunferencia de cen- 
tro / y de radio R=/P—>p. 

Si /2< y, no existe ningún punto que verifique (1 bis). 

Cuando I' pasa por O se tiene y =0 y la ecuación (1 bis) se simplifica; para 
r %0 equivale a 


(62) r=2l1c0s(0 — a). 
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De hecho, la curva de ecuación polar (2) contiene el punto O (obtenido para 
0= «a +/2 (mod x)); es pues toda la circunferencia 1”. 
Si se pone A =2/c0s u, B= 21sen a, la ecuación (2) se escribe 


(bis) cos O + Bsenó |. 


Recíprocamente si 4, B son dos reales al menos uno distinto de cero, la ecuación 
(2 bis) representa la circunferencia de diámetro OJ, donde J es el punto de coor- 
denadas (4, B). 


Aplicación: inversa de una circunferencia 


Comparando (2 bis) con la ecuación polar de una recta (véase $ 11.6) se ve que 
en una inversión cualquiera de polo O, una circunferencia que pasa por O se trans- 
forma en una recta que no pasa por O, y reciprocamente. 

Si 7 es una circunferencia que no pasa por O, se ve (utilizando la ecuación 
(1 bis) o la interpretación b) de la potencia y = 1(0)), que 1” es globalmente inva- 
riante en la inversión de polo O y de potencia y. 

Se deduce de ello que la imagen de 7'en una inversión de polo O y de potencia k, 
es la circunferencia deducida de /” por la homotecia de centro O y de razón kly 
(ya que la inversión considerada es el producto de una inversión de potencia y 
y de una homotecia de razón k/y). 

La imagen de una circunferencia T' en una inversión cualquiera es pues una recta 
o una circunferencia según que el polo de inversión pertenezca o no pertenezca a 1”. 


Circunferencia que pasa por tres puntos 
Considerando siempre fijo el sistema de referencia ortonormal, sean Az, Az, Az 
tres puntos distintos de coordenadas respectivas (x;, y;), 1<1<3. La determi- 
nación de las circunferencias que pasan por 4,, A:, As, equivale a la de las ternas 
(a, b,y)eR* que verifican 
a+by>0 y 
(3) 2ax,+2by-y=xi+y? (i=1,2,3). 


Las relaciones (3) constituyen un sistema de tres ecuaciones lineales con las tres 
incógnitas a, b, y cuyo determinante es 
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2x, 2y =1 Xx yi 1 
A=|2x, 2y, -1|=-—4|x yz 1! 
y 2x3 2y3 —1 E! 


Si 4 % 0, este sistema admite una solución única (a, b, y), y esta solución cum- 
ple necesariamente a? + b?—y >0 (ya que si se tuviera a? + b*—y <0, el 
conjunto de los puntos que verifican la ecuación (1) sería vacío o quedaría reducido 
a un punto, contrariamente a las hipótesis). 

Se tiene por otra parte 41 =0 si, y solamente si, los puntos A, están alineados 
(véase $ 1.11), y se demuestra fácilmente que ninguna circunferencia contiene tres 
puntos alineados. Se puede dar pues el enunciado que sigue: 

Por tres puntos distintos no alineados de 6, pasa una circunferencia y solo una. 


Intersección con una recta 


Sea I' una circunferencia de centro / y de radio R > 0, de ecuación normal (1); 
sea 2 una recta afín, de ecuación: 


ux+oy+h=0, 


y sea H la proyección ortogonal de / sobre Z. 
Recordemos que un examen fácil de la función M+> /M? = IH?* 4 HM?, donde 
M recorre 2, permite estudiar la intersección de T' y 2, que: 


O es vacía si IH >R, 
e queda reducida a (H) si /H =R, 
e está formada por dos puntos simétricos con relación a H si IH< R. 


Cuando /H = R, se dice que la recta Z es tangente a J” en el punto H y que el 
punto H es el punto de contacto de Z con 1” (estos términos quedarán justificados 
en el $ 11 cuando se dé una definición precisa de tangente a un conjunto). 

La tangente a /' en el punto H es pues ortogonal al radio 1H. 

Utilizando la expresión de la distancia de / a 2 dada en el $IL6 y poniendo 


f(u,v, h) = (ua + vb + h)? — RA? +0), 


se deducen los resultados siguientes: 


e Si fíu,v,h) >0, PAZ es vacío. 

e Si f(u,v,h) =0, 2 es tangente a I. 

e Si fu, v,h)< 0, 2 y T' tienen dos puntos comunes distintos (se dice entonces, 
abreviadamente, que 2 es secante a 1”). 
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A la relación 


(4) (ua + vb + hy? — RU? + v?=0 


se le da el nombre de ecuación tangencial de T” (en el sistema de referencia conside- 
rado); es, en efecto, una condición necesaria y suficiente para que la recta 2 sea 
tangente a 1”. 

Para estudiar la intersección de 2 y J” se puede también utilizar una representa- 
ción paramétrica (afín o baricéntrica) de Z (véase $$ 1.7 y 1.9). Poniendo en el pri- 
mer miembro de (1) las expresiones de x e y en función del parámetro elegido se 
obtiene una ecuación de grado < 2 respecto al parámetro, de la cual se estudian 
las raíces. El grado de esta ecuación de las intersecciones se reduce a 1 solamente 
en el caso de una representación baricéntrica, cuando uno de los puntos de base 
elegidos sobre Z pertenece a T”. 


Tangentes desde un punto a una circunferencia 


Sigamos con las notaciones anteriores y sea M, un punto de 6, de coordenadas 
(Xo» Yo). Para todo punto M, 4 M¿, de coordenadas (x,, y,) estudiemos la intersec- 
ción de 1” con la recta (M¿M,) utilizando la representación paramétrica baricén- 
trica de esta recta definida por 


_ IX + Xy _Do +) 
ar Sa ADE 


Poniendo: 

PHMo, Mi) = Xo Xi + Yo Y1 — M(Xo + Xi) — blo + 1) + 7 
= TM, IM, +y- 0 —b? =Mo.IM,-R?, 

se obtiene la ecuación de las intersecciones 
(4) TM) +2P4Mo, My) 1 + T(M,) =0. 

Primer caso: si 7(M) = 0, es decir si M, € T”, la ecuación (4) es de grado < 1 
(en efecto el punto M, no se obtiene para ningún valor finito de 1). Para que la 
recta (M.M,) sea tangente a /” es necesario y suficiente que no tenga con /” nin- 


gún punto común distinto de M,; por lo tanto, es necesario y suficiente que la 
ecuación (4) no tenga ninguna raíz, lo cual se cumple si, y solamente si, se tiene: 


P(Mo, My) =0. 
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En este caso la relación Pr(Mp, M) =0 es condición necesaria y suficiente para 
que el punto M pertenezca a la tangente en M, a f'; es una ecuación cartesiana 
de la tangente a /' en Mp. 


Segundo caso: Si M, ¿ 1”, la ecuación (4) es de grado dos. Para que la recta 
(M,M.), sea tangente a /”, es necesario y suficiente que (4) tenga una raíz doble, 
es decir que se tenga: 


(5) PAM, My) — (My) TM) =0 |. 


Para que M, sea el punto de contacto de una tangente a T” que pase por Mo, 
es necesario y suficiente que verifique (5) y que 7(M,) =0. Los puntos de con- 
tacto de las tangentes a /' trazadas desde M, son pues los puntos de intersección 
de T' con el conjunto definido por la ecuación Pr(My, M) = 0, o sea: 


(6) (o — 1)x + (yo — by — axo — byo + y=0-. 
Si M, es el centro / de 1, se tiene 
(WMe8,) PA(M,M)=y- 4 —-bi=—R?, 


y la ecuación (6) no se verifica nunca. 

Si M, + 1, la ecuación (6) define una recta ortogonal a la recta /Mp, esta recta 
es el conjunto de los puntos M e $, que verifican IM,.IM= R?; la distancia del 
punto / a esta recta es pues R*/1M,. De donde se deduce: 


e Si M, es interior a T', por My no pasa ninguna tangente a 1. 

e Si M, eT, la única tangente a ]' que pasa por M, es la tangente a /' en Mo, 
y es la recta de ecuación (6). 

e Si M, es exterior a T', pasan por M, dos tangentes distintas a T', cuyos puntos 
de contacto son los puntos de intersección de /' con la recta de ecuación (6). En 
este caso, la reunión de estas tangentes es el conjunto de los puntos M que verifican 
la ecuación: 

PHM,, M) — T(My) T(M) =0. 


Poniendo x' =xX—Xp Y =Y—)Yo 4 =2£—Xo b'=b—»p (lo cual equi- 
vale a utilizar el sistema de referencia (Mo; ij) de origen Mp), esta ecuación se 
escribe: 

(T(My) — 47) x? —- 2a'b'x' y" + (I(Mo) — b?) y? =0. 


Encontramos de nuevo el tipo de ecuaciones estudiado en el $ 11.7. 
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$ IL2 PUNTOS CONJUGADOS RESPECTO 
A UNA CIRCUNFERENCIA 


Sigamos designando por /” una circunferencia de radio R >0, con centro en 
el punto /. La función Py : €, x €,>R definida en el $ que antecede verifica 


(VM, € 6,, VM, € 8,) P (My, M,) = TM, IM, — R? =P(M,, Mp). 
Poniendo siempre /(M) = I/M?— R?* = P,(M, M), se tiene también: 
PAMo, My) =2TG.My +3.M,) — 31T(M5) — 31 (M,) 


designando por 4.M, + 4.M, el punto medio del segmento M¿M, (véase $ 1.8). 

Se dice que dos puntos M,, M, de 6, son conjugados respecto a 1” si se tiene 
Pr(Mj, My) = 0. Se establece así una relación binaria simétrica en 6. 

El conjunto de los conjugados de un punto M, recibe el nombre: de polar de 
M, respecto a 1”. Según el estudio que antecede (final del $ 1) este conjunto es vacío 
si My=1 y si M¿ A les la recta de ecuación 


(1 TM, IM =R?. 


Si M, es exterior a /”, esta recta pasa por los puntos de contacto de las tan- 
gentes a 1” trazadas desde M, (véase la figura 2). 


Se tiene evidentemente P/(M,, My) = (Mp): por lo tanto el punto M, perte- 
nece a su polar si, y solamente si, pertenece a /”; su polar es entonces la tangente 
en Moa T. 

Según las definiciones, la relación «M, pertenece a la polar de M,» equivale 
a «M, pertenece a la polar de Mp». Esta propiedad recibe el nombre de polaridad 
recíproca. 


Estudio elemental de algunos conjuntos 165 
Polo de una recta 


Si se refiere el plano a un sistema ortonormal (1; 0) de origen 1, se tiene para 
todo punto M de coordenadas (x, y) : I(M) =x* + y? — R?; de donde, si M, es 
el punto de coordenadas (Xp, Yo): 


P.M, My) = xxo + YYo — R?. 


Para que la recta 2, de ecuación 
ux+vu+h=0 


en este sistema de referencia, sea la polar de My, es necesario y suficiente que 
exista un real k40 tal que 


(2) xp =ku, yy=kvu, — R?=kh. 


Estas relaciones definen un punto único M, si h % 0, es decir si 2 no pasa 
por 7. Este punto M, recibe entonces el nombre de polo de 2%, Si % pasa por 1, el 
sistema (2) es incompatible. 

En conclusión: si a cada punto M, de €, se asocia su polar respecto a y, se obtiene 
una biyección de E¿ 41) sobre el conjunto de las rectas de €, que no pasan por el 
centro de y. 


Interpretación geométrica 


Vamos a interpretar la relación de ser conjugados dos puntos distintos My, My 
en el caso en que la recta (M¿M,) es secante de IT”. Para ello utilicemos la parame- 
trización baricéntrica de esta recta definida por 


1+ y 


1 

l>o 7710 + 

y la ecuación de las intersecciones antes establecida (ecuación 4 del $ 1): 
T(M)P +2 P4Mo, My) + T(M,) =0. 


Según las hipótesis, esta ecuación admite dos raíces reales distintas £”, 1” y la 
anulación de P-(Mp, M,) equivale a 1' +1” =0. 
Ahora bien, el parámetro de un punto M de la recta (M¿M,), es igual a 


MM, 


t= = 
MM, 
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La condición de ser conjugados P/(M,, M,) =0 significa pues que los puntos de 
intersección P' P” de la recta (M¿M,) con 1” verifican 
PM, _ PM, 


PM, PM,” 


Dicho de otro modo, los cuatro puntos Mo, M,, P”,P” forman una cuaterna armó- 
nica (véase la figura 2). 


$ IIL3 EJES RADICALES. 
HACES DE CIRCUNFERENCIAS 


Eje radical de dos circunferencias 


Habiendo referido el plano 6, a un sistema ortonormal cualquiera (0;1,)), 
sean 1, I” dos circunferencias distintas, de ecuaciones respectivas /(M) =0, 
T'(M) =0, con 


T(M) = xP + y?-2ax-2by+ y T(M)=x*+y-2a'x-2b'y+Y. 


El conjunto de los puntos M que tienen la misma potencia respecto a las dos cir- 
cunferencias I, I” está definido por la ecuación 7'(M)— T(M) =0, o sea: 


(1 ? 2a' — a)x + 2b' — by- (y -y=0. 


Si 1 y 1” son concéntricas, no existe ningún punto que verifique (1). En cual- 
quier otro caso, (1) define una recta denominada eje radical de TI” y T”. La rela- 
ción (1) hace ver que el eje radical es ortogonal a la recta que pasa por los centros 
LV de Py TE. 

El sistema 1(M) = T'(M) =0, equivale a: I(M) =0 y I(M)—T'"(M) =0. 
Dicho de otro modo, la intersección de I' y 1” es la misma que la intersección de I' 
con el eje radical. Esto nos conduce de nuevo a la discusión ya vista acerca de la 
intersección de dos circunferencias. 


Centro radical de tres circunferencias 


Sea I” una tercera circunferencia de ecuación I”'(M) = 0, de centro 1”, supo- 
niéndose que los tres centros 7, 1”, I” son distintos. Los ejes radicales de las tres 
circunferencias f, 1”, I'” tomadas dos a dos quedan definidos respectivamente 
mediante las ecuaciones D(M) =0, D'(M) =0, D'(M) = 0, por 
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D(M)=T(M)-T(M), D(M)=T"(M)-T(M), D(M)=T(M)-T(M) . 


Las funciones D, D', D” verifican D + D' + D” =0; por lo tanto los tres ejes 
radicales son concurrentes o bien paralelos. Concurren en un punto único C, si, 
y solamente si, los centros /, 1”, 1” no están alineados. El punto C recibe entonces 
el nombre de centro radical de las tres circunferencias, y es el único punto que tiene 
la misma potencia respecto a las mismas. 


Circunferencias ortogonales 


Se dice que dos circunferencias /”, 1” de radios >0 son ortogonales si son 
secantes, y sus tangentes en cada uno de sus puntos comunes A, B, son ortogonales 


Figura 3. 


(véase la figura 3). Esto equivale a decir que los radios 14, I'A son ortogonales, 
designando por 1, 1' los centros de 1”, 1”. Se deduce inmediatamente: 


Para que dos circunferencias T, T”, de centros 1, T' y de radios respectivos R, R' 
no nulos sean ortogonales, es necesario y suficiente que verifiquen la relación 


(2) 17 =R?4+R”?. 


En efecto la relación (2) implica | R—R'| < 11" < R + R', lo cual supone que 
T y T' son secantes, y basta considerar los triángulos 141” e IBT”. 
La relación (2) se escribe de este modo: 


TU) =R”?, o también: (1) =R?. 


La relación de ortogonalidad es evidentemente simétrica. 

Si 1” es una circunferencia de radio nulo, la relación (2) equivale a /' € 1”; por 
extensión, se dirá que /” es ortogonal a f”. 

Si T' y T" están definidas mediante las ecuaciones normales: 
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x+y?-2ax-2by+y=0, x2+y?-2a'x-2b' y+y'=0, 


la condición de ortogonalidad (2) equivale a: 


laa" + bb) =y +. 


Haces lineales de circunferencias 


Si T(M) =0 es la ecuación normal de una circunferencia /”, entonces, para 
todo k eR*, la ecuación k/(M) = 0, define la misma circunferencia. Pero no hay 
que perder de vista que la función XI” representa sólo la potencia respecto a 1” 
sik=1l. 

Sean entonces I”, 1” dos circunferencias distintas, de ecuaciones respectivas 
T(M) =0, T'(M) =0. Por definición, el haz lineal de base (FP, I”) es el conjunto 
de las circunferencias que admiten una ecuación (no necesariamente normal) de la 
forma: 

AIM) +24 T(M)=0, con (2,2) % (0, 0). 


Se obtiene evidentemente el mismo haz tomando como base el conjunto (1, 71) 
formado por dos circunferencias distintas cualesquiera del haz considerado. 

Designemos por R = RU (co) la recta proyectiva (véase tomo 2 p. 30). Nos 
considerar las circunferencias de ecuaciones /'¡(M) = 0, con 


TM) = 1 (M) +T(M)  (1ER) 
conviniendo en que 1..(M) = T'(M). 


a) Si T, T” tienen el mismo centro 1, tomemos un sistema de referencia de 
origen /. Se tiene entonces: 
TM) =x*+yY=R?,  T(M)=x+y?-R? 
de donde 
TAM) = (1 +2) +y?)-¿R?—R?. 
Esta ecuación define una circunferencia si, y solamente si, se tiene 4 4 — 1 y 


(1+2(0R?2+R?)>0. 


Cuando 4 recorre el subconjunto de R así definido, se obtiene una vez, y solamente 
una vez cada una de las circunferencias de centro /. 
Se dice entonces que se trata de un haz de circunferencias concéntricas. 
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b) Si IT y 1” no son concéntricas, tomemos un sistema de referencia (O ; ÍR 7 
tal que el eje Ox sea su recta de los centros y el eje Oy su eje radical A. Se tiene 
entonces (por ser 7 (O) = I"(O)): 

TM) =x*+ y -2ax+y, T(MM)=x+y?-2agx+y 


con a % a', y todas las circunferencias del haz tienen sus centros sobre la recta Ox. 
Distinguiremos tres casos: 


Primer caso: y<0 (caso en que O es interior a /” y 1”). En este caso 1”, 1” se 
cortan en dos puntos distintos A, B de la recta 4 = (Oy) y se tiene: 


TM) = (1 + 2)(4 + y?) — Lúa + 4)x+(2+1)7. 
Para que 1'(M) = 0 sea la ecuación de una circunferencia es necesario y suficiente 
que se tenga A+ — 1, y cuando A recorre RE 1), se obtiene una vez, y solo 
una, cada una de las circunferencias que admiten una ecuación de la forma 


(3) *+y-2ux+y=0 (ueR) 


es decir, cada una de las circunferencias que pasan por Á y B. Se dice entonces que 
se trata de un haz cuyos puntos de base son A, B (véase la fig. 4). 


Figura 4. 


Segundo caso: y >0 (caso en que /” y 7” no tienen puntos comunes). Se tiene 
entonces, para ¿ 4 —1: 


= 8 2, y2_ 3444 
rn =6+1)| + y 2 
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Sean U y V los puntos de coordenadas (1, 0) y (— 1, 0), donde /= Vr. 
Cuando 4 recorre el subconjunto de R definido por 


4 sa + a? 
¿=1 y (=$) =y>0, 


se obtiene una vez, y solo una, cada una de las circunferencias que admiten una 
ecuación de la forma 


(4) *+y-2ua+y)=0 (ueR 1? >»). 


Para y = +|/7 se obtiene las dos circunferencias reducidas a los puntos U y V. 
Se dice entonces que se tiene un haz de puntos límites U, Y. 

Fácilmente se ve que cada una de estas circunferencias es ortogonal a cualquier 
circunferencia que pase por U y V. Por ello, se dice que el haz de puntos de base 
U, V y el haz de puntos límites U, Y son conjugados (véase la figura 5). 


Figura 5. 


Observación. Tomando como circunferencias base las dos circunferencias 
reducidas a los puntos U, V, se ve que la circunferencia de haz de puntos límites 
U, V son aquéllas que admiten una ecuación de la forma 


1AMU? + ¿MV? =0 (2,2' =Ctes) ((2, 4) % (0, 0) 
o también: 
MV 


mo=* «= Cu). 
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El conjunto de los puntos M de €, cuya razón de distancias a los puntos U, V es una 
constante k, es pues una circunferencia del haz de puntos de base U, V y, al hacer 
variar la constante k, se obtienen todas las circunferencias de este haz: estas cir- 
cunferencias reciben el nombre de circunferencias de Apolonio de U y V. 


Tercer caso: y = 0. Se tiene entonces 
TAM) = (+ 1)(? + y?) — 24 +4) x; 


y cuando 4 recorre Rs. (— 1), se obtiene una vez, y solo una, cada una de las cir- 
cunferencias que admiten una ecuación de la forma 


x*+y-2ux=0 (neR) 


es decir a cada circunferencia tangente en O a 4 (véase la fig. 6). Se dice entonces 
que se tiene un haz de circunferencias tangentes. 

Cada circunferencia del haz es ortogonal a cada circunferencia tangente en O 
a Ox. Se dice que estos dos haces de circunferencias tangentes son conjugados 
(véase la figura 6). 


Y 


Figura 6. 


En los tres casos estudiados, se ve que la ecuación 1”,(M) = 0 representa a 
la recta 4, eje radical de 1” y 1”; esta recta es también el eje radical de dos circun- 
ferencias cualesquiera distintas del haz, y se le da el nombre de eje radical del haz. 
De la recta Ox se dice que es la línea de los centros. 

Si T(M)=0 es la ecuación normal de una circunferencia cualquiera del haz 
y si D(M) =0 es una ecuación cartesiana del eje radical 4, las circunferencias 
del haz son aquellas cuya ecuación normal es de la forma 
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T(M) + 4D(M) =0 (ueR). 


Se puede considerar entonces que el eje radical se obtiene para 4 = 

Las propiedades de los haces se recuerdan en los ejercicios. Señalemos la más 
elemental cuya demostración es inmediata: 

Por todo punto exterior al eje radical de un haz de circunferencias no concén- 
tricas, pasa una circunferencia y solamente una de este haz. 


$ 11L4 ECUACIONES POLARES Y CARTESIANAS 
DE LAS CÓNICAS 


Sigamos designando por £, un plano afín euclídeo, por O un punto de 6,, por 
2 una recta que no pasa por O, y por e un real >0. 

Recordemos que se da el nombre de cónica, de foco O, de directriz D y de ex- 
centricidad e al conjunto 1” de los puntos M e 6, tales que MO = eMH, donde H 
designa la proyección ortogonal de M sobre Z (véase la figura 7). La recta 4 que 
pasa por O y es ortogonal a 4, recibe el nombre de eje mayor de 1”. 

Utilizaremos coordenadas polares respecto a un sistema de referencia ortonor- 
paa (O; i, 1) tal que i sea paralelo _a 4, y designaremos por K al punto común a 

9 y A. Pondremos finalmente OK= h (véase la figura 7). 


Figura 7. 


Para que el punto M, de coordenadas polares (r,0) verifique la relación 
MO = eMH, es necesario y suficiente que verifique la relación MO? = e*MBH”, 
o sea, explícitamente: 

r? = eh — rcos 0). 


Se tiene por lo tanto: M e LT si, y solamente si, se cumple una de las relaciones 
que siguen: 
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h 
1 IR 
0 "=T+ecos0 
— eh 
2 A 
0 "=T=ecosO* 


Si (r, 0) es un sistema de coordenadas polares de M que verifica una de las 
ecuaciones, entonces (—r, Ú + 1) es un sistema de coordenadas polares que veri- 
fica la otra. De ello se deduce que cada una de las ecuaciones (1) y (2) define a 
toda la cónica 7. 

El número positivo p = | eh | recibe el nombre de parámetro de 1”, y es la lon- 
gitud del «radio vector» OM obtenido para 0= +12: 


— si e< 1 (caso de la elipse), se obtiene una biyección de [0, 2 1.[ sobre 1” 
con ayuda de (1) o de (2) haciendo variar 0 en [0,2 7[; 

— si e = 1 (caso de la parábola), se obtiene una biyección de ]—x, a[ sobre 1” 
con ayuda de (1), cuando 0 recorre ]—x, a; 

— sie >1 (caso de la hipérbola),sea 6, el real único de JO, x1[ tal que cos 0, =—1/e. 
Haciendo variar 0 en ]— Op, Op[, la ecuación (1) define una biyección de ]— 0, Vol 
sobre la parte de T' contenida en el semiplano limitado por Z y que contiene a O 
(esta parte es una de las dos componentes conexas de IT”, denominadas «ramas» 
de 1”. 

Haciendo variar 0 en JO, 271 —0p[, la ecuación (1) define una tryección de 
104, 2 71 — Op [ sobre la otra rama de T. El estudio de los recíprocos es evidente, 

Destaquemos que se puede tomar siempre el vector ¿ de manera que se tenga 
h >0 (ello equivale a orientar el eje mayor 4 de O hacia 2). 

Orientemos ahora £, de manera que la base (í, /) sea directa, sometiendo el 
sistema de referencia a una rotación de centro O y de ángulo a cualquiera, pode- 
mos enunciar lo siguiente: 

Toda cónica de foco O y de excentricidad e admite una ecuación polar de la forma: 


r con p>0. 


_ P 

1 + ecos (0 — a)” 
La misma cónica admite también la ecuación polar 
SA 

l — ecos (0 — a)* 

El número « es entonces una determinación del ángulo polar del eje mayor A, 
orientado desde O hacia %, o sea (Ox, 4) = « (mod 2x1). 

Recíprocamente, si p, A, B son tres reales tales que p 4 0 y (4, B) 4 (0, 0) la 
ecuación polar 


6) 


r 


An A 
Acos0 + Bsen0 +1 
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define una cónica de foco O, de excentricidad e =|/ 4% + B*, cuyo eje mayor es 
la recta de ecuación cartesiana Bx— Ay = 0. 


an - E 
1 + ecos 0 


introducidos antes, 7 mantiene un signo constante. Se deduce fácilmente que los 
puntos de J” situados sobre el eje mayor corresponden: 


Observación. En los intervalos en que está definida la función 


— si e< 1, al máximo y al mínimo absolutos del radio vector OM cuando M 


describe 1”; 
— si e = 1, al mínimo absoluto de OM; 
— si e >1l, al mínimo absoluto de OM en cada rama (uno por rama). 


Esta observación es de importancia en el estudio del movimiento de los pla- 
netas (véase cap. XD. 


Ecuaciones cartesianas 


Manteniendo las mismas notaciones, designemos por 2 un punto cualquiera 
del eje mayor de /” y pongamos: 


y = 20, ¿=0K=y+h. 


Para que un punto M, de coordenadas (x, y) en el sistema de referencia (92 ; 0) 


pertenezca a /' es necesario y suficiente que se tenga: 
(4) (1 — y? + y? = eUx — 0). 
a) Sie=1, la ecuación (4) se reduce a: 
(5) y =2Ay-0)x +0 — y? = —2hx + hy +0). 


Si se toma como /2 el punto medio del segmento [O, K], se tiene 4 =— y = h/2, 
y la ecuación (5) se reduce a 


y?=-—2hx. 


Finalmente (permutando si es preciso ¡ por e] se puede suponer h< 0, de 
donde h =—p, y se obtiene la ecuación clásica de una parábola de vértice 2 y 
de eje mayor 2x: 


(6) 2px 
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Recíprocamente, si el número p >0 es dado, la ecuación (6) define evidentemente 
una parábola que admite por foco el punto de coordenadas (0, p/2) y como di- 
rectriz la recta de ecuación x = — p/2. 
b) Sie 1, la curva T' corta a su eje mayor Ox en dos puntos A, A' (deno- 
minados vértices) definidos por 
e eh PT - eh 


OA = 04'=—. 
l+e Se 


Si se toma como /2 el punto medio del segmento [4, A”], la ecuación (4) se 
reduce a: 


(0) y +(-e)x*- 


De esto se deduce que el punto /2, así elegido, es un centro de simetría de IP”. 
De donde resulta la existencia de un segundo punto O” y de una segunda recta D 
tales que T' es la cónica de foco O”, de directriz 2” y de excentricidad e. 

Se escribe en general la ecuación (7) en la forma 


(8) a>0, b>0 


cone=+1sie<lyse=—1 sie>l. 

El número 2a= || 44'|| recibe el nombre de longitud del eje mayor de IT, y 
el número 2b es la longitud del eje menor. Se tiene: 
Pp b Pp 


“Seal [1 = e 112" 

Inversamente, si a, b son dos números >0 dados y si se toma e =— 1, se 
comprueba que la ecuación (8) define una hipérbola que tiene como focos a los 
puntos O, O” de abscisas 20 =c, 20' =—c, con c=y/a* + b”, de excentrici- 
dad e = c/a y de parámetro p = b*/a. 

Si se toma e =+ 1, y si a % b, la ecuación (8) define una elipse que tiene por 
focos los puntos O, O' de abscisas 20 =c, 20' =—c, con 


c= y abr, 
de excentricidad e = c[a y de parámetro p = b?/a. 


Sis=-+1 y a=b, la ecuación (8) es la de una circunferencia de centro (2. 
e En lo que sigue las circunferencias serán consideradas como elipses particulares, 
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de excentricidad nula (considerándose entonces que la directriz se encuentra situada 
«en el infinito»). 

Recordemos que la cónica definida por (8) es también el conjunto de los puntos 
M eS, que verifican: 


(9) j 


Ecuación general 


El estudio que antecede permite, con una discusión fácil, establecer el resultado 
que sigue: 


A > , a 
Dado un sistema de referencia ortonormal cualquiera (2; 07) de 6, las cónicas 
que admiten a la recta (2x como eje mayor son los conjuntos mo vacíos que admiten 
una ecuación cartesiana de la forma 


(10) y? =Ax*+2Bx+C, con AC-B*H%0. 


Cónicas referidas a un sistema de referencia afín cualquiera 


3 > 3 á s 

Designemos ahora por % = (0; é,, é,) un sistema de referencia afín cualquiera 

(no necesariamente ortonormal) de £,. A partir de (10) se ve que toda cónica admite, 
con relación a este sistema de referencia, una ecuación cartesiana de la forma 


(1) Fx, y) =0, 


donde f designa un polinomio de grado 2 de dos variables reales. Esto resulta inme- 
diatamente del hecho de que las coordenadas de un punto M en un sistema de 
referencia son funciones afines de sus coordenadas en otro sistema (véase intro- 
ducción p. 156). 

Inversamente, supongamos dado un polinomio de grado 2 de dos variables 
reales, o sea: 


f(x, y) = Ax + 2Bxy + Cy 4+2Dx +2 Ey + F 
con (A, B, C) 4 (0, 0, 0), e investiguemos la naturaleza del conjunto 1” definido 
mediante la ecuación cartesiana f(x, y) = 0 en el sistema de referencia 2. 
Para ello introduzcamos la forma cuadrática O definida en E, mediante 


Q(xé, + yé,) = Ax? + 2 Bxy + Cy?; 
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y denotemos por F la función definida en E, por F(M) = f(x, y), designando por 
(x, y) las coordenadas de M en %. ES 

Según el teorema II.1.1, existe una base ortonormal (i, /) de Es formada por 
vectores propios del operador simétrico de E, asociado a Q y un par (2, 1) de 
reales tales que: 


(WX,YeR) OÍ + Y)) =4X? + uY?. 
Denotemos por %, el sistema de referencia ortonormal (0: 1,5). Las coorde- 
nadas (x, y) de un punto M respecto a 2 son evidentemente funciones lineales de 


sus coordenadas (X, Y) respecto a 2, (ya que los dos sistemas de referencia tienen 
el mismo origen), y existen dos números p, d independientes de M tales que se tiene: 


Dx + Ey = pX + oY. 
Por otra parte, con estas mismas notaciones, se tiene: 


Ax? + 2 Bxy + Cy? = Q(0M) =2X? + uY?, 
de donde: 
fx y) =4X? + pY?+2pX+20Y+F. 


El conjunto 7” estudiado es, por lo tanto, el conjunto de los puntos M cuyas 
4 . 
coordenadas (X, Y) respecto al sistema de referencia ortonormal (O; 07) verifican 
la ecuación p(X, Y) =0 con 


p(X, Y) =1X? + pY?+2pX4+20Y+F. 
A partir de aquí, distinguiremos dos casos: 


Primer caso: Ju = 0. Al no poder ser a la vez iguales a cero los dos números 
2, 1, supongamos, para fijar ideas, 2 =0 y 4 4 0, y sea £ el punto de coorde- 
nadas (0, —0/u) en 2, Para que un punto M, de coordenadas (xv, y”) en el sis- 
tema de referencia ortonormal (Q; 1) pertenezca a 1”, es necesario y suficiente 


que se verifique: 
o? 
mw?+2px + pe 0. 


De ello resulta que 7, es una parábola si (y solamente si) se tiene p 4 0. 
Si p=0, T, es el conjunto vacío, la recta y" =0 o un par de rectas paralelas, 


según que se tenga: 


HFE-=0>0, ]F=0t=0 o MF=0<0. 
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Segundo caso: 240 y y %0. Sea entonces Q el punto de coordenadas 
E p/2, —0/u) en Ry. Para que un punto M, de coordenadas (x”, y”) en el sistema 
de referencia ortonormal (Q; 7, J) pertenezca a 1”, es necesario y suficiente que se 
verifique: 

2 2 
12 y 2 ¿ES 
A 7 7 

e Si 2 T,, se deduce que 1”, es una cónica con centro (elipse o hipérbola) 
o el conjunto vacío. 

e Si 2 pertenece a 1”, entonces 1 es la reunión de dos rectas que pasan por 2, 
o el conjunto (22). 

Para interpretar esta discusión, designemos por DF, la diferencial de la fun- 
ción F en el punto M de coordenadas (X, Y) respecto a 2, , que es la aplicación 
lineal definida, en la base E), por: 


DEFM(AX 7 + AY J) = 9 (X, Y) dX + puX, Y) dY 
= 24X + p)dX + AuY + 0) dY. 


Si se supone 4 % 0 y x %0, la diferencial de F se anula en el único punto M = Q 
de coordenadas (X =— p/A, Y = — pln). 

Si se supone 4=0 y ¡ % 0, la diferencial de F solamente se anula si p=0, 
y el conjunto de los ceros es entonces la recta de ecuación Y + 0 =0. 

En conclusión: 


— Para que el conjunto 1” sea una cónica con centro, es necesario y suficiente 
que sea no vacío y que la diferencial de FF se anule en un punto único /2 que no 
pertenezca a /,. Este punto es entonces el centro de la cónica. 

— Para que el conjunto /,, sea una parábola es necesario y suficiente que la 
diferencial de F' no se anule en ningún punto. 


Vuelta al sistema de referencia inicial 


Volviendo al polinomio dado f, se ve que la diferencial de F queda definida, 
en el sistema de referencia inicial %, mediante: 


DFyldxé, + dy8,) = f(x, y) dx + f/(x, y) dy 


y la anulación de DF,, equivale al sistema fix, y) =0, f(x, y) = 0. De esto se 
deduce: 

— Para que el conjunto /”, sea una cónica con centro, es necesario y suficiente 
que sea no vacío, y que el sistema lineal: 


_X-— 


A q A KA AKAKAK<4A 
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(11) Ax+By+D=0, Bx+Cy+E=0 
tenga una solución única (Xy, yo) que verifique fxo, Yo) H 0 (lo cual exige 
AC-B* 40), 


y el centro de 1, es entonces el punto 2 de coordenadas (Xp, Yo). 

— Para que el conjunto 7, sea una parábola, es necesario y suficiente que el 
sistema (11) carezca de solución (lo cual exige AC— B* = 0). 

Finalmente, si 7, no es una cónica propiamente dicha, puede ser solamente: 
el conjunto vacío, un punto, una recta o la reunión de dos rectas. Se dice entonces 
que es una cónica degenerada. Precisando: 


e Si el sistema (11) admite una solución única (xp, Yo) que verifique f(Xp, Yo) = 0, 
y si 2 designa el punto de coordenadas (xo, yo), el conjunto 1, admite, respecto 
al sistema (0%, ?,) (trasladado de 2) la ecuación cartesiana: 


Ax? + 2 Bxy + Cy? =0. 


Es por lo tanto del tipo estudiado en el $ IL 

e Si (11) define una recta afín 2, IT” está formado por dos rectas paralelas a 2, 
o se reduce a 2. 

Observemos que, si /, es una cónica, su naturaleza depende solamente de la 
forma cuadrática O: es una cónica con centro si O es de rango 2, una parábola 
si Q es de rango 1. 


Direcciones principales 


Volvamos al caso general y conservemos las notaciones que anteceden. Desig- 
nemos por 9 el operador simétrico de E, asociado a Q. Por definición, se da el 
nombre de dirección principal de 1”, a toda recta vectorial formada por vectores 
propios de D (véase p. 83). 

Al ser 9 simétrica, existe por lo menos un par de direcciones principales orto- 
gonales. Precisando: 


a) Si existe un real p tal que vV e Es, mb) = =Ppl Vir, toda dirección es prin- 
cipal (en este caso, cuando 1”, es una cónica esta cónica es una circunferencia); 

b) Si D no es proporcional a la forma cuadrática Vr l Yi, existe entonces 
un par y solo uno de direcciones principales ortogonales que reciben el nombre de 
direcciones principales de /. Este caso es aquél en que Y admite dos valores pro- 
pios distintos; entonces, cuando 7 es una parábola (lo cual supone que Q es de 
rango 1). las direcciones principales son la dirección del eje de simetría y su di- 
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rección ortogonal, y cuando /” es una cónica con centro (lo cual supone que Q 
es de rango 2), las direcciones principales son las direcciones de los ejes de sime- 
tría de 1. 


Direcciones asintóticas 
Si 1, admite direcciones asintóticas, éstas se definen mediante 


Q(OM)=0,0 sea Ax? + 2 Bxy + Cy? =0. 


$ IILS CILINDROS, CONOS Y CONOIDES 


e En este $, designamos por $ un espacio afín de dimensión 3 y por E el espacio 
vectorial asociado, La palabra «superficies» designará ciertos conjuntos de 6. Pos- 
teriormente, tendremos que profundizar en el concepto de superficie abandonando 
este enfoque «conjuntista» (véase cap. VIII. 


Cilindros 


Diremos que una parte F de £ es una superficie cilíndrica o, simplemente, 
un cilindro, si existe un sistema de referencia 2, = (0; AA K) de ¿$ y una función 
numérica diferenciable f, definida sobre un abierto de R?, tales que Y sea el con- 
junto de los puntos M e 6 cuyas coordenadas (x, y, z) respecto a 2, verifican la 
ecuación 


fx, y) =0. 


Dicho de otro modo: 4 es la reunión de las rectas paralelas al vector 14 que cortan 
a la curva C del plano z =0 definida por la ecuación f(x, y) = 0. 

Estas rectas reciben el nombre de generatrices del cilindro, y de la curva C se 
dice que es una base del cilindro (véase fig. 8). 

Por cada punto de Y pasa una generatriz y sólo una. Por otra se comprueba 
fácilmente que toda sección de 7 por un plano no paralelo al vector K es también 
una base de Y. 

Consideremos ahora un sistema de referencia afín cualquiera R; las coorde- 
nadas (x, y, z) de un punto M respecto a %, son funciones afines de sus coordena- 
das (É, 1), £) respecto a 2. En particular, existen dos funciones afines P, Q tales 
que se tiene: 
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x=P(n,0, y=0(5n,0, 


y los planos de ecuaciones P = 0, Q = 0 se cortan según el eje Oz. En el sistema de 
referencia 2%, el cilindro .4 queda pues definido mediante la ccuación: 


(2) 


Recíprocamente, sean P, O dos funciones afines sobre R*, tales que los planos de 
ecuaciones P = 0, O = 0 en un sistema de referencia afín 2 sean no paralelos, y sea 
f una función numérica diferenciable sobre un abierto de R?. Entonces en 2, la 


Figura 8. 


ecuación (2) define un cilindro cuyas generatrices son paralelas a la intersección 
de los planos de ecuaciones P=0, Q =0. 


En un sistema de referencia cualquiera se reconoce pues un cilindro en que puede 
ser definido mediante una ecuación de la forma (2). 


Ejemplo 
En un sistema de referencia afín cualquiera, la ecuación 
(x+y+1=z 
define un cilindro cuyas generatrices son paralelas a la recta de ecuaciones x+-y+1=0, 


z = 0, que son las rectas dirigidas por el vector (1,— 1,0). Una base de este cilin- 
dro es la curva del plano x= 0 definida por z = (y + 1). 


Hojas cilíndricas 


En el capítulo VIII, llamaremos hoja parametrizada cilíndrica a toda aplicación 
de la forma: 


LELONG l11-7 
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6) IXR>8, (11) > MO +4 


donde / designa un intervalo de R, dd un vector constante no nulo y t+> M(t) una 
aplicación derivable de / en 6. 

La imagen de la aplicación (3) es evidentemente la reunión de las rectas de € 
paralelas a ú y que cortan al soporte del arco parametrizado y : t+> M(0). Estas 
rectas reciben el nombre de generatrices de la hoja considerada, y se dice que el 
arco y es una directriz de la misma (véase la figura 9). 


Figura 9. 


Cuando los datos son suficientemente regulares, resulta fácil ver que las nociones de superficie 
cilindrica y de hoja parametrizada cilíndrica pueden identificarse localmente. Para fijar ideas, su- 
pondremos en lo que sigue que todas las funciones que intervienen son de clase C?. 

En efecto, consideremos en primer lugar el cilindro 4 de ecuación (1), y sea (Xu, Yo) € R? tal 
que se tenga; 


So, Yo) = 0 y  (£íC%o» Yo) S(xo, Yo)) * (0, 0) . 


Para fijar ideas, supongamos f¿(Xo, Yo) H 0. 

Según el teorema 1V.3.2 del tomo 2 existen, entonces, un entorno V del punto (xp, Yo) en R? y 
una función numérica y de clase C! sobre un intervalo / de R, tales que la relación ((x, y) € Vy 
f(x, y) = 0) es equivalente a: (x e Te y = p(x)). La parte del cilindro 4 definida por la restricción 
de fa V es entonces la imagen de la hoja parametrizada cilindrica definida por la aplicación (t, De 
+ P(t, 2), donde P(t, 7) designa el punto de coordenadas (=t4y=p(0), 7=2). 

Inversamente, consideremos la hoja parametrizada cilíndrica definida por (3), y sea fp € I tal 
que el vector derivado dM/d: (t,) sea no paralelo a dí; elijamos un sistema de referencia (O; ii 1 
tal que k = ñ. En este sistema de referencia la aplicación (3) queda definida mediante ecuaciones 
de la forma: 


(4) x=a0, y=bM0, 2=A00 +4 (tel, ¿€R) 


y se tiene, por hipótesis: (a'(to), b'(t0)) H (0, 0). 
Según la teoría de la eliminación (véase tomo 2 p. 298) existe entonces un subintervalo 
abierto 7, de 1, tal que el soporte del arco plano definido por la parametrización. 
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x=4(0), y =b() (te Lp) 


admite una ecuación cartesiana de la forma f(x, y) = 0, siendo la función f de clase C* sobre un 
entorno del punto (a(t,), b(t0)). La subhoja cilíndrica definida por la restricción de (3) a l, XR, 
admite entonces como imagen la superficie cilíndrica de ecuación f(x, y) = 0. 


En los ejercicios 111.26 a 111.28, veremos la manera de determinar una ecua- 
ción cartesiana local de un cilindro conociendo una directriz y la dirección de sus 
generatrices, y veremos también como se pueden definir los cilindros circunscritos 
a una superficie dada. 


Superficies cónicas 


Recordemos que un cono simétrico de E es una parte S de E tal que las relaciones 
eS y ¿eR* implican ¿Ze S: un tal conjunto S puede contener o no el origen 
(véase tomo 2, $ VI.2). Diremos para abreviar que una función numérica f es ho- 
mogénea si su conjunto de definición U es un cono simétrico de E y si existe un 
entero r € Z que verifica: 


(Vie U,V2ER*), Sd) =2 /() 


Siendo esto así, diremos que una parte / de £ es una superficie cónica, o sim- 
plemente un cono, si existe un punto O de 6 y una función derivable y homogénea f: 
U > R, donde U es un cono abierto simétrico de E, tales que Y sea el conjunto 
de los puntos M de $ que verifican 


(5) F(OM) =0. 


Al punto O se le da el nombre de vértice del cono. Es evidente que Y es una 
reunión de rectas que pasan por O (de las que eventualmente se ha excluido el 
punto O): estas rectas reciben el nombre de generatrices del cono. 

Elijamos un sistema de referencia 2, = (O; A %) de origen O y pongamos: 


fí+ “+ 6) = Q(x, y 


En el sistema de referencia 2,, el cono Y viene definido mediante la ecuación 
cartesiana 


(6) p(x, y, 


siendo la función y derivable y homogénea sobre un cono abierto simétrico de R?. 
Sea entonces 2 un sistema de referencia afín cualquiera; las coordenadas (x, y, z) 


=0, 
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de un punto M respecto a 2%, son funciones afines de sus nuevas coordenadas 
(E, q, E) respecto a %, o sea: 


x=PE6n, 0, y=Qón, 0), 2=Rón0, 


de donde la ecuación de .4 respecto a 2 es 


(0) p(P, Q, R) : 


Recíprocamente, sean P, O, R funciones afines tales que los planos de ecuaciones 
P=0, 0 =0, R=0 tengan un punto común único (2, y sea p una función nu- 
mérica homogénea y derivable sobre un cono abierto simétrico de R*. Mediante 
un cambio apropiado del sistema de referencia, se ve que el conjunto definido, en 
un sistema de referencia cualquiera 2 por la ecuación cartesiana (7),es una super- 
ficie cónica de vértice £2. 


En un sistema de referencia cualquiera R, se reconoce pues una superficie cónica 
en que admite una ecuación cartesiana de la forma (7), siendo la función q homogénea. 


Observemos que si los planos de ecuaciones P=0, Q =0, R=0 tuvieran 
una recta común, el conjunto definido por (7) sería una superficie cilíndrica. 

Sea como antes Y una superficie cónica de vértice O. Todo plano FP que no 
pasa por O y que corta a todas las generatrices de .4 recibe el nombre de plano 
de base del cono, y la sección /” de 4 por un tal plano 2 (si tal sección existe) recibe 
el nombre de base del cono Y. Entonces Y es la reunión de las rectas que pasan 
por O y que cortan a /' (de las que eventualmente se considera excluido el punto O) 
(véase la figura 10). 


(0) 
Figura 10, 


Si 4 es un plano de base de ./, existe un sistema de referencia de origen O en 
el cual 42 es el plano de ecuaciones z = 1; si 4 está definido, con relación a este 
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sistema de referencia, mediante la ecuación cartesiana (6), entonces la base corres- 
pondiente /” es la curva de ecuaciones z = 1, p(x, y, 1) =0. 

Observemos que una superficie cónica dada no tiene por qué admitir planos 
de base; pero se la puede considerar siempre como reunión de superficies cónicas 
que admiten planos de base. 


Hojas cónicas 
Por definición, una hoja parametrizada cónica es una aplicación de la forma 
IXxR>68, (11) >0+440) 


donde / designa un intervalo de R, O un punto fijo de € y 1+>%(1) una función 
derivable en /, con valores en Ex f0?. 

La curva y definida mediante la parametrización 1+> O + ú(t) recibe el nombre 
de directriz de la hoja, y el punto O es el vértice de la hoja (véase la figura 11). 


Figura 11. 


Haciendo el mismo tipo de razonamiento que en el caso de los cilindros, se 
puede demostrar que, con ciertas condiciones de regularidad, la imagen de una 
hoja cónica es una reunión de superficies cónicas, e inversamente, toda superficie 
cónica es una reunión de imágenes de hojas cónicas. 

En particular, sea 4 una superficie cónica de vértice O que admite un plano 
de base, tal que la base correspondiente /” pueda ser parametrizada globalmente, 
entonces 4 es la imagen de una hoja cónica parametrizada de vértice O y de di- 
rectriz /'. En este caso los dos puntos de vista coinciden. Veremos que así ocurre 
para superficies cónicas de segundo grado, definidas mediante una ecuación car- 
tesiana de la forma (6), donde ¿ designa una forma cuadrática de rango 3 sobre R3 
no definida (ni positiva, ni negativa). 

En los ejercicios 111.27 y 111.28 veremos como se puede determinar una ecuación 
cartesiana local de la superficie cónica de vértice y de directriz dados, y de la su- 
perficie cónica de vértice dado circunscrita a una superficie dada. 
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Conoides 


Una parte Y de $ se dirá que es un conoide, si existe un sistema de refe- 

A >>> % : A ES h 
rencia (O; í, j, k) en el cual Y esté definida mediante una ecuación cartesiana de 
la forma: 


(8) yz =0 


donde f: Ux I>R designa una función numérica derivable definida sobre el 
producto de un cono simétrico U de R? por un intervalo de 7 de R, tal que, para 
cada z€l, la función (x, y)+>f(x, y, z) sea homogénea en U. 

Si en la ecuación (8) se puede despejar z, se obtiene una ecuación de la forma 


es 1) 


según que se suponga x 400 y %H0. 

Sea (Xo, Yo, zo) una terna que verifique (8). Entonces, para todo 4 €R*, la terna 
(Axo, Ayo» Zo) sigue verificando (8), y si se supone (xo, yo) Y (0, 0), se deduce que la 
recta de ecuaciones paramétricas 


x=d4xX0, Y =4Yo0, 2=42p (MER) 


está contenida en 4, y por lo tanto 7 es la reunión de una familia de rectas, a 
las que se denomina generatrices del conoide. Por cada punto de 4 no situado 
en Oz pasa una generatriz y sólo una. Las generatrices de 4 son paralelas al plano 
(O; i, 07) y cortan al segmento (x= y =0, z € 1) del eje Oz, La recta Oz recibe el 
nombre de eje del conoide (véase la figura 12). 


Figura 12. 
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Si 6 se halla provisto de una estructura euclídea y si existe un sistema de refe- 

ñ 222 s des a 3 
rencia ortonormal (O; í, j, K) que verifique las condiciones enunciadas, se dice que 
el conoide es recto. 


Ejemplos 
1.. En un sistema de referencia ortonormal, la ecuación 
dx? + y?) — ax? — y?) =0 


define un conoide recto, denominado conoide de Pliicker. Su eje es la recta Oz. 

2. En un sistema de referencia afín, la ecuación z = xy define una superficie 
que se puede considerar como un conoide de dos maneras, según que se la con- 
sidere como reunión de las rectas de ecuaciones 


z=1y, ¿eR 


o de las rectas de ecuaciones 
Y =id8 z=Ax ¿eR. 
Más adelante veremos que esta superficie es un paraboloide hiperbólico. 
Volvamos al caso general de un conoide definido mediante la ecuación (8) en 


un sistema de referencia 2 En un sistema de referencia afín cualquiera %, este 
conoide viene definido mediante una ecuación de la forma 


(9) F(P,Q,R)=0 


donde P, O, R designan funciones afines tales que los planos de ecuaciones P= 0, 
0 =0, R=0 tienen un punto común único. 

Recíprocamente, toda ecuación de la forma (9) donde f designa una función 
numérica derivable, homogénea respecto a las dos primeras variables, define un 
conoide. 


Hojas conoides 


Supongamos dados una recta Z de €, un plano 42 no paralelo a 2 y un arco 
parametrizado y de 6 definido mediante 1+> M(1), (1€ 1). Resulta fácil construir 
una parametrización del conjunto F formado por la reunión de las rectas para- 
lelas al plano 4 y que cortan a 2 y y (véase la figura 12). 

En efecto, tomemos un sistema de referencia (O ; Í sE 1 tal que 2 sea la recta 
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de ecuaciones x =y=0 y que 2 sea el plano z=0. Si (a(1), b(t), c(1)) son las 
coordenadas del punto M(t) en este sistema de referencia, se ve que 4 es la imagen 
de la aplicación 7/x R > €, que aplica el par (1, 2) sobre el punto de coordenadas: 


(10) x=ad0), y= HD, 2 =:00)- 


La aplicación (10) recibe el nombre de hoja conoide definida por 7, 2 y; la 
curva y se dice que es una directriz de esta hoja. 

Lo mismo que para los cilindros y los conos, se puede demostrar que los con- 
ceptos de superficie conoide y hoja conoide se reducen localmente uno a otro cuando 
se dan ciertas condiciones de regularidad. 


$ IL.6 ESFERAS (EN DIMENSIÓN 3) 


e A partir de ahora y hasta el fin de este capítulo, designamos por 6, un espacio 
afín euclídeo de dimensión 3 y por Ej el espacio vectorial asociado. 

El estudio de las esferas de £, es análogo al de las circunferencias del plano 
euclídeo; no lo vamos a repetir en detalle sino que nos limitaremos a indicar los 
resultados más útiles en la práctica. 


Ecuaciones de una esfera 


En un sistema de referencia ortonormal, la esfera de centro / y de radio R > 0 
se define mediante la ecuación cartesiana llamada normal: 


(1) [+++ 2ax 20920247 =0 


donde (a, b, c) son las coordenadas de 7 y donde se ha puesto: 
y=4+b 40 R?. 


Recíprocamente, si a, b, c, y son cuatro reales que verifican a? + 5? + cy >0, 
la ecuación (1) define una esfera que se reduce a una esfera-punto si (y solamente si) 
a+b4d—y=0. 

Consideremos el caso en el que (1) es la ecuación normal de una esfera X de 
centro 1 y de radio R y pongamos para todo punto M de coordenadas (x, y, 2): 


SM)=x*+ y +22-2ax-2by-2cz+y=IM*-R?. 
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El número S(M) (que es independiente del sistema de referencia elegido) recibe 
el nombre de potencia del punto M respecto a la esfera 2. Admite interpretaciones 
geométricas análogas al caso plano (véase $ 1). 

Recordemos por otra parte que la esfera X' admite la parametrización definida 
por las ecuaciones: 


(2) x=Rsen0cosp, y = Rsen0seng, 
z=Rcosó (0<0<rT, 0<p<2m), 


los números (0, q) reciben el nombre de coordenadas esféricas (o geográficas) del 
punto M: 0 es su colatitud, q es su longitud. 


Esfera que pasa por cuatro puntos 


Razonando lo mismo que en el $1 se ve que por cuatro puntos no coplanares 
de 6, pasa una esfera y solo una. 


Intersección con un plano 


La intersección de la esfera 2 definida mediante la ecuación (1) y el plano 4 . 
definido por la ecuación 


ux+oy+w2+h=0 


se estudia exactamente de la misma manera que la de una circunferencia y una 
recta de 6,, calculando la distancia de la %. 


O si (ua + vb + we + hy? — Ru? + v? + 12) >0, entonces ZN 2 es vacío; 

O si (ua + vb + we + h)?— RU? + 1? + 1?) <0, el conjunto 2 2 es la cir- 
cunferencia de centro HH y de radio |/ RE— d*, donde H designa la proyección orto- 
gonal de / sobre 2 y d=IH la distancia de Ja 4%. 


Observemos que la intersección de %' con un plano que pasa por / es una cir- 
cunferencia de centro / y de radio R. De una tal circunferencia se dice que es una 
circunferencia máxima de 2, 


O si (ua + vb + we + hy? — RU? + 0? 4?) =0, 


el conjunto £'N 2 se reduce a un punto A y la recta 7A es ortogonal a 4, se dice 
entonces que el plano 2 es tangente a 2 en el punto A. Este término se justificará 
más adelante ($ 11) cuando se defina el plano tangente a un conjunto. 
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Intersección con una recta 


Para estudiar la intersección de la esfera 2 con una recta 2, se utiliza una re- 
presentación paramétrica de 2, ya sea baricéntrica, ya sea afín. Sustituyendo en (1) 
la parametrización de 2 se obtiene una ecuación de grado 2 (o de grado < 1 en 
casos particulares) respecto al parámetro. 

La determinación de los puntos comunes a 2 y Y se reduce a la de los puntos 
comunes a 2 y a la circunferencia máxima sección de X' por un plano que contiene 
al y 2. Designando por d la distancia de / a 2, se ve así que 2 corta a YX en dos 
puntos distintos si d< R, en un solo punto sid= R yqueZ n Zes vacío si d > R. 

Cuando 2 y Y tienen un solo punto común A, la recta 2 es ortogonal en A 
al radio 74, y se dice entonces que Z es una tangente a X en A, pudiendo justi- 
ficarse este término mediante una definición general de las tangentes a un con- 
junto ($ 11). 

Cuando se utiliza una parametrización de Z se reconoce que 2 es tangente a Y 
en que la ecuación en las intersecciones tiene una raíz doble. 

Si solamente se está interesado en la naturaleza del conjunto ZN 2, se puede 
también calcular d con ayuda de las técnicas expuestas en el $ 11.8. 


Tangentes trazadas desde un punto a una esfera 


Sea como siempre 2 la esfera de ecuación normal (1) y sea 2 la recta definida 
mediante la parametrización baricéntrica 


_ fi + 3, 
41 


_ Lo + is Doe Mi 
ES AN da E 


(recta que une el punto M,, de coordenadas (Xp, Yp. 74) con el punto M,, de coor- 
denadas (X;, Jy, 2,)). 
La ecuación en las intersecciones de Z y Z' se escribe entonces: 
6) S(My) 1? + 2 P4Mo, My) 1 + S(M,) =0 
donde se ha puesto: 


(4) PAMo My) =xX0X1 + YoYy + 2071 — AX9 + Xx) 
— blYo + y1) — Clzo + 21) + y = TMo IM, — R?. 


Se ve que la recta Z es tangente a Z si, y solamente si, se tiene: 


PHMo, My) — S(My) S(M,) =0.. 
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Los puntos de contacto de X' con las tangentes trazadas desde My son los puntos M 
que verifican 


(5) S(M)=0 y PAM, M)=0. 


Lo mismo que en el caso plano, se ve que el número Px(My, M,) depende sólo 
de My, M, y 2 y no del sistema de referencia elegido; se tiene en efecto: 


e E 
PMo, My) = IM, IM, — R? 
=25SQ.My +3.M1) — 4S(Mo) — 3S(M) . 


Si My 41, la ecuación Px(My, M) = O define un plano ortogonal a la recta 
IM, denominado plano polar de M respecto a z. La distancia de 7 a este plano 
es d = R*/IM,, de donde la discusión siguiente: 


a) Si M,=1, se tiene Px(Mo, M) =—R? para todo punto M y no existe 
ningún punto M que verifique (5). 

b) Si My% 1 y si My es interior a E, su plano polar no corta a 2. 

No existe por lo tanto ninguna tangente a Y que pase por un punto interior a 2. 

c) Si My€ 2, su plano polar es tangente a Y en M). En este caso las únicas 
tangentes trazadas desde My a Y son las rectas que pasan por My y están conte- 
nidas en el plano tangente a Z en Mp. 

d) Si Myes exterior a 2, su plano polar corta a 2 según una circunferencia J” 
de radio no nulo y toda recta que una M, con un punto de T' es tangente a 2: 
las tangentes a Z que pasan por Mo forman un cono de ecuación: 


(6) PUM,, M) — S(Mj) S(M) = 0, 


y el conjunto de los puntos de contacto es la circunferencia /”. Se trata de un cono 
de segundo grado. Veremos más adelante que se trata de un cono de revolución 
de eje /M. Este cono se dice que es circunscrito a Zalolargo de /' (véase la figura 13). 


Mo É 


Figura 13. 
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Puntos conjugados 
Se dice que dos puntos M¿, M, son conjugados respecto a la esfera Y si se tiene 
P¿M¿, M,) =0. 


Si M, = 5el conjunto de los puntos conjugados de Ms es vacío. Si My 4 1, el con- 
junto de los puntos conjugados de M, es su plano polar. 

Cuando la recta (MM) corta a X en dos puntos distintos P, O. la relación 
«My y M, son conjugados respecto a 2» equivale a: «la cuaterna (Mo, M,, P, 0) 
es armónica». 


Rectas polares 


Sea 2 una recta cualquiera que no pase por /, definida mediante una parame- 
trización afín t4+> M(1) = My + 1d (1€R), y para cada 1ER, sea P(t) el plano 
polar del punto M(t). Se ve fácilmente que los planos 2(t) forman un haz lineal 
de planos que tienen una recta 4 común. La recta 4 es entonces la intersección 
de los planos polares de dos puntos cualesquiera de Z, y es el conjunto de los pun- 
tos de 6, que son conjugados de todos los puntos de Z. 

Esta propiedad hace ver que la relación entre 2 y 4 es simétrica. Los planos 
polares de los puntos de 4 constituyen pues un haz de eje 2. 

Se dice que las rectas 2 y 4 son polares la una respecto de la otra, o que son 
polares recíprocas. 


Plano radical, eje radical, centro radical 
Sean 2 y 2” dos esferas distintas de ecuaciones normales respectivas: 
SM)=0, S(M) =0. 


Los puntos M que tienen la misma potencia respecto a Z y 2” son los que ve- 
rifican 


(7) S(M) — S(M)=0. 


Si Z y 2” son concéntricas, tales puntos no existen. Si Y y 2” no son concén- 
tricas, la ecuación (7) define un plano perpendicular a la recta de los centros EX, 
denominado plano radical de Y y YX”. 
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Sea X” una tercera esfera de ecuación normal S'(M) =0, tal que los centros 
I, I”, 1” de las esferas 2, 2”, 2” no estén alineados. Los planos de ecuaciones res- 
pectivas 
Ss -=s8"=0, 5"-S=0, $5-S=0 


pertenecen a un haz de planos no paralelos, cuyo eje A recibe el nombre de eje 
radical de las tres esferas 2, 2”, 2”. Esta recta 4 es ortogonal al plano 4 que con- 
tiene los centros de las esferas y corta a 4 en el centro radical de las circunferen- 
cias PONE, PNL, PNL”. La recta Á es el conjunto de los puntos que tienen 
igual potencia respecto a las tres esferas, E, 2”, 2”. 

Finalmente, sea 2”” una cuarta esfera tal que los centros de las cuatro esferas 
sean no coplanares. Existe entonces un punto único (2 que tiene la misma potencia 
respecto a las cuatro esferas, es decir que verifica: 


s(Q) = S(Q) = S'(Q) = S"(Q). 


Este punto recibe el nombre de centro radical de las cuatro esferas. Es la intersec- 
ción de los seis planos radicales de estas esferas tomadas dos a dos, o de los cuatro 
ejes radicales de estas esferas tomadas tres a tres. 


Esferas ortogonales 


Se dice que dos esferas 2, 2” de centros 1, T' son ortogonales, si son secantes 
y si en cada uno de sus puntos comunes M, sus planos tangentes son perpendicu- 
lares. Equivale a decir que las rectas (1M) e (1'M') son ortogonales, y esto tiene 
lugar si, y solamente si, los radios R, R' de estas esferas verifican 


MES REA RA 


Se tiene inmediatamente: para que dos esferas Y, Y' sean ortogonales, es ne- 
cesario y suficiente que, para todo punto Me Zn 2”, el plano tangente a ZenM 
[resp. el plano tangente a 2" en M] pase por 1” [resp. pase por 1. 

Si se designan por 


ey 2ax—2by-20+y=0 
y por 
rryarz—2ax—-20y-202+Y=0 
las ecuaciones normales de dos esferas, una condición necesaria y suficiente de 


ortogonalidad es: 
2aa' + bb +cc)=3y + Y 
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Haces y redes de esferas 
a) Sean 2,, 2, dos esferas distintas, de ecuaciones normales respectivas 
Si(M)=0, S(M) =0. 


El haz de esferas engendrado por S, y S, es el conjunto de las esferas que admiten 
una ecuación cartesiana de la forma: 


41 S(M)+¿, SA[M)=0 (1,€R, ¿¿ER) con (2; 2,)%(0, 0) 


b) Sea 2, una tercera esfera, de ecuación normal S¿(M) = 0. 


La red de esferas engendrada por 2,, Z,, 2, es el conjunto de las esferas que 
admiten una ecuación cartesiana de la forma: 


41 S(M)+ 2, SAM) +23 S(M)=0 con (dy, 22, 23)2(0, 0, 0). 


El estudio de los haces y de las redes de esferas es análogo al de los haces de 
circunferencias. 

Observemos que las esferas ortogonales a todas las esferas de una red [resp. haz] 
de esferas constituyen un haz [resp. una red] de esferas. 


$ 1.7 CUÁDRICAS CON CENTRO 


Sea O un punto de 6, y sea Q una forma cuadrática no nula sobre E,. Vamos 
a estudiar (*) el conjunto .4 de los puntos M de 6, que verifican 


(1 Q(0M)=h, 
donde h designa un real dado. Observaremos en primer lugar que Y tiene al 
punto O como centro de simetría. 


Según el teorema 11.1.1 se sabe que existe una base ortonormal G, 113 de E, 
y números reales «, f, y tales que 


(Vx, y,2ER) O(+ y) +2k)=ax* + By? + yz. 


En el sistema de referencia (O ; 04 Bel conjunto ./ se halla definido por la 
ecuación cartesiana 


(*) Este estudio ha sido iniciado en el tomo 1 ($ XI11.7) en dimensión n cualquiera. 
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(2) ax? + By? + y2?=h. 


Si h=0, Y queda reducida a [0), o bien es un cono de vértice O (véase $ 5); 
este caso se estudiará más adelante. 

Suponiendo h>* 0 se limita el estudio al caso en que A > 0, y pueden presen- 
tarse distintos casos: 


a) Si Q es de rango 1, solamente uno de los números a, f, y es distinto de 
cero, sea este, para fijar ideas, u. La ecuación (2) se reduce entonces a 


ax? =h. 


Si «<o0, el conjunto 4 es vacío; si a >0, S es la reunión de dos planos pa- 
ralelos, de ecuaciones respectivas 


ME Mi 
xXx. x=- -, 
a e 


b) Si Q es de rango 2, podemos suponer « 0,P +0 y y =0. En este caso 
la ecuación (2) se escribe 


ax? + By? =h 
y define evidentemente un cilindro de generatrices paralelas al vector k, o el con- 
junto vacío (véase $ 5). Este caso se estudiará más adelante. 


c) Si Q es de rango 3, se tiene aby 4 0 y, mediante un cambio evidente de 
notaciones, la ecuación (2) se reduce a la ecuación 


6) 


con e =+1 para ¿=1,2,3y a>0,5>0,.c>0 
Lo que queda de este $ está consagrado al estudio de este caso: 


Definición 111.7.1 


? De una parte $ del espacio afín euclídeo 6, se dice que es una cuádrica 


con centro O si es mo vacía y si existe un sistema de referencia ortonormal 
de origen O en el cual F admite una ecuación de la forma (3); un tal sis- 
tema de referencia se denomina sistema de referencia principal de Y y 


la ecuación (3) se denomina ecuación reducida de 4. 
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Se ve en efecto fácilmente que dos ecuaciones de la forma (3) sólo pue- 
den definir el mismo conjunto no vacío cuando tienen los mismos coeficientes 
A, D, €, Es, Ey, Eg. 

La discusión que antecede muestra que el conjunto ./ definido mediante la 
ecuación (1) es una cuádrica de centro O si (y solamente si) F es no vacío, si h % 0 
y si la forma cuadrática Q es de rango 3. 

Para todo punto M de coordenadas (x, y, 2) en el sistema de referencia prin- 
cipal considerado, pongamos: 


EM) =/(673)=5 E 


Se ve entonces que el punto O es el único punto de $y donde se anula la dife- 
rencial de F, y al ser O ¿ Y, se tiene WU fif:) H (0, 0, 0) en todo punto M de Y 
y por lo tanto 4 no admite ningún punto singular (véase tomo 2, $ V1.3). 


Simetrías 


Sea R= (0; A Xx) un sistema de referencia principal de la cuádrica SF; en- 
tonces el punto O es un centro de simetría de $, y resulta fácil ver que es el único, 
Los ejes de coordenadas son ejes de simetría de $, denominados ejes principales, 
y los planos coordenados son planos de simetría, denominados planos principales. 
Pero no son necesariamente los únicos ejes o planos de simetría de .P. 

Consideremos en efecto la cuádrica Y, definida por la ecuación (2) con 
aBy 40, h >0 y $ no vacío. Se sabe que los números a, 8, y son los valores pro- 
pios del operador simétrico y asociado a la forma cuadrática O y que los vectores 
EPR son vectores propios respectivamente asociados a estos valores propios. Si 
estos valores propios a, f, y son distintos, los vectores NA 1 quedan determinados 
de manera única, salvo el signo y el orden. En este caso, F admite por lo tanto 
un único «triedro principal» (formado por sus ejes de simetría). 

Si los valores propios «, f, 7 no son distintos y si tenemos «=$ con vAkA0o, 
la ecuación (2) se convierte en: 


ar+y)4+y=h. 


En este caso el conjunto FP es globalmente invariante en una rotación cual- 

- quiera de eje Oz, y se dice que es una cuádrica de revolución de eje Oz. Todo sis- 
tema de referencia deducido de 2 = (O; í, , k) por una rotación de eje Oz sigue 
siendo un sistema de referencia principal de Y y la ecuación reducida de 7 res- 
pecto a un tal sistema de referencia es la misma que en el sistema de referencia 2. 
Finalmente, si se tiene a =P = Y, la cuádrica 4 se reduce a una esfera de 
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centro O; en este caso, todo sistema ortonormal de origen O es un sistema prin- 
cipal de 4. 


Discusión 


El conjunto F definido por la ecuación (3) es vacío si, y solamente si, se tiene 
€, = fa = Ey = —l. Tenemos pues que considerar tres casos según que entre los 
números e,, haya tres, dos o uno que sean iguales a + 1. 

Observemos que, en todos los casos, el conjunto 4 es cerrado (ya que el primer 
miembro de (3) es una función continua de (x, y, z)). 


Elipsoide 


Cuando se tiene s, = 8, = € = + l, se dice que la 4 definida por la ecua- 
ción (3) es un elipsoide. La ecuación de un elipsoide respecto a un sistema de refe- 
rencia principal se escribe por lo tanto: 


(4) 


Las secciones de 4 por planos paralelos a los planos coordenados son elipses 
cuando no son vacías o están reducidas a puntos. Por ejemplo, la sección de .P 
por el plano z= A se halla definida por la ecuación 


x? 2 
S+ 


a 


Es una elipse si |A| <c, un punto si |A|=c o el conjunto vacío si |A| ><. 

Si se designa por R al mayor de los números a, b, c, se ve fácilmente que la 
relación (4) implica: x? < R?, y? < R?, 2? < R?, luego el conjunto 4 está acotado 
y, puesto que es cerrado, es un compacto de 6¿ (véase la figura 14). 


Esta observación, unida a la discusión del $ 111.4, permite demostrar que la 
sección de .4 por un plano cualquiera es una elipse cuando no es vacía o está re- 
ducida a un punto. 

Si a, b, c son distintos, Y sólo admite como planos de simetría los coordenados, 
que son los únicos planos principales, y no admite más ejes de simetría que los coor- 
denados que son los únicos ejes principales. 

Si dos de los números a, b, c son iguales, se puede (permutando las coordena- 
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— Secciones por los planos 
de coordenadas 


—— Contorno aparente 
(elipsoide en 
perspectiva caballera) 


Figura 14. 


das) suponer a=b y c 4 a.Entonces 4 es un elipsoide de revolución de eje Oz. 
Si c >a, se dice que es un elipsoide alargado; si c< a, se dice que es un elipsoide 
aplanado (véanse las figuras 15 y 16). 


Elipsoide 
de revolución 
3 alargado 


Elipsoide de 
revolución 
aplanado 


Figura 15. Figura 16. 
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Si a=b=c, el elipsoide Y es una esfera de radio a. 

Observemos que, en el caso general, el elipsoide de ecuación (4) se deduce de 
la esfera de ecuación 1? + y? + 22 = 1 por la aplicación afín que asocia el punto 
de coordenadas (ax, by, cz) al punto M de coordenadas (x, y, z). 

Partiendo de la parametrización de 2 por medio de coordenadas esféricas, se 
obtiene la parametrización de Y definida por las relaciones: 


x=asenbcosp, y=bsenOcosp, z=ccosf 
(0<0<rT, 0<py<21). 


El elipsoide 4 aparece así como la imagen del rectángulo plano 4: 0 <0<x, 
0<q<2x por una aplicación continua: se deduce de ello que .4 es conexo 
(puesto que 1 lo es), y se encuentra de nuevo el hecho de que 4 es compacto (por 
serlo 41). 


Hiperboloides de dos hojas 
Si en la ecuación (3), dos de los números e, son iguales a — 1, se dice que el 


conjunto ./ definido por esta ecuación, es un hiperboloide de dos hojas. Permu- 
tando si es preciso las coordenadas, se puede reducir (3) a la ecuación 


6) 


La sección de 4 por el plano de ecuación z = / es una elipse para | 2| >c, 
el conjunto vacío para |A|<c, y un punto para |A|= c. En particular el plano 
z=0 no corta a 4, por lo que 4 es la reunión de los dos abiertos relativos 
disjuntos F+ y F- constituidos respectivamente por los puntos de Y que verifican 
z>0 y z<0. De ello resulta que .4 no es conexo. 

Por otra parte, el conjunto Y, admite la parametrización: 


x=asenhucosv, y =bsenhusenv, z=ccoshu (ueR, 0<v<2m), 


mientras que .P_ admite la parametrización 


x=asenhucosv, y=bsenhusenv, z= — ccoshu 


Así pues F, y F- son las imágenes, por aplicaciones continuas, del conjunto 
plano conexo definido por ue R, 0 < v < 2: son por lo tanto conjuntos conexos. 
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El conjunto .4 admite pues dos componentes conexas F+, F-, denominadas 
hojas; de donde el nombre de hiperboloide «de dos hojas» (véase la figura 17). 


Figura 17. 


Si ab; Y no admite más planos de simetría que los planos coordenados 
y no admite más ejes de simetría que los ejes coordenados. 
Sia=b, Y es una cuádrica de revolución de eje Oz. 


Hiperboloide de una hoja 


Si en la ecuación (3), uno solo de los números e, es igual a — 1, se dice que la 
cuádrica que define es un hiperboloide de una hoja. Mediante una permutación de 
coordenadas, se puede reducir al caso en que (3) es la ecuación: 


r 


xe z 
(5) ar Ta 
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Aquí, la intersección de .4 con todo plano de ecuación z = 2 es una elipse. Las 
secciones por los planos x = Cte o y = Cte son hipérbolas. 

El conjunto 4 definido por (6) admite la parametrización: 

x=acoshucosv, y =bcoshusenv, z=csenhu (ueR, 0<r<2nm); 


es por lo tanto un conjunto conexo (véase la figura 18). 
Para que Y sea de revolución, es necesario y suficiente que se tenga a = b 


Generatrices 


La ecuación (6) puede ponerse en la forma: 


ez 
a e 


O sea: 


Y) PQ =RS, con P=Z 
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o=342, R=1-L, S=14h 
a a S 


Para todo ¿e R y todo y eR, de cada uno de los sistemas 


(8) P=3R, S=/%0Q 
(9) P=HS, R=HwQ 


se deduce (7). Ahora bien las ecuaciones (8) definen una recta afín 2,, y del mismo 
modo, las ecuaciones (9) definen una recta afín 2. Las rectas 2, y 2, están por 
lo tanto contenidas en %. 

Están también contenidas en Y las rectas Z..., definida por las ecuaciones R = 0, 
0 =0, y 2, definida por S=0, Q =0. 

Diremos que las rectas 2, y %;, donde 2, € R = Ru (o), son generatri- 
ces de 4. 

La teoría de los haces de planos ($ 1.14) muestra fácilmente que para todo 
1 ER y todo y eR, las rectas 2, y 2, son coplanares. Por otra parte, si Ap, se 
demuestra que las rectas 2, y 2, no son coplanares y que las rectas 2%; y 2, tam- 
poco son coplanares. 

Las dos familias de rectas (Z)aeñ y (2;),ez son por lo tanto distintas. 

Cada una de ellas recibe el nombre de sistema de generatrices de ./. Dos gene- 
ratrices distintas del mismo sistema son no coplanares, y dos generatrices de sis- 
temas diferentes son coplanares. Se demuestra además fácilmente que por cada 
punto de Y pasa una generatriz de cada sistema y solo una. El conjunto Y es por 
lo tanto la reunión de las generatrices de cada sistema. Finalmente se demuestra 
con facilidad que 4 no contiene otras rectas. 

Observemos que una simetría respecto a O permuta los dos sistemas (a cada 
generatriz de uno de los sistemas, asocia la generatriz paralela del otro sistema). 
Del mismo modo una simetría respecto a un plano principal permuta los dos sis- 
temas. Finalmente, una simetría respecto a un eje principal conserva cada sistema 
de generatrices. 

En particular, si 7 es de revolución (es decir si a = b), las generatrices de cada 
sistema se deducen de una de ellas por una rotación de eje Oz. En este caso Y es 
pues la superficie de revolución engendrada por la rotación, alrededor del eje Oz, 
de una recta no coplanar con este eje (véase la figura 19). 


Superficies de segundo grado 


Una parte 4 del espacio afín $, se dice que es una superficie de segundo grado si existe un sis- 
>> ; en Ñ 
tema de referencia % =(0 ; NA KE) de €, en el cual 4 admite una ecuación cartesiana de la forma 


(10) 
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En la figura adjunta, hemos 
representado algunas generatrices 
de un hiperboloide de una hoja. 


Figura 19. 


donde f designa un polinomio de grado dos en el conjunto de las variables x, y, z. 

Según la observación del final del $ 1, el conjunto 2 admite entonces una ecuación de la misma 
forma en todo sistema afín de referencia de 6. 

Para estudiar la naturaleza de Y, descompondremos f en: 


(11) f(x, y, 2) = 9(x, y, 2) + f(x, y, 2) 


donde q designa un polinomio homogéneo de grado dos (por lo tanto una forma cuadrática en 
R3) y f, un polinomio de grado < 1 (por lo tanto una función afín en R?). 

Designemos por F la función numérica definida en €, por F(M) = F(x, y, 2), para todo punto 
M de coordenadas (x, y, z), e investiguemos si existe un punto (2 de 6, tal que FF sea de la forma 


(12) F:M+= 0(QM)-h, con h= Cte, 


designando por Q una forma cuadrática en Ey. 
Si tal punto 2 existe, el conjunto 4 viene definido por la ecuación 


Q0M)=h, 


que es del tipo que acabamos de estudiar, y 2 es un centro de simetría de 4. 
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La proposición que sigue proporciona la solución de este problema: 


117.1 Para que exista una forma cuadrática Q en E, tal que la función M+> F(M)— Q(2M) 
se reduzca a una constante, es necesario y suficiente que la diferencial de F se 
anule en el punto £. Dicho de otro modo, es necesario y suficiente que las coor- 
denadas (xo, Yo, 2) de 2 verifiquen el sistema de ecuaciones lineales 


(13) fio» Yo» 70) = 0, J/(Xo» Yo» 20) = 0, L(Xo» Yo» 20) = 0+ 


Demostración 


a) La condición es evidentemente necesaria puesto que la diferencial de una forma cuadrá- 
tica Q se anula en el origen. 

b) Recíprocamente, sea 22 un punto de £, tal que DFo = 0, Utilizando la expresión de F 
en el sistema de referencia dado, se ve que esta condición equivale al sistema (13). Aplicando 
a f la fórmula de Taylor hasta el orden 2, se obtiene (por ser f un polinomio de grado 2): 


(WX, Y,ZER) f(x0 + X,Yo + Y, zo + Z)=S(%o+ Yo 20) + X£ + YI + Zf + 
HO A AZ a 2 YZN +2 ZXf, +2XY 01, 
habiendo tomado las derivadas de f en el punto (xp, Yo, Zo). (Las derivadas segundas son por otra 


parte constantes.) 
Teniendo en cuenta (11) y (13) se deduce para todos los X, Y, ZE R: 


Fo + X. Yo + Y.zo + Z) = S(Xo, Yo: 20) + q(X, Y. Z). 
con GX, Y, ZUM? fo Y? faz? 42 YZf 42 ZXf 042 XYf%) 


>> 
Para todo punto M €6,, de coordenadas X, Y, Z en el sistema de referencia trasladado (9; i, j, 
se tiene pues 


k). 


E(M) = F(Q) + q(X, Y, Z), 
o sea 
KM) = F(Q) + Q(QM), 


designando por O la forma cuadrática definida en E, por 


QXÍ + Yi + ZE) = q(X, Y.Z); 
de donde se deduce el resultado. | 
Observación. Si el punto (2 de coordenadas (Xo, Ya, zo) en 2, verifica (13), la demostración 
anterior muestra que el conjunto 4 está definido, en el sistema de referencia trasladado (2 ; Ej D. 


por la ecuación cartesiana: 
g(x, y, 2) + f (o, Yo» 20) = 0, 


donde q designa la suma de los términos de segundo grado del polinomio f. 
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Discusión 


Designemos por $ el conjunto de los puntos (2 que verifican DFa = 0, es decir el conjunto 
definido por el sistema de ecuaciones cartesianas (13) en el sistema de referencia dado %. 

La teoría de las ecuaciones lineales muestra que S se reduce a un punto único si la forma cua- 
drática q es de rango máximo 3. Si q es de rango 2, S es una recta o el conjunto vacío, si q es de 
rango 1, S es un plano o el conjunto vacío. 

Supongamos ahora que 6, sea un espacio afín euclídeo; una discusión análoga a la que se ha 
hecho para las cónicas, utilizando los resultados de este $ y de los siguientes, permite entonces 
dar el siguiente enunciado: 


O Si q es de rango 3 y si 2 designa el punto único que verifica (13), entonces: 


a) Si Qg49, 9 es el conjunto vacío o una cuádrica (elipsoide o hiperboloide) de centro 2. 
b) Si QS, Y se reduce al punto 2, o a un cono no degenerado de vértice 12. 


O Si q es de rango 2 y si S es no vacio,entonces S es una recta y: 


a) Si S no está contenido en F, Y es el conjunto vacío o un cilindro no degenerado (elíptico 
o hiperbólico) de generatrices paralelas a $. 

b) Si S está contenido en Y, entonces F se reduce a la recta S o a la reunión de dos planos 
que pasan por S, 


O Si q es de rango 1 y si S es no vacio,entonces S es un plano y: 


a) Si S no está contenido en 4,4 es el conjunto vacío o la reunión de dos planos paralelos a S. 
b) Si S está contenido en 7, entonces F se reduce al plano S. 


Finalmente si S es vacío (es decir si las ecuaciones (13) son incompatibles), entonces S es no 
vacío; se pueden distinguir dos casos: 


a) Si q es de rango 2, Y es un paraboloide (véase $ 9). 
b) Si q es de rango 1, Y es un cilindro parabólico (véase $ 9). 


Observación. Por el estudio que antecede, resulta evidente que todo punto £ de Ses un centro 
de simetría del conjunto 4. Inversamente, se puede demostrar que, si Y es no vacío, todo centro 
de simetría de Y pertenece a S. 

La discusión que acabamos de dar está por lo tanto basada en el estudio del rango de la forma 
q y de los centros de simetría de F. 


e Se observará que los resultados de esta discusión dependen sólo de la estructura afín de $y 
y no de su estructura euclídea . De esto resulta que la transformada de una superficie de segundo 
grado por una biyección afín es un conjunto de la misma naturaleza (elipsoide, hiperboloide, para- 
boloide, cono, cilindro, etc.). 

Para un estudio más sintético y profundo de las superficies de segundo grado hace falta colo- 
carse en el cuadro de la Geometría proyectiva compleja (véase [12]). 


Aplicaciones prácticas 


Si ponemos: 
f0y2=4 +A PRA M2 By 2B 2x4 


+2B"xy+2Cx+2C'y+2C"2+D, 
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el sistema (13), que determina los centros de simetría de Y, se traduce en las ecuaciones: 
Ax+By4B 24 C= 

Bx+4A'y+B24 C" 

+ C” 


0 
z 0 
Bx+By44A"z 0 


y se tiene: 
(xy, 2) = AX RA y A 2 Br 2 BH 2B xp 


$ UL8 CILINDROS CON CENTRO Y CONOS 
DE SEGUNDO GRADO 


Volvamos a las notaciones del comienzo del $7 y consideremos el conjunto Y 
de los puntos M e 6, que verifican 


(1) Q(0M) =h, 


donde O designa un punto de 6 y Q una forma cuadrática en E,. Vamos a estu- 
diar los casos en que 4 es no vacío y se reduce a un cilindro o un cono. 


Cilindros 


Para que 4 sea una superficie cilíndrica no reducida a una reunión de planos, 
es preciso, según la discusión del $7, que la forma Q sea de rango 2. 
Inversamente, si Q es de rango 2, existe un sistema de referencia ortonormal 


R=(0:1,5,k) 
y dos reales no nulos a, $ tales que Y está definido, relativamente a 2, por la ecua- 
ción cartesiana: 
2) ax+ By =h. 
Para que el conjunto 4, definido por (2), no quede reducido ni al conjunto vacío, 
ni a una recta, ni a una reunión de planos, es necesario y suficiente que se tenga 


h 40 y que uno por lo menos de los números x/h, $/h sea >0. 
Mediante un cambio evidente de notaciones,la ecuación (2) se reduce entonces 


(permutando si es preciso las coordenadas) a: 


(3) ropa 1 con ¿=+l,a>0,b>0. 
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Se obtiene por lo tanto el cilindro de generatrices paralelas al vector É. tomando 
como base la cónica y del plano z =0 definida mediante la ecuación (3). 

Si y es una elipse (caso en que e = 1),se dice que 4 es un cilindro elíptico: en 
este caso toda sección de F por un plano no paralelo a sus generatrices es una 
elipse. 

Si y es una hipérbola (caso en que e = — 1),se dice que F es un cilindro hiper- 
bólico y en este caso toda sección de .F por un plano no paralelo a sus generatrices 
es una hipérbola. 

Finalmente, si a =b y si e = + 1, se obtiene el cilindro de revolución de ecua- 
ción x2 + y? =a4?. 

Veremos más adelante que existe otra clase de cilindros de segundo grado: los 
cilindros parabólicos, cuya sección por todo plano no paralelo a las generatrices 
es una parábola. 

La intersección del cilindro 4, definido por (3), con un plano P paralelo a 
sus generatrices o es vacía, O se reduce a una recta, o bien está formada por 
dos rectas paralelas. Si 2 Y se reduce a una recta, se dice que 2 es tangente 
a 9 a lo largo de esta recta. Se puede demostrar que esta definición se halla de 
acuerdo con la definición general de plano tangente a un conjunto. 


Conos 


Para que el conjunto 4 definido por la ecuación (1) sea un cono, no reducido 
a una reunión de planos, es preciso, de acuerdo con la discusión del $7, que la 
forma Q sea de rango 3 y que se tenga h = 0. inversamente, si h=0 y si Q es de 
rango 3, existe un sistema de referencia ortonormal 2 =(0; Má ñ en el cual Y 
se halla definido mediante una ecuación de la forma 


ax? + By? + y22=0 con aby 0, 
y para que Y no quede reducido a (0), es necesario y suficiente que los números 
a, f, y no sean del mismo signo. 


Si es así, un cambio evidente de notaciones nos lleva (permutando las coorde- 
nadas si hace falta) a una ecuación de la forma: 


FLA - 
(4) a e 9 con a>0,b>0,c>0. 


S es entonces un cono de vértice O, que admite como base cualquiera de las 
elipses de ecuaciones: 


ho 
To 


y y 32 
Brp=2 00. 


a 
» 


5] 
> 
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Figura 20. 


Las secciones de 4 por los planos x = Cte e y = Cte que no pasan por O son 
hipérbolas (véase la figura 20). 

La intersección de Y con un plano 2 que pase por O queda reducida a (0) 
o a una recta, o está formada por dos rectas. Si Y N 2 se reduce a una recta, se 
dice que 2 es tangente a Y a lo largo de esta recta. Esta terminología se halla de 
acuerdo con la definición general de plano tangente a un conjunto (véase $ 11). 

El cono 4 definido por la ecuación (4) admite la parametrización definida por 


x=aucosv, yp=busenv, z=cu (ueR,0<v<2m). 
De ello se deduce que es conexo. 


El cono 4 es de revolución si, y solamente si, a = b. En este caso, Y es la reu- 
nión de las rectas que pasan por O y forman con Oz un ángulo « que verifica: 


=4 
(5) ta == 


El número a definido por (5) y por O0< a< x/2 recibe el nombre de semiángulo 
en el vértice del cono. 
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Problema 


Se considera un cono F de segundo grado definido, respecto a un sistema de refe- 
; 222% sh E 
rencia ortonormal (O; i, j, k) » Por la ecuación cartesiana 


fy23=0, 
con 
fy 2) =4 +4 94422 +2 By2 + 2B'2x+2B"xy; 


decir si este cono es de revolución y, en caso afirmativo, determinar su eje. 


Sea u el operador simétrico asociado a la forma cuadrática y definida por 
A OE 
plxi+ yj + zk)= f(x, y, 2). 


Para que 7 sea de revolución, es necesario y suficiente que el polinomio P de u 
admita una raíz doble; un primer método consistiría pues en escribir que el dis- 
criminante de P es nulo. Un método más práctico consiste en hacer uso del hecho 
de que u es diagonalizable; siendo así, para que P admita a 4 como raíz doble, es 
necesario y suficiente que el operador u — 2Id (donde Id designa el operador iden- 
tidad) sea de rango <l. 

Utilizando la matriz de u en la base (7, J, 2), se ve que esta condición se traduce 
en las relaciones: 

(4 — 2 (A" -4)=B? 
(6) (4 -YUA-1)=B"” 
(4-2 (A'- 2) =B" 


'Ú 


(4A-1)B=B'B" 
(4)) (4 — 1)B' = B" B 
(4" — 1)B" =BB'. 


Se comprueba que el sistema (7) implica el (6) siempre que se tenga BB'B"4 0. 
En lo que sigue, nos limitaremos a este caso (el estudio directo del caso en que 
uno de los números B, B', B” es nulo no presenta dificultad). Al eliminar A entre 
las ecuaciones (7), se obtiene las condiciones buscadas: 


B'B 42 Bn B 
B B' B" 


(8) A- 


Si se verifican las relaciones (8) y si el cono 4 no se reduce a (O), resulta fácil 
determinar su eje de revolución 2. En efecto, el endomorfismo u admite entonces 
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como valor propio doble el valor común / de los tres miembros de la igualdad (8). 
Existe por lo tanto un sistema de referencia ortonormal 2' =(0 LS, 13) y un 
real y tales que se tiene: 


(Vx, y,2ER) oAXT+ YI + ZK)=4X* + Y2)+uZ?, 


y al ser F % (0), se tiene 244 < 0. El plano perpendicular en O al eje de revo- 
lución de 7 es entonces el plano de ecuación Z =0 en el sistema de referencia 2” 
y es por tanto el conjunto de los puntos M € €, que verifican p(OM) = 10M). 
Volviendo al sistema de referencia inicial se ve que este plano se halla definido 
por la ecuación 


(A-21x+B"y+B'2=0, 
o sea, teniendo en cuenta (8) y el valor de 4: 


EX 
BB 


El eje de revolución de F es pues la recta de ecuaciones 


Observemos que esta recta está definida incluso si 4 = (0). 


$ IIL9 PARABOLOIDES Y CILINDROS PARABÓLICOS 
Definición 111.9.1 


Una parte S del espacio afín euclídeo se dice que es un paraboloide 
pz á , dE 

si existe un sistema de referencia ortonormal (O; 1, j, % de 6 en el cual Y 
admite una ecuación de la forma 


30) z=ax + By, con a%0 y B%O0. 


Se observará que el conjunto definido por la ecuación (1) es siempre no vacío. 
Si « 4 f, admite como únicos planos de simetría los planos de ecuaciones x = 0, 
y =0, y como único eje de simetría la recta Oz. Carece de centro de simetría. Sus 
secciones por los planos de ecuación x= Cte o y = Cte son parábolas. 
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Paraboloide elíptico 
Si en la ecuación (1) « y £ son del mismo signo, se puede reducir (cambiando 


si es preciso k por — k) al caso en que a y £ son >0. Poniendo «a = 1/a? y f = 1/6? 
(a > 0, b >0), se obtiene entonces la ecuación 


Q) 


El paraboloide definido por una ecuación de esta forma se dice que es elíptico; 
su sección por un plano z= A, con 2.>0, es una elipse. 

Si a = b, es una superficie de revolución de eje Oz denominada paraboloide de 
revolución. Todo plano que pase por Oz es entonces un plano de simetría de 4. 

Volviendo al caso general, se ve que F admite la parametrización definida por 


x=aucosv, y = busent, z =u (uER,0<v<2m); 


es pues un conjunto conexo (véase la figura 21). 


Figura 21. 
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Paraboloide hiperbólico 


Si en la ecuación (1) « y $ son de signos contrarios, se puede reducir al caso 
en que a >0 y B< 0. Poniendo « = 1/a? y $ =— 1/6? (a >0, b > 0) se obtiene 
la ecuación: 


6) 


Un paraboloide definido por una ecuación de esta forma se dice que es hiper- 
bólico. Su sección por el plano z = ¿es una hipérbola si 2 4 0 y la reunión de dos 
rectas si 2 = 0. Además, si 2 4 0, el eje mayor de la hipérbola sección es paralelo 
aOxsiád>0 y paralelo a Oy si ¿< 0 (véase la figura 22). 


Figura 22. 


El paraboloide hiperbólico definido por (3) admite la parametrización: 
x=aucoshv, y =busenhv, z=e4% (ueR, veR,e=+1), 


es por lo tanto un conjunto conexo. 
Admite también la parametrización 


x=3+0), y=30-0, z=UuD (uEeR, veR). 
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Generatrices 


Pongamos la ecuación (3) en la forma 


PO=z, 
con 


Para cada /€R, designemos por 2, la recta de ecuaciones 
(4) P=1, 2=40, 
y para cada 4 e R designemos por D;, la recta de ecuaciones: 
(5) O=4, 2=uP. 


Se ve inmediatamente que las rectas 2, y Z; están contenidas en el parabo- 
loide hiperbólico .4 definido por (3), y se dice que son generatrices de F. Cada una 
de las familias (Li)rer y (L/)ueg se dice que es un sistema de generatrices de 4. 
Estas familias poseen propiedades análogas a las de las generatrices de un hiper- 
boloide de una hoja. Puntualizando: 


e Cada generatriz de uno de los sistemas corta a cada una de las generatrices 
del otro sistema. 

e Dos generatrices distintas de un mismo sistema son siempre no coplanares. 

e Por cada punto de Y pasa una generatriz de cada sistema y solo una. 

e Finalmente Y no contiene más rectas que estas generatrices. 


A ma Re 
Observemos que las generatrices %, son paralelas al plano de ecuación —— 7-0 
a 


mientras que las generatrices 2; son paralelas al plano de ecuación +--=0. 
De ello se deduce que 4 es, de dos maneras distintas, un conoide (véase $ 5). 

Recíprocamente todo conoide que admite como directriz una recta no coplanar 
con su eje y no paralela a su plano de base, es un paraboloide hiperbólico. 

En la figura 23 vemos representadas algunas generatrices de un paraboloide 
hiperbólico. 

Para que 4 sea un conoide recto es necesario y suficiente que a = b. En este caso 
se dice que 4 es un paraboloide equilátero. En un sistema de referencia deducido 
de(O; Dd K) por una rotación de + 7/4 alrededor de Oz, Y queda definido me- 
diante una ecuación de la forma: 


XY=kZ, con k%X0. 


LELONG !11-8 
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Figura 23. 


Cilindros parabólicos 
Definición 11.9,2 


De una parte 4 de 6, se dice que es un cilindro parabólico sí existe un 
sistema de referencia ortonormal de 6 en el cual F admite una ecuación 
de la forma: 


x*=2pz, con px0. 


Se trata pues de un cilindro cuya sección, por un plano perpendicular a sus 
generatrices, es una parábola. 

En resumen, el conjunto definido, respecto a un sistema de referencia orto- 
normal de 6, por una ecuación de la forma 


2=0x*+By  ((1,P)+ (0,0) 


es un cilindro parabólico si «$ = 0, un paraboloide elíptico si «8 > 0, y un para- 
boloide hiperbólico si «$ < 0. 
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$ ILIO SUPERFICIES DE REVOLUCIÓN 


Sea,como siempre, é¿ un espacio afín euclídeo de dimensión 3. Se dice que una 
parte no vacía Y de 6, admite una recta afín A como eje de revolución si 4 es 
estable para toda rotación de eje 4; se dice entonces que S es de revolución (alre- 
dedor de 4). 

Si es así y si M es un punto cualquiera de %, la circunferencia 1”, de eje 4 
que pasa por M está contenida en S: esta circunferencia 1, recibe el nombre 
de paralelo de M. El conjunto 4 es pues la reunión de los paralelos de sus diversos 
puntos. 

Los planos que contienen al eje 4 reciben el nombre de planos meridianos, y 
son planos de simetría de 4 . Sus intersecciones con P son conjuntos que se dedu- 
cen unos de otros por las rotaciones de eje A. De cada uno de ellos se dice que es 
un meridiano de 4. Todo meridiano de / admite a 4 como eje de simetría. 

El conjunto 4 queda evidentemente determinado cuando se da el eje 4 y un 
meridiano. Basta de hecho dar el eje 4 y un semimeridiano (sección de 4 por un 
semiplano limitado por 4). 

Nos hemos encontrado ya con conjuntos que admiten un eje de revolución, a 
saber: los conos de revolución, los cilindros de revolución y las cuádricas (elip- 
soides, hiperboloides y paraboloides) de revolución. 

Toda recta que pase por el centro de una esfera Y es un eje de revolución de 4. 
A la inversa, se puede demostrar que todo conjunto que admite dos ejes de revo- 
lución coplanares y distintos es una reunión de esferas concéntricas (véase ejer- 
cicio 111.53). 


Ecuaciones de una superficie de revolución 


>>> A A 

Sea (0; í, J, k) un sistema de referencia ortonormal de €, y sea f: U>R una 
función numérica definida en una parte de R?. Para que el conjunto de 6 de 
ecuación cartesiana 


(1) f(x, y, 2) =0 


sea de revolución alrededor de Oz, es necesario y suficiente que la relación (1) im- 
plique para todo 0 eR, la relación 


f(x cos 0 — y sen6, xsenO + y cos 0,2) =0. 


De ello se deduce inmediatamente: 
Todo conjunto de €, que admite una ecuación cartesiana de la forma 


a) ga +y?2=0, 
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(donde Y designa una función numérica definida sobre una parte de R?) es de revo- 
lución alrededor de Oz. 

El meridiano del conjunto .7 definido por (2), contenido en el plano x= 0, 
está definido por la ecuación 9(y*, z) = 0, y admite Oz como eje de simetría. 


e Convendremos en llamar superficie de revolución de eje Oz a todo conjunto de 
revolución alrededor de Oz cuyo meridiano contenido en el plano x= 0 admita una 
ecuación cartesiana de la forma 


(€) hy.) =0, 


donde h designa una función de clase C! sobre un abierto de R*: los conos, los cilin- 

dros y las cuádricas de revolución alrededor de Oz, son superficies de revolución 

en el sentido de esta definición. Por ejemplo, un meridiano del cono de revolución 
de ecuación 

*+ y 

a? C 


-5=0 
(véase $ 8) contenido en el plano x =0 es el conjunto (formado por dos rectas) 
de ecuación 

ty-az2=0. 


Inversamente, sea /' un conjunto del plano x= 0, definido por una ecuación 
cartesiana de la forma (3), que admite a Oz como eje de simetría, y sea 4 la su- 
perficie de revolución de eje Oz que admite a /' como meridiano. 

Para que el punto M, de coordenadas (x, y, z), pertenezca a Y, es necesario y 
suficiente que exista un número 0 tal que el punto de coordenadas 


(xcos O — ysen0, xsenU + y cos 6, z) 
pertenezca a I”, lo cual tiene lugar si, y solamente si, uno de los puntos P, Q de 
coordenadas respectivas (0, / 12 + y% + 2), (0, —/x2 + y?, z) pertenece a T. Pero 


puesto que /” tiene a Oz como eje de simeiría, la relación P € I” implica Q e f. 
La superficie .4 queda por lo tanto definida mediante la ecuación cartesiana 


(4) ne + 


Una superficie de revolución de eje Oz es pues una superficie que admite una ecua- 
ción cartesiana de la forma (4), siendo h de ciase C! sobre un abierto de R?. 
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Ecuación referida a un sistema ortonormal cualquiera 


Designemos por O un punto cualquiera de 6,, por P una función afín no cons- 
tante sobre 6,, y, para todo M € 6, pongamos S(M) = OM?. Finalmente, sea F' 
una función numérica definida sobre una parte de RR 

Resulta entonces fácil ver que el conjunto definido por la ecuación 


(5) F[S(M), P(M)] =0 

es de revolución alrededor de la perpendicular trazada por O al plano de ecuación 

ea E efecto (O: 7 k) un sistema de referencia ortonormal tal que R sea 

ortogonal al plano P=0. En este sistema de referencia, se tiene: S(M) = 2+y942? y 
P(M) = az + b 

con a, b = Ctes. La ecuación (5) se escribe pues: 

(6) FEx+y+2a+b)=0, 


y el estudio que antecede muestra que S es de revolución alrededor de Oz; si, 
además, F es de clase C!, 4 es una superficie de revolución en el sentido anterior- 
mente definido, su meridiano contenido en el plano x= 0 admite en efecto la 
ecuación cartesiana h(y, z) = 0, con 


hu, v) = Flu? + v?, av + b). 


Inversamente, sea 4 una superficie de revolución definida por una ecuación de 
la forma (4). Basta poner F(u,v) == h(y 2 —v?, v) para que se reduzca a la 
ecuación 

FoO+y+2%2)=0, 


que es efectivamente de la forma (6). Vamos a enunciar la regla práctica que sigue: 


e En un sistema de referencia ortonormal cualquiera se reconoce una superficie de 
revolución en que admite una ecuación cartesiana de la forma 


F(S, P) =0, 


donde S =0 es la ecuación normal de una esfera y P una función afín no constante. 
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Ejemplo 
En un sistema de referencia ortonormal (O ; 17, %) sea 4 la superficie de ecuación: 
*+y+2—y—zx-x=1l. 
Esta ecuación se escribe: 
30 + y 422) Ha + y+23=1. 
Es de la forma (5), con 


SM) =0M*=x*+ y +2, PM)=x+y+2 


Fu =H- =1. 


nia 


La distancia de un punto M al plano P = 0, medida algebraicamente según el 
vector unitario K de componentes (1//3, 1//3, 1//3) es igual a P(M)/y 3. Si se 
designa por (X, Y, Z) las coordenadas de M respecto a un sistema de referencia 


de la forma (O; Tede K, se tiene por lo tanto P(M) = y3 Z, de donde 
EM) = (+ Y? 4+Z3)-3Z*-1=3X? 4 Y?) -1. 
En este nuevo sistema de referencia, Y está definido por la ecuación cartesiana: 
x 4 Y?*=4. 


Se trata pues de un cilindro de revolución cuyo eje es la recta de ecuaciones x=y=z 
respecto al sistema de referencia inicial. 


Hojas de revolución 


Considerando fijo el sistema de referencia ortonormal (0:77, 13 llamaremos 
hoja de revolución de eje Oz a toda parametrización definida mediante relaciones 
de la forma: 

(7) x = alt) cos 0 — b(t) sen0, y = alt) send + b(1)cos 0, z= c(t) 
(tel,0€R) 


donde / designa un intervalo de R, y a, b, c funciones derivables en J. 


Estudio elemental de algunos conjuntos 219 


Designemos por 1” el arco de 6, definido por la parametrización 
x=ad0), y =b(0), z=cl() (tel). 


Para cada 0 eR, el arco 1, definido por la parametrización (7) se deduce de P' 
por la rotación de eje Oz y ángulo O (respecto al sistema de referencia considerado). 
Diremos que la hoja definida por (7) es la hoja de revolución engendrada por la 
rotación de /' alrededor de Oz. 

La imagen 4 de la parametrización (7) (denominada soporte de la hoja) tiene 
evidentemente a Oz como eje de revolución. El meridiano de 4 contenido en el 
plano y = 0 es el conjunto de los puntos de coordenadas 


(8) x = alt) cos 0 — b(1)senb, y=0, == cl) 
donde t y Ú tienen que verificar 
(9) a(t) send + b(1)cos0 =0. 


Eliminando 1 y 0 entre las relaciones (8) y (9) se obtendría una ecuación car- 
tesiana de este meridiano. 

Si el conjunto plano definido por la ecuación (9) admite una parametrización 
u+> [t(u), 0(u)] y si se sustituye esta parametrización en (8), se obtiene una para- 
metrización del meridiano. 

Inversamente, supongamos dada una superficie de revolución 4 de eje Oz cuyo 
meridiano contenido en el plano y= 0 admite una parametrización derivable 
tal como 

x=Xu), y=0, 2=Z(4)  (uel). 


Se ve entonces inmediatamente que 4 es el soporte de la hoja de revolución 
definida por: 
= X(u)cos0, y = Y(u) send, z= Z(u)sen0. 


Observación. Si el arco T' está contenido en un plano meridiano F, el meri- 
diano de la superficie de revolución 4 engendrada por /” es la reunión del soporte 
de I” y de su simétrico respecto al eje Oz. 

Para fijar ideas, supongamos que el soporte de /” esté definido por las ecua- 
ciones cartesianas: 

x=0 y hy,z2)=0. 


Mediante un estudio análogo al del comienzo de este $, se ve que 4 es el con- 
junto de los puntos cuyas coordenadas (x, y, 2) verifican una por lo menos de las 
ecuaciones: 
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(10 M/?+y.2=0, M-/x+y2)=0. 


Si el soporte de 1” tiene a Oz como eje de simetría, las dos ecuaciones (10) son 
equivalentes y el soporte de /' es todo el meridiano de 4. 


Ejemplo: toro 
Tomemos como /” la circunferencia de ecuaciones paramétricas: 
x=0, y=a+Rcost, z=Rsent  (teR). 


La hoja de revolución engendrada por 1” al girar alrededor de Oz está definida 
por la parametrización 


(11) x=(a+ Rcos1)cos0, y =(a + Rcos!)sen0, 


z= Rsen! (ER, VER). 
La circunferencia /' es la curva del plano y = 0 de ecuación cartesiana 
(12) G-a+2=R?. 


Se obtiene pues una ecuación cartesiana de soporte . de la hoja (11) sustitu- 
yendo, en (12), y por +/x2+y?, o sea: 


*+y +20 + y? +0 4+2=R?. 
Por lo tanto Y está definido por la ecuación cartesiana: 
(+ y 4 24 a? — RAY 44 0x4 y?=0, 
o sea, al desarrollar 
(24 y? 4 229? — AR? + a?) (+ y?) + AR? — a?) 2? 4 a? R?=0. 


La superficie de revolución .7 recibe el nombre de superficie tórica o toro de eje 
Oz. Su meridiano, contenido en el plano y = O, es la reunión de /” y de la circun- 
ferencia IT” simétrica respecto a Oz (véase la figura 24), Esta superficie tiene el 
punto O como centro de simetría y el plano z = O como plano de simetría. 

Se puede ver que el conjunto 4 es la imagen, en la aplicación definida por (11), 
del compacto plano definido por0d <9 <2x, 0<1t<2x, y es por lo tanto com- 
pacto y conexo. 
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Az 
| 
| 
| 


O 


Figura 24. 


l 


Toro de garganta cerrada 
Figura 26. 
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- contorno aparente 
— 0 --- meridianos 


Toro ciego o cruzado 


Figura 27. 


El toro se dice que tiene garganta abierta si a > R, que es de garganta cerrada 
si a= R y que es cruzado si a < R. Enlas figuras 25, 26 y 27, hemos representado 
en perspectiva caballera algunos círculos meridianos en cada uno de los tres casos. 


Señalemos que un toro de garganta contiene, además de los círculos paralelos y de los círculos 
meridianos, otras dos familias de círculos, denominados círculos d'Y von Villarceau (véase ejer- 
cicio 111.52). 


Para terminar este $ vamos a dar algunos ejemplos que muestran la manera 
como se puede formar una ecuación cartesiana de una superficie de revolución en 


un sistema de referencia ortonormal cualquiera (O; 1,J, Lo. 


Ejemplo 1 


_, Dada una recta D definida mediante un punto Ala, b,c) y un vector director 
V(a, B, y), formar una ecuación cartesiana del cilindro de revolución de eje 2 y de 
radio R. 
El cilindro buscado es el conjunto de los puntos M cuya distancia a 2 es igual 
VR FA 
a R. Ahora bien la distancia de M a 2 es: A (véase $ 11.8). Se obtiene 


por lo tanto la ecuación buscada 
LAMA VIP RIP =0, 


o sea, explícitamente 
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DO — b) — BG — 0? + [tz — c) — nx — ayy? 
+ [B(x — a) — aly — BJ? — RU? + Py) =0. 


Ejemplo 2 


Siendo 2 la recta del ejemplo 1, formar una ecuación cartesiana del cono de re- 
volución de vértice A y de semiángulo en el vértice.0. 
El cono buscado es el conjunto de los puntos M tales que el ángulo de la recta 


(AM) con 2 es igual a 0. Ahora bien, el ángulo 0), de las rectas (AM) y (2) verifica 
Am.V? 
(amp. 71 


cos? Oy = 


La relación buscada es pues 
(AM.P) — (cos? 0) 1 4M 12.1 Y 1? =0, 
o sea, desarrollando: 


[a(x — a) + Br — b) + y(2 — 0)]? — cos? Ma? + P? + y?) 
x[6-d+0-0?+G- 0] =0. 


Ejemplo 3 


Se define una recta D que pasa por O dando un vector director V(a, P, y). Se 
define una recta Á, no coplanar con 2 y no ortogonal a D mediante la parametrización 


(12) x=a+p, y=b2+9. 


Formar una ecuación del hiperboloide de una hoja engendrado por la rotación de A 
alrededor de 2. 
Las hipótesis hechas sobre 2 y 4 se traducen por las relaciones E 4 0y F %0, 


con 
P a a 


E=a+bBb+y y F=|4g b B 
0 1 Y 


Para todo punto M de 6,, de coordenadas x, y, Z, pongamos 
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SM)=x*+y?4+22 y P(M)=ax + By + y2. 


El estudio hecho en el $ 7 muestra fácilmente, mediante un cambio de sistema 
de referencia, que las cuádricas de revolución de eje Z son las que admiten una 
ecuación de la forma: 


(13) AS + BP? + CP+D=0 (4,B,C, D = Ctes, con A % 0). 


Para que esta cuádrica contenga a 4 es necesario y suficiente que al poner en (13) 
la parametrización (12) se obtenga una identidad en z. Mediante un cálculo fácil, 
se obtienen las condiciones 


(0 +b4+1)4A+E?B =0 
(14) (ap + bq) A + Elap + Pq) B + EC =0 
(+ q) A+ (ap + Bay B + (ap + Pq) C+D=0. 


El sistema (14) es lineal y homogéneo en A, B,C, D, y su rango es 3, ya que el 
determinante 
E? 0 0 
L=| Elap + Pq) E 0 | es no nulo. 
(ap + Ba? ap+fg 1 


Admite por lo tanto una solución no nula única (Ap, By, Cy, Dy), definida salvo un 
factor multiplicativo no nulo, y se ve fácilmente que Ay % 0; la ecuación 


AS + B,P?4+CP+D¿=0 


representa pues una cuádrica, y se trata del hiperboloide buscado. 
Estos cálculos siguen siendo válidos si F = 0; la ecuación hallada es entonces 
la del cilindro de revolución generado por la rotación de 4 alrededor de 2. 


$ UL11. NOCIÓN GEOMÉTRICA DE TANGENTE 
Y DE PLANO TANGENTE A UN CONJUNTO 


Manteniendo el punto de vista «conjuntista» que ha sido el adoptado en este 
capítulo, resulta interesante poder definir directamente la tangente [resp. el plano 
tangente] a una curva [resp. a una superficie], sin recurrir a una parametrización 
del conjunto considerado. 
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Vamos a ver en primer lugar de qué manera se puede definir el concepto de 
tangente a un conjunto. 


Planteamiento del problema 


Designemos por (E, v) un espacio vectorial normado, por /” una parte de E 
y por My un punto de acumulación de 7”. Intuitivamente, la tangente a /'en Mo 
es el «límite» (si existe) de la recta (MM) cuando M tiende hacia M, sobre INM). 
Para dar una significación matemática a este concepto intuitivo de «límite» nos 
hace falta definir una topología sobre el conjunto de las rectas que pasan por M¿. 
Esto equivale a definir una topología sobre el conjunto de las rectas vectoriales de E. 


Topología sobre el conjunto de las rectas vectoriales de (£, v) 


Designaremos por Y, el conjunto de las rectas vectoriales de £ y por S la esfera 
unidad de E, o sea 
S=(xeE|Mx)=1). 


Para cada recta De %,, el conjunto SN D está formado por dos puntos dia- 
metralmente opuestos de S. 
A cada par (D,, D,) de rectas vectoriales, vamos a asociar el número 


(1) dA(D,, D),) = inf YX = M2), 
1 eSoD xj eS OD, 
dicho número d(D,, D,) es la distancia de los conjuntos S AD,, SM D,. Es nulo si 
(y solamente si) D, = D,, y se tiene d(D,, D,) = d(D,, D,). Para demostrar que d 
es una distancia en 9, basta con probar que d verifica la desigualdad triangular, 
Ahora bien, si D, D,, D, son tres rectas vectoriales cualesquiera y siueSAD, 

se ve fácilmente que existe un punto 4, € SN D, y un punto u¿€ S A D,, tales que 
se tiene 

d(D,D,)=wWu—uy) y «D,D,)= vlu— uz); 
de donde 

d(D,, D,) < víu, — uz) < v(u — uy) + v(u — u7) 
o sea 

A(D,, Dz) < d(D,, D) + d(D,, D). 


La función d definida en 4, x Y, por la relación (1) es pues efectivamente una 
distancia en Y. 
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Por otra parte resulta fácil ver que, si se sustituye v por una norma equivalente 
v, la distancia d viene sustituida por una distancia equivalente d'. 


En efecto, designemos por S” la esfera unidad correspondiente a la norma v” y sean a, b reales 
> 0 que verifican: 
av<v<bvw. 


Supuestas fijas las rectas vectoriales D,, D,, tomemos x¡€S'N D, y x¿€S'MD, tales que 


AD), Dj) = v(x — x3) 


Pongamos 
Es x 
=> a» 
v(x) v(x2) 


de lo cual se deduce x, € SO D,, x¿€ SN D,. Se tiene 


EE UN 2 o 
ADD a 1 (e Ha 20)*) 


de donde 


1 / , , 
d(D,, D)) < ea] De — 2) + 19) — 10) 1] 
y como se tiene 
Pp) | < 04 5) y >) =a, 
se deduce 


d(D,, Dj) < E ex) < 2 vas — 13) = La, D»). 


De análoga manera se establecería la desigualdad: 


con lo cual queda establecida la equivalencia de las distancias d y d”, según se había anunciado. 


La topología definida en Y, por la distancia d depende solamente de la topo- 
logía definida por la norma v sobre E. Por otra parte, se puede comprobar que 
la topología de $, está definida por la condición siguiente: una parte X de Y, es 


abierta si (y solamente si) el cono despuntado Y (D'0y) es un abierto de E. 
De; 


En particular, si E es de dimensión finita, la topología de G, no depende de la 
norma v elegida. 
Si (E, v) es un espacio euclídeo, se tiene, mediante un cálculo fácil, 


A(D,, D,) = 2 sen0/2 
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donde 0 designa el ángulo de las rectas D,, D,. Se puede demostrar, por otra parte, 
que la distancia angular (es decir la determinación de Ó comprendida entre 0 y 1/2) 
es otra distancia que define la misma topología en %,. 

En la práctica utilizaremos la proposición que sigue la cual reduce el estudio 
de los límites de rectas al de límites de funciones vectoriales. 


1T.11.1 Considerando fijo el e.v.n. (E, v), designemos por I' una parte de un 
espacio topológico cualquiera, por My un punto de adherencia de T” y por 


D:M_ D(M) 
una aplicación de I' en %,. Sea finalmente T, una recta vectorial de E 
dirigida por el vector Pos Para que se tenga: 


(1) lim, DIM) = To, 


basta que exista (*) una función vectorial V:T>5E que verifique las dos 
condiciones siguientes: 

i) para cada Mel, YM) es un vector director de D(M); 

ii) lim V(m) =7V.. 


M>M 


Demostración. Por definición, se tiene: 


Ya) V, | 
A(D(M), To) < vi —— - A 
Ñ ES A] 


y la relación ii) implica 


Ya) _ Y. 


a , 
MIA) 0) 
de donde se deduce el resultado.] 
En el caso de ser (E, v) un espacio euclídeo, se tiene también (con las mismas 
notaciones): 


Para que (1) se cumpla, es necesario y suficiente que la distancia angular de las 
rectas D(M) y T, tienda a cero cuando M tiende a Mo. 


() Se puede demostrar que una condición necesaria y suficiente es la existencia de una tal función v 
en un entorno de M, en P”. 


228 Estudio elemental de algunos conjuntos 


Tangente geométrica a un conjunto 


Considerando fijo el e.v.n. (E, v) y estando provisto el conjunto asociado Y, 
de la topología acabada de definir, podemos poner: 


Definición 11.11.1 


Sean $ un espacio afín sobre (E, v) y My un punto de acumulación de 
una parte T' de €. Para todo punto Me LI, distinto de My, designemos 
por D,, la recta vectorial engendrada por M¿M. 

Se dice que I' admite una tangente única en el punto M, si el límite 


T= lim Dy 
M=My Mer (Mo) 
existe en Y. 
Si este límite existe, la recta afin de dirección T que pasa por My recibe 
el nombre de tangente (o tangente geométrica) a /' en Mo. 


Se observará que la existencia y el valor T de este límite depende solamente 
de un entorno tan pequeño como se quiera de M, dado en 7”. Se trata pues de pro- 
piedades locales del par (1, Mp). 


Ejemplos 


1. Sean £' una circunferencia del plano euclídeo de centro O, AE IT” y AT 
la recta ortogonal en A a la recta (OA). La distancia angular de las rectas (AT), 
(AM) es igual a la de las rectas (OA), (OH) (donde H designa el punto medio del 
segmento [4, M)), por lo tanto es igual a 4 AOM (véase la figura 28); tiende pues 
a cero cuando M tiende a Á sobre 1”. La recta AT es la tangente geométrica a f' 
en 4. 

2. En R?, sea 7” el conjunto de los puntos (x, y) que verifican 12 < y < 2x2 
(véase la figura 29). Para cada punto M = (x, y) de f, distinto de O = (0, 0), la 


H 
y T 


Figura 28. 
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y 
BS 


Figura 29. 


recta OM admite el vector director YM) =(1, y/x) (ya que se tiene x + 0), y 
evidentemente: 


lim 2-0, 
(xy) + (0,0), (x, Er O) * 
de donde: lim YM) = (1,0). 


M-=0.MerstO) 
Según 1I.11.1, /' admite pues la recta Ox como tangente única en el punto O. 


11.11.2 Sea f una función numérica definida sobre un intervalo I de R y sea T' 
su gráfica (IS R?). 

Si f es derivable en t,€ 1, el conjunto T' admite en My= (to, J(tp)) una 
tangente única, dirigida por el vector de componentes (1, (10). 


Demostración. Todo punto M de 1” se escribe de manera única 


M = (tm S (1) 


(véase la figura 30), y la aplicación T+> 1, M+> tn es continua (ya que es la res- 
tricción a 1' de la primera proyección). Además, se tiene fa1p = to, Y para M4 My 


s 


Figura 30. 
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—Ílt 

la recta (M¿M) admite el vector director YM ) de componentes (16910). 
Mm Lo 

Finalmente, puesto que f es continua en fy, My es un punto de acumulación de 1”. 


Por definición de derivada, se tiene: 


ñ "AQPACO) 
1m _ 
I=lplklto t=t 


So); 


de donde (utilizando el teorema de composición de límites) 


lim YM) =V,, 
M-=My MerTN( Mo) 


donde VA designa el vector de componentes (1, f'(tp)). 


El resultado anunciado se desprende entonces de 111.11.1.] 

En el $ V.6 estudiaremos las relaciones entre el concepto de tangente geométrica 
a un conjunto y el de tangente a un arco. 

Del mismo modo se establecería el resultado más general que sigue: 


Sea $ un espacio afín sobre un e.v.n. cualquiera E, sea f : 1> € una apli- 
cación definida sobre un intervalo I de R. y sea T' su gráfica 


(Pclxg8). 


Si f es derivable en un punto ty de I, entonces T' admite en el punto 
Mo = (to, F (to), 


una tangente geométrica única, dirigida por el vector (1, f'(tp)) de R x E. 


Observación. El teorema 111.11.2 no admite recíproco. Si f:I>4 es una 
función cuya gráfica admite una tangente única en el punto (a, f(a)) no se puede 
en general afirmar que f sea derivable en a (incluso suponiendo f continua): por 
ejemplo, en R?, la gráfica de la función continua f : x+>/ [x] admite en el punto 
O = (0,0) la recta Oy como tangente geométrica, pero f no es derivable en el 
punto x =0. 

Sin embargo, si f'es continua en a y si la gráfica de f admite en el punto [a, f(a)] 
Una tangente geométrica única, no paralela a (0) x E, entonces se puede demos- 
trar que f es derivable en a. 


Extensión. Concepto de variedad afín tangente 


Manteniendo las notaciones de la definición 111.11.1, proponemos las. siguientes 
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Definición 111.11.2 


$ Para cada valor de adherencia T de la función M-+>Dyw en Mp, la recta, que pasa 
$ por Mp, de dirección T, se dice que es tangente a T' en Mp. 


Utilizando las propiedades de los valores de adherencia (véase tomo 2 p. 109) se ve que una 
recta Ú es tangente a /'en M, si, y solamente si, existe un subconjunto de T' que admite a Ú como 
tangente única en Mp. 

Por otra parte, si existe solamente una recta tangente a 1'en M), esta recta es la tangente a T' 
en el sentido de la definición 11.11.1. 


Definición 111.11.3 


Sea como siempre T' una parte del espacio afín £, Mp un punto de T y F yy la reunión 
de las rectas tangentes a I' en My. Si F yy es una variedad afín Y”, se dice que Y” es 
la variedad afin tangente a /” en Mo. 

En particular, si Tes un plano [resp. un hiperplano] se dice que es el plano tangente 
[resp. el hiperplano tangente] a T' en My. 


Ejemplo 


En un espacio afín euclídeo de dimensión 3, sea S una esfera de centro O y sea A€ES. 

Si 7 es un subconjunto de S que admite una tangente única en A, se ve fácilmente que esta 
tangente es ortogonal en A al radio OA (ya que la distancia angular entre las rectas (OA) y (AM) 
tiende a 7/2 cuando M tiende a A en S».(4)). Por otra parte, toda recta rr que pasa por Á y es orto- 
gonal a la recta OA es tangente a S (puesto que es la tangente única a la circunferencia sección 
de $ por el plano que contiene a % y O). Por lo tanto, la reunión de las tangentes a S en A es el 
plano ortogonal en 4 a la recta OA. Este plano es el plano tangente en A a Ss. 


Observación. De un modo general, para que una parte S de un espacio afín euclídeo admita 
una variedad afín Y como variedad tangente en A, es necesario y suficiente que: 


a) El ángulo (comprendido entre 0 y 1/2) de la recta AM con Y” tienda a cero cuando el punto 
M tiende a A en Ss (4). 

b) Para cada recta Ú, que pase por A y esté contenida en Y, exista un subconjunto de S que 
admita a UG como tangente única en el punto A. 


Con la definición I11.11.3 se puede demostrar la proposición que sigue, análoga a 111.11.2 
y susceptible de generalizaciones a espacios afines cualesquiera: 


111.11.3 Sea f una función numérica definida en un entorno V del punto (xo, yo) enR? y sea 
S su gráfica, es decir la «superficie» de R* de ecuación 
2=f(,y) (5 yeV). 


Si f es diferenciable en el punto (xy, Yo), entonces el conjunto S admite el plano de 
ecuación 


2 — fo» Yo) = (9 — Xo) Lilo» Yo) + (Y — Y L(o Yo) 
como plano tangente geométrico en el punto (Xo, Yo, £(%o, Y0))- 


Capítulo IV 


Campos de vectores y torsores 


Introducción 


Veremos más adelante (Capítulo XI) que la Cinemática tiene como objetivo el 
estudio del campo de vectores constituido por las velocidades de los distintos pun- 
tos de un sistema en movimiento. El caso particular de un sistema sólido nos llevará 
a considerar campos de vectores de un tipo particular denominados equiproyectivos. 

Por otra parte, el problema de la reducción de un sistema de fuerzas aplicadas 
a un sólido ha llevado a los científicos de la Mecánica a la introducción del con- 
cepto dinámico de torsor. 

En este capítulo vamos a estudiar a priori, desde un punto de vista geométrico, 
los conceptos de campo equiproyectivo y de torsor, y vamos a ver cómo en el espacio 
afín euclídeo orientado de dimensión tres, el concepto de campo equiproyectivo se 
reduce al de torsor. 

Pero los campos equiproyectivos no son sino campos de vectores muy particu- 
lares. Con vistas a las aplicaciones a la Física expondremos pues también algunas 
propiedades generales de los campos de vectores diferenciables. 

Los resultados de este capítulo se utilizarán en el capítulo XI para laCinemática 
del sólido; se utilizarán también en Mecánica para el estudio del equilibrio y del 
movimiento de un cuerpo sólido, y el curso de Física (magnetismo, electricidad) 
proporcionará ejemplos de campos de vectores haciendo ver la utilidad de los 
conceptos introducidos. 
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$ IV.1 ENDOMORFISMOS ANTISIMÉTRICOS 
DE UN ESPACIO VECTORIAL EUCLÍDEO 


El presente $ se dedica al estudio de algunos complementos de Algebra lineal 
que son necesarios para una presentación correcta de los campos equiproyectivos 
y de los torsores. 


e A lo largo de todo este $, la letra E designará un espacio vectorial euclídeo de 


dimensión n > l., 
Recordemos que el rraspuesto 'p de un endomorfismo y € Z(E) es el endo- 


morfismo de E definido por 
(Vxe E, Vye E)  'p(x).y =x.p(y) 
(véase tomo 1, p. 477). 


Vamos a definir ciertas clases de aplicaciones de E en E que se introducen en 
Mecánica y haremos ver que tales aplicaciones son endomorfismos de E. 


Definición 1V.1.1 


Se dice que una aplicación y : E> E es antisimétrica cuando verifica 
(1) (VWxe E, Vye E) x.p(y) + p(x).y =0. 


Teorema IV.1.1 


l Toda aplicación antisimétrica de E en E es lineal. Dicho de otro modo, 
es un endomorfismo antisimétrico de E. 


Demostración. Observemos en primer lugar que, por la simetría del producto 
escalar, se puede escribir (1) en la forma 


x.p(y) = — p(x).y = — y.p(x). 
Si la aplicación y : E > E es antisimétrica, se tiene pues, para todos los x, y, z € E 
y todos los 4,4 eR: 
z.[p(Ax + uy) — Ap(x) — moy] = 2.p(1x + uy) — 4z.p(x) — pz. p(y) = 
= — (Ux + My). p(2) + 4x.p(z) + uy. p(2) 
= [-(Ux + 9) + dx + 1].p(2) =0. 
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Si los vectores x, y € E y los reales 2, ¡4 son fijos, el vector 

u = p(Ax + uy) — Ap(x) — nel») 
verifica por lo tanto: 


(WVz € E) zu =00, 


De ello se deduce u = 0, de donde, para todos los x, y € E y todos los 4, y ER: 


p(Ax + uy) = 20(x) + uoly) - 


En otros términos, p es lineal.] 


Observaciones 


1. Se puede definir el concepto de aplicación simétrica y : E > E por la con- 
dición 


10) (Vx E, Vye E), x.0(y) = 0(x).y 


y se vería igualmente que toda aplicación simétrica de E en E es lineal. Por otra 
parte, se ve fácilmente que estas definiciones, lo mismo que las propiedades arriba 
anunciadas, se extienden al caso en el que E es un espacio prehilbertiano real 
cualquiera. 

2. Para que un endomorfismo y e .P(E) sea simétrico (resp. antisimétrico), es 
necesario y suficiente que su traspuesto tp verifique tp = y (resp. 'v + =0). 

3. Sin=1, todo endomorfismo antisimétrico de E es nulo. En lo que sigue 
supondremos a > 2. 


Propiedades 


1. Si el endomorfismo y de E es antisimétrico, se tiene: 
(VxeE) x.p(x) + 0(x).x=0,0 sea x.p(x)=0. 


Por lo tanto, un endomorfismo antisimétrico transforma todo vector x en un vector 
ortogonal a x. 


2. Siguiendo en el supuesto de que y es antisimétrico, sean 
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xeKer(p9) e yelm(p): 


y sea zEE tal que y = p(z). Se tiene 
x.y = x.p(z) = — p(x).z =0. 
Por lo tanto, los subespacios Ker (q) e Im (p) de E son ortogonales y como se tiene 
dim (Ker (p)) + dim (Im (p/)) = dim (E) 


(véase tomo I, p. 295), se deduce: los subespacios Ker (q) e Im (p) son sublementa- 
rios ortogonales. 


e 3. Resulta finalmente obvio que los endomorfismos simétricos (resp. antisimé- 
tricos) de E constituyen un subespacio vectorial de .Z(E). Al subespacio de los en- 
domorfismos antisimétricos de E lo designaremos aquí por ./(E). 


Utilización de una base ortonormal 


Designemos por y un endomorfismo de E, por (€,),<;<n una base ortonormal 
de E y por 


[o] = [ote).e;]1 <i<n, 1<5<n 


” n 
la matriz de y en esta base. Six= *x,e, e y= 2 y,e, son dos vectores cuales- 
i=1 de] 


quiera de E, se tiene 


0)=2L Loxa y o(M)= Al y Py Ys 


de donde 


P).y + x.p()) = Y y (Pi; + 05) X: y - 


=1 j=1 


Inmediatamente se deduce 


Campos de vectores y torsores 237 


Teorema I1V.1.2 


Para que un endomorfismo y € L(E) sea antisimétrico, es necesario y 
suficiente que exista una base ortonormal de E en la cual la matriz de y 
sea antisimétrica y toda base ortonormal de E posee entonces la misma 
propiedad. 

Ejemplo 


Los endomorfismos antisimétricos de R? (provisto de su estructura cuclídea 
canónica) son de la forma (x, y)+> (Ay, — 4x) (siendo fijo 4 € R). Forman un es- 
pacio vectorial de dimensión 1, constituido por el endomorfismo nulo y las seme- 
janzas directas de ángulo = 7/2. 

De un modo más general, cuando dim (£) = nm, la elección de una base orto- 
normal define un isomorfismo del espacio vectorial .Z(£) sobre el espacio vectorial 
de las matrices antisimétricas de orden n, de donde resulta 


dim ((Ey = 54D 


2 


En particular, si dim (E) = 3, el espacio .Z(E) es también de dimensión 3. 

Vamos ahora a limitar nuestra atención al caso (importante para las aplica- 
ciones) en el que dim (E) = 3 y veremos que entonces, eligiendo una orientación 
en E,se puede definir un isomorfismo natural de E en .Z(E). 


$ IV.2 CASO DE UN ESPACIO DE DIMENSIÓN 3 


e La letra E designa ahora un espacio vectorial euclídeo orientado de dimensión 3, 
cuyos elementos se representarán por letras cubiertas con flechas. 


Repaso acerca del producto mixto y del producto vectorial 


1. Sean U, Y, W tres vectores de E; si (U,), (V), (W;,) designan las compo- 
nentes de estos vectores en una base ortonormal directa 2 de E, el escalar 


siga DU Y 
deta (U, V,W)=|U,  V, Ww, 
UY vv, 
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no depende de la base elegida 2. Se le da el nombre de producto mixto de T. v, W 
(véase tomo 7, p. 453). Lo mismo que en el capítulo 11, lo designaremos por (0, Y m 
(para distinguirlo de la terna (7. Y. W). 

2 Si Uy Y son dos vectores de E, el producto vectorial Un V de U y Ves 
el vector de E definido por 


0) WWVEE), (UAV).W=[0,7.V) 


(véase tomo I, p 453). Según esta definición, se ve que la aplicación: 


ExXE>E, (0U,V)>»UnV 


es bilineal y antisimétrica (es decir verifica: PaDd=- Un Y. 

Sean (U), (V,) (¡= 1,2) las componentes de U. Y en una base ortonormal 
directa «de E; las componentes del vector Ps Un Y en esta misma base son 
entonces 


P, =U,V,-—U,V,, P,=U,V,-—U,V,, 


(2) 
Pz =U, V,¿- U,V, 


Estos son los cofactores de los términos de la primera fila de la matriz 


Resulta cómodo en general presentar los cálculos de la forma siguiente: 


U, v, U) V, — Uy V, 
Ulu, V|v, UnV|U,V,-U,V, 
U, v Di Vo = Us Vis 


En particular, si la base considerada es (é,, É,, É,), se tiene 
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6) date 


Fórmula del doble producto vectorial 


La fórmula que sigue es de uso corriente en Mecánica: 


1v.2.1 Si YT, v, W son tres vectores cualesquiera de E, se tiene (1): 
4. TaiPrP=-(0.0)W+(0.W)V7 
(4) (UA V)AP=-UV.W) + V(U0.W). 


Demostración. Es evidente que (4”) se deduce de (4) por intercambio de 17 y v 
Para establecer (4) elijamos una base ortonormal directa (4, 2,, és) tal que U= 1238 


Poniendo Da W=P,%, + P, e, + Py ¿,, se tiene, según (3): 
Da (Da VW) =-—kP,0, + kP205; 


pero por aplicación de (2) se tiene también: 


P,=V,W,-V,W,, P,=V,W,- V,W,. 


De ello se deduce: 


Tia(P rn P)=-k(V, W¿—V, W,) 2,+K(V, W,—V, W3) és 


=W (VE, 4+V,8,+V,8) VW, 8, +W,8,+1W, 2) 


=(U.W)Y-(10.V) W.] 
Las relaciones (4) y (4') muestran que el producto vectorial no es asociativo 


(2) Las fórmulas (4) y (4') serán fáciles de recordar si se obserya que el primer término del segundo 
miembro viene precedido del signo — y que los vectores U, V, W figuran en él en el mismo orden que 


en el primer miembro; finalmente el segundo miembro de (4) y (4') es una combinación lineal de los 
vectores que figuran en el paréntesis del primer miembro. 
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Aplicación. Problema de la división vectorial 


1v.2.2 || Sean TU. V dos vectores dados de E tales que UL 0. Para que exista 
> 
(por lo menos) un vecior X e E que verifique 


6 VA X=7V, 


154 “po 
es necesario y suficiente que U.V= 0. Los vectores X que verifican (S) 
vienen entonces dados por 


(6) 


siendo 2. € R arbitrario. 


Demostración 


a) Si a X= 7. se tiene: 
T.V =U.Un Y) =(0,7,X]=0, 


lo cual demuestra que la condición enunciada es necesaria. 


b) Inversamente, si U.V= O, la fórmula (4) muestra que el vector 


DAR 


Y, - 


verifica 


A NS 


> 


| gr? 


Para que un vector Y verifique (5) es entonces necesario y suficiente que se tenga 


(7) Un (RX) =0. 


Ahora bien, la relación (7) equivale a la existencia de un número ¿€ R tal que 
X= Y, - 10; de donde se desprende el resultado. ] 
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Observación. Designemos por (U,), (V¿), (X,) (¡= 1,2, 3) las componentes de 
los vectores ADA v, X en una base ortonormal directa C. e, e €3). La ecuación vec- 
torial (5) equivale entonces al sistema escalar 


(5) U,X,-UyX,=V,, UzsX, — U,X, =V2, 
U, X, - U,X, =V, 


y el problema planteado se reduce a la resolución del sistema de ecuaciones linea- 
les (5') con las incógnitas X,, Xy, Xz. 

Al ser no nulo el vector U, el sistema (5') es de rango 2. La condición de com- 
patibilidad es U, V, + U¿V¿+ UzV¿=0ynos encontramos de nuevo con la 
condición U.V= 0. Cuando ésta se cumple, las soluciones de (5') forman un sub- 
espacio afín de dimensión 1 de R* y se encuentran así de nuevo los resultados obte- 
nidos mediante el cálculo vectorial. 


Endomorfismo antisimétrico asociado a un vector de E 


A cada vector R de E, asociemos el endomorfismo Q, de E definido por: 


WXe E), oxíX) =RA A 


Para todos los X, Y € E, se tiene 


(8) Vo) =Y Bn) =RaAX).Y=(RXTV 
y 
Y. Y = REY) =[RY,X]= -— (RX, Y), 


de donde 
WR, Y EE), Xp Y) + Y.p aX) =0. 


El endomorfismo pa es por lo tanto antisimétrico. 
> + _ 
si R % 0, el múcleo del endomorfismo y, es la recta vectorial engendrada por 


el vector R y por otra parte la proposición 1V.2.2 pone de manifiesto que su imagen 
> 
es el plano vectorial ortogonal a R. 
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Se comprueba así, en este caso particular, que el núcleo y la imagen de un en- 
domorfismo antisimétrico son subespacios suplementarios ortogonales. 


Estudiemos ahora la aplicación E > (E), R+> Pr así obtenida. 


Teorema 1V.2.3 


Para cada R € E, sea q, el endomorfismo antisimétrico de E definido por 
a + 
WXEE) oxX)=RaYX. 


Entonces la aplicación 0 ¿Ro Pa es un isomorfismo de E sobre Z(E). 


Demostración. Es inmediato que la aplicación 0 es lineal. Al ser dim (E) = 
= dim (7(E)) = 3, bastará demostrar que O es inyectiva (véase tomo 1, p. 299), 
lo que equivale a demostrar que R40 implica pz + 0. Ahora bien, si KR 40, se 
podrán elegir dos vectores Xx Y de E tales que el_producto mixto (RX, Y sea 
no nulo (ello equivale a elegir X e Y de modo que R, X e Y sean linealmente inde- 
pendientes). Según (8) se tiene entonces 


Y.paX) = (RX, Y] 4 0; 


de donde resulta que y, no es el endomorfismo nulo, con lo que queda demos- 
trado el teorema. ] 


Corolario 


. A e . .. > 
Para todo endomorfismo antisimétrico p de E, existe un vector único R e E 
tal que se tiene: 


A > 


WXEE) AX =R AY 


Determinación efectiva de R 


Una vez elegida la base ortonormal (8/); <1<g, Sea pa el endomorfismo definido 
por el vector R= R, 2, + R¿ é,+ Rgé, y sea (p,;) la matriz de pa en la base e). 
Según (8) resulta, para ¿= 1,2,3, 
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>>> 


0 = e-p(e) =[R, 2, e] =— [é, e, R]. 


Ahora bien, se tiene [%, 2, 2,] =0 si los índices ¡, j, k no son todos distintos 
y [68,8] =1 si (i,j, k) es una permutación par de (1, 2, 3). Para toda permu- 
tación par (i, j, k) de (1, 2, 3) se tiene pues R, = — q;¿, es decir 


(9) V3==032==Ri5 031=-=Q12=—=R>; 012=-Q21=—RK;. 


Recíprocamente, si y es un endomorfismo antisimétrico de E, definido por su 
+ > > 
matriz (q,,) en la base (e,), las relaciones (9) determinan el vector único R = R; é+ 
+ R, 8, +R, é, tal que y = Qr.] 


e Recordemos que si(2,, 2, 2,) es una base ortonormal directa de E, el endomor- 
fismo asociado al vector R = pe, + qe, + rezestá representado en esta base por 
la matriz 


0 —r q 
(10) MI», q,r) = r 0 —p 
4 p 0 


Puesto que toda matriz antisimétrica de orden 3 se puede poner en la forma 10, 
en la práctica se podrá proceder a la identificación. 


Observación importante. Si se cambia la orientación de £ por su opuesta, la 
aplicación 0 ¿Re Pr se cambiará en su opuesta. 


$ IV.3 CONCEPTO GENERAL DE CAMPO DE VECTORES 

e En todo lo que sigue, se designa por 6 un espacio afín ligado a un espacio vec- 
torial E, de dimensión finita n. El espacio vectorial E se supondrá provisto de la 
estructura afín canónica. 

Definición 1V.3.1 


+ Un campo de vectores sobre una parte Á de € es una aplicación de A en E. 
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Sea Y: Mp> V(M) un campo de vectores sobre A: se dice que el campo v 
es continuo si la aplicación es continua. 

Cuando la parte A es abierta, se dice que el campo Ves diferenciable (resp. k 
veces diferenciable de clase C*) si la aplicación es diferenciable (resp. k veces dife- 
renciable, de clase C*). 

Cuando la parte A es cualquiera, se dirá que un campo de vectores Y sobre A 
es diferenciable (resp. k veces diferenciable, de clase C*), cuando exista un abierto £2 
que contiene a A y un campo de vectores VW. diferenciable (resp. k veces diferen- 
ciable, de clase C*) sobre 2 tal que Y sea la restricción de Y sobre A. 

Vamos a insistir sobre el concepto de campo afín en vista de la importancia 
que este concepto tiene en lo que sigue del presente capítulo: 


Definición 1V.3.2 


$ Sea A una parte de €. De un campo de vectores sobre Á se dice que es 
$ afín si es la restricción sobre A de una aplicación afín de 6 en E. 

El concepto de campo afín sobre una parte A de 6 se reduce, en general, al 
concepto de campo afín sobre 6. En efecto, si A contiene por lo menos n +1 
puntos afínmente independientes (véase el cap. 1), una aplicación afín de 6 en E 
queda totalmente determinada cuando se dan sus valores sobre A. 

Por esta razón, vamos a limitarnos en todo el presente capítulo a campos afines 
definidos sobre todo 6. 

Inmediatamente se tiene: 


1V.3.1 Para que un campo de vectores f sobre 6 sea afín, es necesario y sufi- 
ciente que exista un endomorfismo y de E y un punto O de £' tales que 
se tenga: 


, , —A 
(U) (WMeg8)  f(M)=f(0) + gp(0M); 
cuando esto ocurre, la relación (1) se cumple para todo O € 6. 

El endomorfismo q queda totalmente determinado cuando se da f; se dirá en- 


tonces que q es el endomorfismo asociado al campo afín f, o la parte lineal de f (véase 
definición 1.4.2). 


Espacios vectoriales de campos de vectores 


Si X es un conjunto no vacío cualquiera, el conjunto F = F(X, E) de todas 
las aplicaciones de X en E constituye un espacio vectorial respecto a las leyes na- 
turales definidas por: 
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(WxEeX) ($+9D 0) =/(1) + gx) (1eF,geF) 
(UN 6) =4.£() (fEF,1ER). 


En particular, el conjunto de los campos de vectores sobre una parte A de $ cons- 
tituye un espacio vectorial. 

Es inmediato que cada uno de los conjuntos de campos de vectores a), b), c) 
que siguen,es un subespacio vectorial del espacio de los campos de vectores sobre A: 


a) el espacio vectorial de los campos de vectores continuos sobre A; 

b) el espacio vectorial de los campos diferenciables (resp. k veces diferenciables, 
de clase C*) sobre A. 

c) el espacio vectorial de los campos afines sobre A. 


Si f es un campo de vectores sobre A y si « es una función numérica sobre A, 
se define un campo de vectores sobre A por: 


(VMeA) M=+ o(M)/(M). 


Este campo recibe el nombre de producto de f por « y se designa por af. Es evi- 
dente que la aplicación («, f)+>f define, sobre el espacio de los campos de vectores 
sobre Á, una estructura de módulo sobre la R-álgebra F,(A) de las funciones nu- 
méricas sobre A, 

En el resto de este capítulo, todos los campos de vectores diferenciables (resp. de 
clase C*, k veces diferenciables) que vamos a considerar se supondrán definidos 
sobre abiertos de €. 


Divergencia de un campo diferenciable (*) 


e Seca Fun campo de vectores diferenciable sobre un abierto (2 de 6. Por defi- 


nición, para todo punto M e Z2, la diferencial F(M) de la aplicación Fenel punto M 
es una aplicación lineal de E en E, es decir, un endomorfismo de E (véase tomo 2, 
$ V.2). La designaremos aquí por DF, (?) y daremos la siguiente 


(1) Las definiciones y propiedades que anteceden se extienden fácilmente al caso en que $ es un 
espacio afín sobre un e.v.n. de dimensión infinita. Por el contrario, la definición dela divergencia exige 
que $ sea de dimensión finita. 

() La notación DF (o dFy) se utiliza muchas veces en Geometría, en lugar de F'(M), para de- 
signar la diferencial en el punto M de una aplicación F; pero, en principio, esta notación debería reser- 
varse más bien para las aplicaciones diferenciales de una variedad en otra (véase [2]). Aconsejamos al 
lector que se familiarice con los dos tipos de notación. 


LELONG !1I-9 
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Definición 1V.3.3 


Sea Q un abierto de € y Fun campo de vectores diferenciable sobre 2; 
para todo punto Me €, se da el nombre de divergencia de FenM y se 
la designa por div, É, a la traza del endomorfismo DÁ, de E. La función 
$ numérica M+> divuP se llama divergencia de F y se designa por div $. 


Cálculo de la divergencia 


Sea (haa una base cualquiera de E. Con las mismas notaciones e hipótesis 


de la definición 1V.3.3, el campo É se define mediante sus componentes P,, P,...,Pn 
en la base (2;), que son funciones numéricas diferenciables, de la manera siguiente 


_ 


(Me 2) Fm) = Y PAM)? 
ií=1 


” 4 > 3> A A 
Si se refiere 4 a un sistema de referencia (O; €,, €a, ..., 2) de origen cualquiera O, 
las funciones P, se identifican a funciones de las n coordenadas (X;, Xy, . ..» Xp), las 


cuales designaremos sencillamente poniendo 


Aya 5) PA 


La aplicación F se identifica entonces a una aplicación de un abierto de R” en R”, 
y la matriz del endomorfismo DF, en la base (e,) es la matriz jacobiana 


[E ) 
SÁ Xpo 00. Xp 
0x; ] 1Si<m, 1<j<n 


(véase tomo 2). Por definición la traza de DF y es la traza de esta matriz, es decir 
el número (independiente de la base elegida): 


Se tiene pues: 


Q) 


siendo la relación (2) válida en toda base de E. 
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Ejemplo 


En un espacio afín euclideo de dimensión n, sea Fel campo de vectores definido 
(para M 4 0) por 


> OM 
(M) = —==— + 
¡OM 1? 


siendo O un punto fijo y « un número real. En un sistema de referencia ortonormal 
2 . 
de origen O, las componentes de F son las funciones 


de donde, mediante un cálculo fácil, se obtiene (designando por M al punto de 
coordenadas x;) 
dir Re EE. A, 
Exp pom 


Si se toma « =n, se tiene: div (F) = 0,Y se dice entonces que el campo F os 
newtoniano. 


Observación importante. Para simplificar la escritura, se designa a veces por 
diy F(M) al valor en el punto M de la divergencia de F; ; pero esta notación no debe 
hacer creer que la función div (P) ) es la compuesta de la función vectorial Fcon una 
aplicación denominada «divergencia». Se observará que para todo abierto 2 de 6, 
la aplicación Fi div (P) ) es una aplicación lineal del espacio de los campos de vec- 
tores diferenciables sobre 92, en el espacio de las funciones numéricas sobre £. Más 
adelante daremos una caracterización del núcleo de esta aplicación en el caso en 
que dim (6) = 3 ($ 5). 


$ 1V.4 CAMPOS DE GRADIENTES 
(EN UN ESPACIO EUCLÍDEO) 


e Supondremos en este $ que 6 es un espacio afín euclídeo, de dimensión n > 1, 
ligado al espacio vectorial euclídeo E. 
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Sea f una función numérica diferenciable sobre un abierto 2 de €. Para todo 
Me/Q, la diferencial de f en el punto M es una forma lineal sobre E, que desig- 
naremos aquí por Df,, (véase la nota 2, p. 245). 

Al ser E euclídeo, existe un vector único Vás ¿E tal que 


(WX e E) DImlX) = Y, X 


(véase tomo 1, teorema XI1.3.2). 
Puntualizaremos el concepto de gradiente introducido en el tomo 2 poniendo: 


Definición 1V,4.1 
Sea 2 un abierto del espacio afín euclídeo € y seaf: 2 > R una función 


numérica diferenciable. 
Para todo M € 2, se da el nombre de gradiente de f en M_ y se designa 


por grad,, f al vector único VA de E que verifica: 
WX eE) DIm(X) =Vy.X. 
El campo de vectores definido sobre 2 por M+> Y,= grad,, f recibe el 
nombre de gradiente de f y se designa por grad (f). 
Observación. El valor en el punto M del gradiente de f se designa a veces por 


grad f(M), y lo mismo que para la divergencia, esta notación no debe hacer creer 
que el gradiente de f sea una aplicación compuesta. 


Expresión del gradiente en una base ortonormal 


Sea (ia una base ortonormal cualquiera de £ y O un punto fijo. 


Al igual que en el $ anterior, designemos por f(x, ..., Xx») al valor de la fun- 
ción f en el punto de coordenadas (x;) en el sistema de referencia ( Osié ae) 
y sean 


of iz 
Er (I<i<nm 
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sus derivadas parciales. 
Con las notaciones del tomo 2, se tiene 


y Y 
e e gión 
esta relación se traduce aquí por 
> 2 0 
(1) DIM) = Y Lts. 10 Mis 


i=1 0% 


para todo vector X= 2% 2 de E y todo punto M de coordenadas (x,). 
Al ser la base E) ortonormal, el segundo miembro de (1) es el producto escalar 


del vector Y = 3%, ps por el vector de componentes 


i=1 


y último vector es precisamente grad,, f y se tiene: 


(2) grad,, / = y Le sc 308, 


í=1 


para todo punto M de coordenadas (x,). 


Ejemplo 


Siendo O e 6 fijo, sea f una función de la forma 
(3) J(M) = p(r), con r=|OMI, 


donde q designa una función numérica derivable sobre un intervalo de R+. 
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En un sistema de referencia ortonormado (O; 2,,..., é,) de origen O, se tiene: 


r=[EP, 


de donde, para r 4 0, 


E .ñ 
grad/= oí = 00) E 72, 
i=1 y i= 


1 


O sea 


— 


grua = 0 27 


Se puede demostrar que las funciones de la forma (3) son las únicas cuyo gradiente 
es, en cada punto, colineal con el vector OM (véase ejercicio IV.1). Los campos 
de gradiente de esta forma, desempeñan un papel importante en Mecánica (véase 
capítulo XI). 


Potenciales escalares 


Sea 2 un abierto de 6, y designemos por Zp(resp. Y2)al espacio vectorial de 
las funciones numéricas diferenciables sobre /2 (resp. de los campos de vectores 
sobre (2). La aplicación Zp > Va : f+> grad (f) es evidentemente lineal; su imagen 
es un subespacio de Y, denominado espacio de los campos de gradientes. Los 
campos de gradientes poseen propiedades particulares que son de importancia en 
Física y en Geometría, lo cual hace conveniente dar de ellos una caracterización 
práctica. Establecemos: 


Definición 1V.4.2 


Sea (2 un abierto de € y Fun campo de gradientes sobre 2; se dice 
que la función numérica diferenciable f sobre (2 es un potencial escalar 
de F si se tiene: 


grad (1) = F. 


Se dice entonces que F deriya del potencial f. 
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En primer lugar resulta fácil ver que cuando 2 es un dominio, el potencial es- 
calar es único, salvo por una constante aditiva. Se sabe, en efecto, que entonces la 
únicas funciones numéricas cuya diferencial es nula son las constantes (véase tomo 2, 
Prop. V.5.3). Estableceremos el siguiente enunciado: 


1v.4.1 Sea F un campo de gradientes sobre el dominio 2 de €. Si f es un po- 
tencial escalar de FE los otros potenciales escalares de E son las funciones 
de la forma 


Mr fiM)+C (CeR). 


El teorema 1V.4.1 significa pues que, si 2 es un dominio, el núcleo de la aplica- 
ción lapa f+> grad (f) es el espacio vectorial de las funciones constantes sobre 2. 


Sea F un campo_de hice sobre el abierto 2; en un sistema de referen- 
cia ortonormal (O; e. €), el campo F queda definido por sus componentes 


(P,, Pa, «> Pa). Si pa un potencial escalar de FE se tiene pues 


Ox, 2 


O A A 


Supongamos que sea F de clase C 1, o sea f de clase C?. Entonces, según el teo- 
rema de Schwarz (tomo 2, p. 254), se tiene: 


OP, OP; 


(5) Wij=1 BM 7 7, 


Se ve pues que un campo de gradientes de clase C* está sujeto a las condiciones (5) 
en todo sistema de referencia ortonormal de 6. 

La recíproca de esta propiedad se cumple localmente, como resultará del teorema 
siguiente, que es fundamental. 


Teorema 1V.4.2 


Sea F un campo de vectores de clase C! sobre un abierto Q de 6, definido 
por sus componentes (P,, ..., P,) en un sistema de referencia ortonormal. 
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| Si las condiciones (5) se satisfacen sobre Q, entonces todo punto Mpe2 
> 
admite un entorno sobre el cual F es un campo de gradientes. 


Observación. El problema consiste en determinar una función numérica f, 
definida sobre un entorno de M,, que verifique: 


df = Y Pri, 1) de; 
i=1 


lo estudiaremos con detalle en el tomo 4 ($ VI.11). Damos aquí una demostración 
geométrica directa. 


Demostración. Mediante una traslación podemos reducirnos al caso en el que 
M5, = O sea el origen del sistema de referencia elegido. Existe entonces una bola 
abierta B, de centro O y de radio > 0, contenida en 2. 


Para todo punto M e B, de coordenadas (X,, Xa, .'..., X»), pongamos: 
1 qn Pen la 

FM) -/ F(O+10M).0Mdt=| Y Pstx;,..., 1x,) x, de. 
o o i=1 


Vamos a demostrar que f es un potencial escalar de F sobre B. Para ello basta 
establecer que se tiene, para todo ¿=1,2,...,n, 


la continuidad de las funciones P; implicará la diferenciabilidad de f (véase tomo 2, 
teorema V.7.3), Nos limitaremos al caso en el que ¡= 1, pudiendo deducirse los 
demás casos por permutación de las coordenadas. 

Por derivación bajo el signo f (véase tomo 2, p. 592), se tiene aquí: 


of l “  aP, 

Er is. Xd) = f [eicx, ce. 1X,) + 2 X; E des 0] dr. 
Siendo el punto M fijo, pongamos y(t) = P,(tx,, ..., 1x,). Según las relaciones (5) 
se tiene, para todo ¿¡=1,2,...,n, 

OP, OP, 


dx, dx” 
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de donde 


"OP, .  0P, 
Y, Mg e E) Y As + 6) = 00, 


i=1 


1 
Le, 5) [ [WO + 140] de = [1u(0Jo = Y (1) = Pi(X;, +, Xp) 


Ox, lo 
o sea df/0x, = P,.] 


3 

Observación. Con las hipótesis de 1V.4.2, el campo F' no admite necesaria» 
mente potencial escalar sobre todo (2, a menos que £2 sea un dominio simplemente 
conexo (véase tomo 4 p. 360). 


Laplaciana 


Definición 1V.4.3 


Sea f una función numérica dos veces diferenciable sobre un abierto 2 
del espacio euclídeo 6. La Laplaciana de f es la función numérica 


Af = div (grad f). 
Sigamos designando por f(X,, ..., X,) al valor de f en el punto de coordenadas 


(x;) en un sistema de referencia ortonormal de 6. Según la relación (2) y la expresión 
de la divergencia obtenida en el $ anterior, se tiene: 


(6) 


Observación. La Laplaciana se define a veces mediante la relación (6); en tal 
caso es preciso tener en cuenta que esta definición no depende de la base orto- 
normal elegida. 


Extensión 


De un modo más general, sea q una forma cuadrática no degenerada sobre un espacio vecto- 
rial real E de dimensión finita n y sea B su forma polar. A cada función numérica diferenciable 
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sobre un abierto de E se puede asociar un campo de vectores análogo al gradiente. En efecto, 
E eo = 
para todo Me, existe un vector Vf único que verifica: 


WFeE) —Dfu(X) = BV, X) 
La aplicación M-+> Pu así obtenida define un campo de vectores sobre /2, al que llamaremos 


q —gradiente y lo designaremos por grad, (f). 
Si f' es dos veces diferenciable, definiremos la g-Laplaciana de f por: 


A¿(/) = div (grad, (/)) . 


Designemos por (p, n— p) la signatura de la forma q y llamemos base ortogonal reducida de E 
a toda base (?;) en la cual se tiene: 


dí x3,)- dedo ad — x,. 


d=1 


En una tal base, grad, (f) es el campo de componentes 


E EL eo Le 
dx "de O 0? dx)" 
y se tiene: 
Pa . a 
(7) AM = Y ez Ed 


1 
¡ OXÍ  japar Ox 


Por construcción, la q-Laplaciana es invariante en el grupo ortogonal de la forma q. En la 
teoría de la relatividad se presenta a consideración el caso en que n =4 y p = 3, El grupo orto- 
gonal de q se conoce con el nombre de grupo de Lorentz. 


$ IV.S CASO DE UN ESPACIO EUCLÍDEO DE 
DIMENSIÓN 3: ROTACIONAL 


e Vamos a proseguir en este $ el estudio de los campos de vectores, colocándonos 
en un espacio afín euclídeo orientado 4, de dimensión 3, ligado al espacio vectorial E. 


Si Fes un campo de vectores diferenciable sobre. el abierto 2 de £, hemos re- 
cordado ya que, para todo MeQ, la diferencial Y DÉ, de F en M es un endomor- 
fismo de E. Si (DF, 1) designa la transpuesta de DF, es claro que el endomorfismo 


=s my 
uy = DF y — (DF y) 
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verifica “Uy, = — Uyr (en efecto, se tiene 
tu = DÉ) DÉ, = "DÉ, — DF, = - 
Uy = (DF y) — T(DFy)] = (DF y) — DEF y = — Un). 


Dicho de otro modo, u,, es un endomorfismo antisimétrico. De acuerdo con los 
a > > 
resultados del $2, existe por lo tanto un vector V,y e E, y solo uno, que verifica: 


> 


> > > 
(WX eE) umX)=Vy n Y. 
Establecemos: 


Definición 1V.5.1 


Sea F un campo de vectores diferenciable sobre el abierto 2 de €. Para 
> 

todo M € 2, se da el nombre de rotacional de F' en M, designándolo por 

rot,, F, al vector único 12 eE que verifica: 


WX eE), DEAX) — DEJ(X) = Vu nY. 


El campo de vectores definido sobre Q por M+> t0ta F recibe el nombre 
de rotacional de F' y se designa por rot E 0. 


Observación. Si la orientación de £ se cambia por su opuesta, el vector aso- 
ciado a un endomorfismo antisimétrico queda cambiado por su opuesto. En con- 
secuencia, el rotacional de un campo de vectores diferenciable queda también cam- 


biado por su opuesto. 


Expresión en una base ortonormal directa 


+E . . . . 
Sea(O; li, j, h un sistema de referencia ortonormal directo de 6; en este sistema 


de referencia, un campo de vectores diferenciables F queda definido cuando se dan 
sus componentes (P, O, R) que son funciones diferenciables del punto MeQ. 


() En Hidrodinámica, el rotacional recibe también el nombre de torbellino, del campo F; si F es 
el campo de las velocidades de las partículas de un fluido en movimiento, rot (F) se interpreta como el 
vector rotación de una partícula infinitamente pequeña del fluido, supuesta sólida en el instante con- 
siderado. 

Señalemos también (lo mismo que para el gradiente y la divergencia) que el valor en el punto M de 


rot(F) se designa a veces por rot F(M). 
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Como es costumbre, designaremos por x, y, z las coordenadas de M. La matriz 
DF, en la base á y k) es entonces: 


¿Pp oP oP 


00 00 00 
MZ E £ 
Óx Oy Oz 
¿R¿R OR 
Ox Oy Oz lu 


significando el índice M que los valores de todas las derivadas parciales se toman 
en el punto M. 

Al ser la base G y na) ortonormal, la matriz de (DF, ) es la traspuesta M de M 
(véase tomo 1, $ XIH.7). De donde la matriz./W” del endomorfismo DF, - (DF 4) 
es 


(20 _2r 20 _2R 
des óx  0y 0 E Oy 
RIP 0R O, 
Ox z 0y z M 


Según el estudio hecho en el $2 se deducen las componentes A(M), B(M), 


C(M) de rot,, FP en la base á de 2, (teniendo en cuenta el hecho de que esta base 
es ortonormal directa) que son 


>> 
En otros términos, la expresión del rotacional en la base (í, 7, K) es: 


>, (0P_0RY> (00 0Py> 
0) 0 (5 2) re (E 2) (2-5. 
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La relación (1) resulta fácil de recordar observando que las componentes de 
rot (F) son los cofactores de la primera fila de la matriz simbólica siguiente: 


1 1 1 
dlóx  ojay  ojoz 
P 0 R 


En el tomo 4 p. 346 vamos a dar otra interpretación del rotacional con ayuda de las 
formas diferenciales: si ponemos 


w=Pdx + Q dy + Rdz, 
> 
las componentes 4, B, C de rot F vienen dadas por: 
du = Ady a dz + Bdz n dx + Cdx A dy, 


donde do designa la diferencial exterior de la forma 0. 


Designemos por 2,(2) [resp. € (2)] al espacio vectorial de las funciones numé- 
ricas k veces diferenciables [resp. de clase C*] sobre un abierto 2 de 6; la letra k 
designa aquí un entero > 0 o bien + co. Designemos igualmente por 


110) [resp. V2(0)] 


al espacio vectorial de los campos de vectores k veces diferenciables [resp. de 
clase C*] sobre £2. Convendremos en designar por 2XQ) [resp. 44(2)] al espacio 
de las funciones numéricas cualesquiera [resp. de los campos de vectores cuales- 
quiera] sobre 2. 

La aplicación 


=y pan 
rot: Y,(Q) > V(2), Fs rot (F) 


es evidentemente lineal. Vamos a estudiar su núcleo y su imagen. 


Su imagen es un subespacio vectorial de Y,(2) al que llamaremos espacio de 
los campos de rotacionales sobre Q. 
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Campos cuyo rotacional es nulo 


Para caracterizar el núcleo de la aplicación rot ¿Fo rot P, basta interpretar 
los resultados del $ 4 en dimensión 3. En efecto, si n= 3, las relaciones (5) del $ 4 
expresan que el rotacional del campo de componentes (P,, P,, P¿) es nulo. 

Por lo tanto, si f es una función numérica dos veces diferenciable sobre (2, se 


tiene 
rot (grad f) a 


> , 
Inversamente, si F es un campo de vectores de clase C! sobre (2 cuyo rotacional 
> . 
es nulo, el teorema 1V.4.2 hace ver que F' es localmente un campo de gradientes. 
En resumen, se tiene: 


1V.5.1 Sea 8 un espacio afín euclideo de dimensión 3 y 2 un abierto de 6. 
a) El rotacional de todo campo de gradientes diferenciable sobre £2 es 
nulo, Dicho de otro modo, la aplicación lineal compuesta 


roto grad : 2,(2) > Y,(Q), /-+— rot (grad f) 


es mula, | 
b) Si F es un campo de vectores de clase C! sobre 2 que verifica 


rot FP =0, 


todo punto M de 2 admite un entorno en el cual F es un campo de 
gradientes. 


Ejemplo 


Sea F el campo de vectores definido por sus componentes P, O, R en un sistema 
ortonormal directo: 
P(x,y,2=y2-x?*, QO(%,y,z2=z2zx—y?, R(xy,z)=xy-2?. 


Se tiene aquí F' = grad (/), con 


F(5,y,2) = xyz — $? + y +23), 


== 
y se comprueba fácilmente que rot(F) = 0. 
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Potenciales vectores 


. , : e nd . 
Vamos a estudiar ahora la imagen de la aplicación F+> rot F,es decir, el con- 
junto de los campos de rotacionales. Estableceremos en primer lugar una definición: 


Definición IV.S.2 


Sea Gun campo de rotacionales sobre (2. Todo campo dijerenciable F 
> ES 
sobre 2 tal que G = rot (F) recibe el nombre de potencial vector de G. 
> 
Se dice entonces que G deriva del potencial vector E 


Si f es una función dos veces diferenciable sobre /2, se tiene, rot (grad (f)) =0; 
por lo tanto, para todo potencial vector F de 5, el campo F+ grad (f) es también 
un potencial vector de G. Recíprocamente, si F, y F, son dos potenciales vectores 
de clase C! de 6, su diferencia F, = F es localmente un campo de gradientes, se- 
gún IV.5.1. 

Dicho de otro modo, si nos limitamos a los potenciales vectores de clase C1, 
el potencial vector está, localmente, determinado salvo por la adición de un campo 
de gradientes (cuando existe). 


Caracterización de los campos de rotacionales 


En lo que sigue vamos a limitar nuestro estudio al caso de los campos de rota- 
cionales que admiten un potencial vector dos veces diferenciable. 

a) Sea V= rot a) un tal campo, siendo F dos veces diferenciable. En un sis- 
tema de referencia ortonormal directo (0:15, de 2. las componentes 4, B, C del 
campo Y vienen dadas en función de las componentes P, Q, R del campo por: 


A=Rj—-0;, B=P¿—Ri, C=0,-—P,- 


Al ser F dos veces diferenciable, las funciones A, B, C son diferenciables y se 
tiene: 


OA _ PR 00 OB_ oP 5 0R 9C_ 00 a oP 
Ox 0yóx 0zóx” dy 0z0y 0xdy” dz 0x dz 0y0z' 


Ahora bien, al aplicar aquí el teorema de Schwarz (tomo 2, p. 254) se tiene: 
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E EH 04, ,0B_0C 
div (rot (F)) = qe + v + > 0 
Estableceremos: 
1Vv.5.2 Si un campo de rotacionales sobre el abierto (2 admite un potencial vector 


dos veces diferenciable, su divergencia es nula. En otros términos, la apli- 
cación lineal 


divorot: Yo > Do 


es nula: diy o rot = 0. 


b) Suponiendo unas hipótesis más fuertes, IV.5.2 admite una recíproca local: 


Teorema 1V.5.3 


Sea V un campo de vectores de clase C! sobre el abierto 92, tal que div 7) =0, 
Entonces todo punto M,€ 2 admite un entorno en el cual existe un 


potencial vector de clase C* de Y (siendo este potencial vector único local- 
mente salvo adición de un campo de gradientes). 


Demostración. Elijamos un sistema de referencia ortonormal (Most 7 D de 
origen M¿. Al ser 2 abierto, existe una bola abierta 2, de centro O y radio >0, 


contenida en £2. Para todo punto M € 2, designemos por M, el punto M, + MM 
(1 e [0, 1]) y pongamos: 


1 
F(M) = | DM) A MoM de. 


20 


Designemos por A, B, C las componentes de VA por P, O, R las de F y Por x, y, z 
las coordenadas de M. Se tiene 


/ 1 

| P(M) -| 1 [¿B(M) — yC(M)] de 

o 
1 


(2) (Q(M) -| t [xC(M) — zA(M,)] de 


o 


1 
R(M) -| t [yA(M,) — xB(M)] de . 


o 
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Al ser las funciones A, B, C de clase C1, se aplica el teorema de la derivación 
bajo el el signo f y resulta que también P, O, R son de clase C*. Vamos a demostrar 
que Fes un potencial vector de Y sobre 2, es decir que se tiene 


(VWMEZ) rot, F= V(M). 


Nos limitaremos a establecer la igualdad de la primera componente de rot F con 
la primera componente de A siendo el cálculo análogo para las demás componentes. 

Ahora bien, la primera componente de rot F es L= R;,—0;, y por derivación 
bajo el signo f en las fórmulas (2) se obtiene 


1 
L(M) = f : (tao — xB(M)] — EAxC(4) — 24 a) de 


o 


Se tiene por otra parte, según el teorema de derivación de las funciones com- 
puestas: 


Da (M,) — xB(M)] = A(M) + tyAy(M,) — 1xB,(M,) 
0 0 DA 
yy AMD] = yy LA (Mo + ¡MM)] = Cay 0, 
y del mismo modo 
0 OB 
y 180] me Pay a 


Calculando igualmente Ea [xC(M,) — zA(M,)] se deduce: 
IZ 


1 
L(M) -/ 12 AM) + HxALM) + yA(M) + 2AL(M)] 


o 


— Ix[A LM) + B(M,) + C(M))] ) de. 


Pero la hipótesis div (0) =0 se traduce por la relación A; + B, + C¿ =0. Por 
otra parte se tiene (véase tomo 2, teorema V.5.1) 


262 Campos de vectores y torsores 


Z ra (M)] = ¿ [A(M, + ¡MM)] = A(M).M¿M 


= xA(M) + yA¡(M) + 24M) - 


Siendo fijo el punto M, pongamos y(1) = A(M.); se tiene 


1 1 
LIM) -/ Ruww + 240]ar -| Erro] ar. 
0 0 


de donde 
L(M) = [2 40L) = 10) =A(M), 


que es lo que se quería demostrar.) 


Observaciones 


1. Con las hipótesis de IV.5.3, no se puede afirmar en general que exista un 
potencial vector de Y definido sobre todo 2: la existencia de potenciales vectores 
globales sobre (2 está relacionada con la naturaleza topológica de Q. 

2. Los teoremas IV.4.2 y IV.5.3 se interpretan en términos de formas diferen- 
ciales y aparecen entonces como dos casos particulares de un teorema general de 
Poincaré (véase tomo 4 p. 354). 


Ejemplo 


Referido el espacio euclídeo £ a un sistema de referencia ortonormal directo 
> 
de origen O, sea Y el campo definido sobre 6. (0) por sus componentes: 


pe 


y E 
4 y +2 


E (y) =0. 


A(x, y, 2) = >» Blx,y,z)= 


Se tiene evidentemente div 0) =0, y el campo Y deriva del potencial vector FP 
de componentes: 


P=0, 0=0, R(xy,2) =3Log (x? + y? +23). 
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$ IV.6 FÓRMULAS DE ANÁLISIS VECTORIAL 

En este $ hemos agrupado algunas fórmulas llamadas «de Análisis vectorial» 
y que se utilizan con frecuencia en Física. 


Recordemos en primer lugar las fórmulas establecidas en los $ 4 y 5: 
O Si fes una función numérica dos veces diferenciable, se tiene: 


rot (grad (f)) = 0 
y (por definición) 


div (grad (f)) = Af |. 


e Si F es un campo de vectores dos veces diferenciable, se tiene; 


div (rot (F) =0. 


Gradiente, divergencia, rotacional y Laplaciana de un producto 


Mediante cálculos elementales (utilizando, si es preciso, un sistema de referencia 
ortonormal) se obtienen fácilmente los resultados siguientes: 


a) Si.f, g son dos funciones numéricas diferenciables sobre un mismo abierto Q 
de un espacio euclídeo, se tiene: 


En = f grad (9) + g grad (f) 


Si f, g son dos veces diferenciables, se tiene además: 


E 


| AJO) =J Ag + 9 Af + (grad/).(arad y) | 


designando por (grad f)-(grad g) la aplicación 
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M+> (grad,, f) (grady, 9) - 


b) SiF es un campo de vectores diferenciable sobre un abierto de un espacio 
afín euclídeo $ y si 4 es una función numérica diferenciable sobre /2, se tiene, para 
todo punto Me: 


(m div, (2) = AM) div y F- + (grady, 2).F(M) 


En el caso en el que 6 es un espacio afín euclídeo orientado de dimensión 3, 
se tiene además: 


(2) rot,, (2F) = AM) rotyy E + (grady, 2) a F(M) |. 


Abreviadamente escribiremos las fórmulas (1) y (2) en la forma: 


(1) div (2F) = 2 div F + (grad 2).F 
(0) rot (27) = ¿rot F + (grad 2) n F. 


Laplaciana de un campo de vectores 


Designemos por 6 un espacio afín euclídeo de dimensión cualquiera, por 2 un 
abierto de € y por F una aplicación dos veces diferenciable de 2 en un espacio 
vectorial cualquiera E de dimensión finita p. Designemos por (P;) las componentes 
de F en una base cualquiera €) de E. La función vectorial definida sobre £2 por 


M > AP(M)é, 


es evidentemente independiente de la base elegida (?,) (puesto que el operador A 
es lineal). La designaremos por AF 

En particular, si E es el espacio vectorial asociado a £, se dice que el campo 
AF (de componentes AP, en una base cualquiera) es la Laplaciana del campo de vec- 
tores AF. 
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Si, además, 4 es de dimensión 3, se obtiene, mediante un cálculo sencillo y 
cualquiera que sea la orientación elegida en 6: 


AF = grad (div (F)) — rot (rot (F)) | 


$ IV.7 CAMPOS EQUIPROYECTIVOS 

Vamos a considerar en este $ un espacio afín euclídeo $, de dimensión a > 1, 
ligado al espacio vectorial E. 
Definición 1V.7.1 


Se dice que un campo de vectores f sobre € es equiproyectivo cuando verifica 


(1) (VMe£, VWNe8)  MN.[/(M)-/(W)]] =0. 


Cuando los puntos M y N son distintos, la relación (1) significa que los vec- 
tores f(M) y f(N) tienen la misma proyección ortogonal sobre la recta MN, lo que 
da origen al término «equiproyectivo» (véase la figura 1). 


Observemos a este respecto que, para representar un campo de vectores f, es 
cómodo e intuitivo utilizar un «representante» del vector f(M) que tiene por ori- 
gen M. En la figura 1, se tiene: f(M) =MP, FN) =NO. y las proyecciones 
ortogonales M”, N' de P y O sobre la recta MN verifican 
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os 1 
MN-.f(M) = ———MN.f(N) = NN. 
| MN | MN | 


El resultado siguiente es fundamental: 


Teorema 1V.7.1 


Para que un campo de vectores sobre € sea equiproyectivo, es necesario 
y suficiente que sea afín y que el endomorfismo asociado sea antisimé- 
trico (?). 

Demostración 


a) Sea q el endomorfismo asociado a un campo afín f sobre 6. Para todos 
los M, Ne 6, se tiene: 


an 
FM) —- F(N) = p(MN). 
Ahora bien, si y es antisimétrico, se tiene: 
MN.p(MN) =0 (véase propiedad 1, p. 235), 


de donde 

MN.[f(M) — F(NY] =0. 
El campo f es por lo tanto equiproyectivo, lo cual demuestra que la condición 
enunciada es suficiente. 


b) Recíprocamente, sea f un campo equiproyectivo. Una vez fijado arbitraria- 
mente el punto A €6, definamos una aplicación p : E > E poniendo 


0 WXEE) AX) =f(4+X)-/(4). 
Por ser f un campo equiproyectivo, se tiene, por definición 


>> 
WXEE,VYeE), X.AX)=0 y Y.p(Y)=0. 
Por ser f equiproyectivo tenemos también 
() Los campos afines cuyo endomorfismo asociado es antisimétrico reciben a veces el nombre de 


campos antisimétricos, Puesto que el concepto de campo antisimétrico se identifica con el de campo equi- 
proyectivo, no hemos considerado útil introducir dos terminologías. 
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PALA ADELA + Y) S(4+X)]=0, 


oO sea 

TADA AT APT AR) = A A) Y PO. 
La relación 
1) XA) + Y. =0 


válida para todos los X Y e E, muestra que la aplicación p es un endomorfismo 
antisimétrico de E (véase teorema IV.1.1). Por lo tanto f es un campo afín, cuyo 
endomorfismo asociado es p, lo que prueba que la condición enunciada es necesaria. ] 


El espacio vectorial de los campos equiproyectivos 


Sea Y (€) el espacio vectorial de los campos de vectores sobre 6. Es inmediato 
que el conjunto de los campos equiproyectivos es un subespacio vectorial de Y (6). 
Vamos a demostrar que este subespacio es de dimensión finita y a determinar su 
dimensión. 

Para ello, fijemos un punto cualquiera A € 6 y designemos por 2 (E) al espacio 
vectorial de los endomorfismos antisimétricos de E (véase $ 1). A cada par p = P, P) 
de E x Z(E), asociemos el campo equiproyectivo f, definido por 


Mes) fm) =V + o(4M). 
Entonces: 


— Todo campo equiproyectivo f es de la forma f,,con V= Ko. 
— Se tiene: f, =0 si, y solamente si, es V=0 y9=0; 
de donde se deduce fácilmente que la aplicación p+> .f, es un isomorfismo del espa- 


cio vectorial producto E xXx 2(E) sobre el espacio vectorial de los campos equipro- 
yectivos; este último espacio es pues de dimensión finita, igual a la de E x (E), 


o sea 
dim (Y(6)) = dim (E) + dim AE). 
Ahora bien, si dim (E) = n, sabemos (véase $ 1) que dim (Z(E£)) = n(n— 1)/2. Se 


ve, finalmente, que la dimensión del espacio de los campos equiproyectivos sobre € 
es n(n>+ 1). 
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Para n = 3, el espacio de los campos equiproyectivos sobre € es de dimensión 6. 
Este caso particular constituirá el objeto de los $$ que siguen. 


Observación. La definición 1V.7.1 muestra inmediatamente que el transfor- 
mado de un campo equiproyectivo por una semejanza cualquiera de 6 es un campo 
equiproyectivo; puntualizando más, si s es una semejanza de 6 y si f es un campo 
equiproyectivo sobre 6, el campo P+>f[s(P)] es también equiproyectivo. Igual- 
mente, para toda semejanza vectorial gd de E, el campo P+>0[f(P)] es equipro- 
yectivo. 

La interpretación física de estas propiedades es que el concepto de campo equi- 
proyectivo no se altera al cambiar la unidad de longitud: después de un cambio arbi- 
trario de esta unidad, un campo equiproyectivo sigue siendo equiproyectivo. 


Prolongación de los campos equiproyectivos 


De hecho, los campos de vectores equiproyectivos que se presentan en Cine- 
mática (campos de velocidades) no están definidos sobre todo el espacio 6, sino 
solamente sobre una parte S de £.En efecto, el campo de las velocidades de un 
sólido en un instante ? está definido sobre la parte S de € ocupada por este sólido 
en el instante í. Es por lo tanto útil mostrar que un tal campo es la restricción 
a S de un campo equiproyectivo definido sobre todo 6. Para estudiar este problema 
de la prolongación, nos limitaremos al caso en el que $ genera afínmente 6. 


Teorema 1V.7.2 


Sea S una parte de € tal que 6 sea la variedad afín generada por S y seaf 
un campo de vectores equiproyectivo sobre S, o sea que verifica 


(4) (VMES, VNeS) MN.[f(M) —J/(N)] =0. 


Entonces f es la restricción a S de un campo equiproyectivo sobre €, defi- 
nido de manera única. 


Demostración 


a) Sea (Ap, Az, -.., An) una base afín de £ formada por puntos de S. Según 1.7.8 existe una 
aplicación afín única g : 6 + E que verifica g(4;) =f (4) para 0 < ¡< n. Ello demuestra la uni- 
cidad de la prolongación buscada (si existe). 

b) Para demostrar la existencia de esta prolongación, consideremos el endomorfismo y de E 
asociado a la aplicación g definida en a). Por aplicación de (4), se tiene, para í,j=0,1,...,m, 
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AA (AA) =0; 


de donde, para todos los índices ¡,j,k =0,1,...,n, 


AA+ AA) LOAA) + AA) =0, 


o sea, después de simplificar: 


65 FAO AA) + AA HAA) =0- 
Tomando k = 0 se tiene, para todos los i, j= 1, 2,..., 2 


AJA PAJA) + AJA; P(ALA) =0. 
Ahora bien, los vectores ADAL = 1, 2,..., 1) generan E. Por linealidad (siendo / fijo), se tiene 
pues, 


(6) WY e E) Y.p(AA) + A0A)-p(X) =0.. 


Del mismo modo, los vectores A4/(j= 1, 2,...,n) generan E. Por linealidad (al ser X fijo) las 
relaciones (6) implican 


VWF eE) Y.) + Y.p(%) =0. 


La relación X.p(Y) + Y.p(X) = 0, que se cumple para todos los X, Y € E, muestra que y 
es antisimétrico y que por lo tanto g es equiproyectivo. Queda por demostrar que f es la restric- 
ción de ga S. 

Si AE€S, se tiene, para todo ¿=0,1,...,n: 


Lota) — gaY1-AL=0 y [f(4)-S(49].44 =0; 
de donde (por ser g(4;) =f(4;)): 


Tota) - SAN AX = Lala) — FUAN]-AA, =0- 


Ahora bien, los vectores A4(0 < ¡< n) generan E, y el vector g(4) —f(4), ortogonal a todos 
los vectores 44;, es por lo tanto nulo. Para todo A € S, se tiene g(4) = f(4), lo cual demuestra 
el enunciado.|] 
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$ IV.8 TORSORES 


Los campos equiproyectivos del espacio euclídeo de dimensión 3 desempeñan 
un papel importante en Mecánica como campos de velocidades o como campos 
de los momentos de un sistema de fuerzas. Por ello los vamos a estudiar de un 
modo especial adoptando una terminología ligada a su interpretación física. 


e En lo que sigue la letra 6 designará un espacio afín euclídeo de dimensión 3 
y E el espacio vectorial asociado. 


Definición 1V.8.1 


Un campo equiproyectivo t sobre € recibe el nombre de torsor, y para 
¿ todo punto pe €, el vector T(P) recibe el nombre de momento (1) (o de 


$ valor) del torsor t en el punto P (2). 


Del estudio hecho en el $ anterior resulta que los torsores de £ constituyen un 
espacio vectorial de dimensión 6. 


Elementos de reducción 


Sea r un torsor sobre $. Sabemos que existe un endomorfismo antisimétrico 
único p de E que verifica: 


(VPe8,VW0€8) 10) =(P) + p(PO). 


(9 Cuando el torsor 7 es fijo, su momento en el punto P se suele designar por %, o porW(P). Esta 
notación proviene de que, originariamente, un torsor era considerado como campo de los momentos 
de un sistema de fuerzas. Volveremos sobre esta interpretación al final del capítulo (véase $ 12). 

(2) Los elementos que aquí llamamos torsores lógicamente deberían ser llamados cotorsores. 

La definición más satisfactoria de torsor sería ésta: (T) «un torsor es una forma lineal en el espacio 
de los campos equiproyectivos sobre 6». 

Si se adoptara este punto de vista, la dependencia entre «vectores deslizantes» y «torsores» sería más 
satisfactoria. 

Sin embargo no nos ha parecido oportuno dar esta «mejor» presentación, y ello por dos razones: 

1. Nuestro interés por no alcanzar un nivel demasiado alto de abstracción, 

2. Y sobre todo, porque el concepto general de torsor (que se puede definir sobre un espacio afín.%, 
prescindiendo de cualquier estructura euclídea) se apoya en gran manera en el concepto de álgebra ex- 
terior de un espacio vectorial; puntualizando más, es el concepto de potencia exterior segunda de un espacio 
vectorial lo que permite una teoría coherente de torsores. Por otra parte, la introducción de una estructura 
euclídea sobre / permite identificar, siempre que se introduzca una orientación en sí el espacio de los 
torsores (en el sentido de (T)) con su dual, que es el espacio de los torsores (en el sentido de la defini- 
ción IV.8.1). A este respecto se puede consultar «Torseurs sur un espace affine», Centre de Mathéma- 
tiques, Ecole Polytechnique, fasc. n.” M25.0470 (abril 1970) por Y. Bamberger y J. P. Bourguignon, dir, 
Laurent Schwartz». 
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A . .. . ns > 
Orientemos el espacio E; puesto que su dimensión es 3, existe un vector único R 
de E que verifica 


(WXEE) AX)=R a Y. 


Se tiene pues: 


(1) (VPE8, VQ 8) U0) =P) + Ka PO 


(fórmula de Varignon). 
z 4 > . 
Recíprocamente, todo campo 7 que verifique (1) para un vector R, conveniente- 
mente elegido, es evidentemente un torsor. Podemos pues enunciar lo siguiente: 


Teorema 1V.8.1 


Para que un campo t, sobre un espacio euclídeo orientado €, sea un torsor 
z es E > 

es necesario y suficiente que exista un vector R € E tal que, para todos 

los P,Q€6, se tenga 


> > 
YO) = (P)+ Ra PQ; 
> 
este vector R queda determinado de manera única por T. 
Al vector R que verifica (1) se le llama resultante general, o simplemente vector, 
del torsor 7. 


Se ve inmediatamente que si se cambia la orientación de 6 por su opuesta, la 
resultante R queda cambiada por — R. 


En lo que sigue, se supondrá el espacio orientado y señalaremos los cambios 
importantes que se introducen cuando se cambia esta orientación por su opuesta, 


Corolario 
Para que el campo de vectores definido por el torsor r sea constante (es 


decir verifique T(P)=(Q) para todos los P,Q €8), es necesario y 
suficiente que su vector K sea mulo. 


Un campo de vectores constante recibe también el nombre de campo uniforme. 
Los campos constantes son pues torsores particulares, denominados pares. De 
momento los llamaremos torsores constantes (ver$ 11). 
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A cada torsor 7 sobre 6 y a cada punto A € €, corresponde el par (KR TA)EEXE 
constituido por la resultante general RKder y por su momento 7(4) en el punto A. 
Alos vectores R. y 7(4) se les llama elementos de reducción del torsor 7 en el punto A 
(siendo el primer vector independiente del punto A). Se dice también que R y T(A) 
son las coordenadas vectoriales del torsor 7 en el punto A. 

Recíprocamente, si Ae6 es fijo y si p= 104 S) es un par de vectores de E, 
existe un torsor único 7, cuyos elementos de reducción en A son R y S, este tor- 
sor t, viene definido por 


(WPeS) 1(P)=3S + RnAP. 


Cuando A es fijo, la aplicación 0, : p+> 7, así obtenida es un isomorfismo del es- 
pacio vectorial E x E sobre el espacio vectorial de los torsores de 6. Se observará 
que este isomorfismo 0, depende del punto A elegido. Tropezamos aquí de nuevo 
con el hecho de que los torsores de $ constituyen un espacio vectorial de dimen- 
sión 6, puesto que dim (E x E) = 6. 

El torsor cuyos € elementos de reducción en el punto A son R y Si podrá ser de- 


signado por T =(R, 34). 


Expresión en un sistema de referencia ortonormal directo 


Sea (O; rá Z X) un sistema de referencia ortonormal directo de $ y sea P el 
punto de coordenadas (x, y, z) en este sistema de referencia. Dado el torsor r, de- 


signemos por Lo, Mp, Ny las componentes de r(O) en la base á Z X) y por a, B, y 
las del vector R de r. Mediante a cálculo sencillo se ve que las componentes L, 
M, N del vector T(P) = (0) + K A OP vienen dadas por: 


L=Ly+P2—yy, M=My+yx—az, N=N¿+ay—fBx 


Para efectuar este cálculo se recomienda adoptar la presentación «por colum- 
nas» como sigue: 


Lo a Xx Pz — yy Lo + Bz-— yy 
“(0) | Mo KE B OP| y KnOoP yx — az “(P)| Mo + yx — az 
No ? z ay — Px. No + ay — Bx 
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$ IV.9 EJE CENTRAL DE UN TORSOR 


La interpretación física de los torsores conduce al problema siguiente: «si 7 
es un torsor no constante sobre 6, ¿cuáles son los puntos de 6 en los que el mo- 
mento de 7 es colineal con su resultante general ?». La respuesta viene dada por el 


teorema siguiente: 


Teorema 1V.9.1 


Sea t un torsor no constante sobre 6, de resultante K. Entonces el conjunto 

de los puntos P tales que KE y 1(P) son colineales es una recta afín de €, 
— 

de vector director R. 


Esta recta afín recibe el nombre de eje central del torsor 7. 


> 


Demostración. Sea O un punto cualquiera de 6. Pongamos: S = (O). Los 
puntos P buscados son los que verifican KA xP)=0 (puesto que KA 0), es 
decir, 


(1 RA(S+RnOP)=0. 
Según la fórmula del doble producto vectorial, se tiene 


RAR a OP) = -— (R?) OP + (R.OP)R. 
La relación (1) equivale pues a 


> 


RAS =-—(R%OP + (R.OP)R=0, 
y es evidente que se verifica si se tiene 


OP = RAS (ya que entonces se tiene R.OÉ =0% 


Sea pues P, el punto de 6 definido por 
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RAS 
OP, = 2 
R? 


Por sustracción se ve que (1) equivale a 
(2) RA(RAP,P)=0. 


Ahora bien, el vector R A P¿P es nulo o bien ortogonal a R. Por lo tanto (2) equi- 
vale a 
0) RAPP=0; 
la relación (3) significa que el punto P está sobre la recta afín de vector director R 
que pasa por Py]. 

Observaciones 


1. El eje central queda definido con independencia de toda orientación de €. 
2. Si P, Q son dos puntos del eje central, se tiene 


RAPO=0, de donde «(P)- (0) =RAPg=0, 


> 
el torsor í tiene pues el mismo momento MÁ en todo punto de su eje central, y este 
momento es de la forma: 


HA=hKE  (heR). 


Estudiaremos más adelante los torsores r para los cuales se tiene h = 0 (se trata 
de los deslizantes). 


3. Según la demostración de 1V.9.1, el eje central del torsor 7 es el conjunto 
de los puntos P definidos por 


(4) 


cuando 4 recorre R. 
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La ecuación (4) es una representación paramétrica del eje central. Esta ecuación 


tiene una gran importancia práctica y es muchas veces preferible a las ecuaciones 
cartesianas que vamos a determinar. 


Ecuaciones cartesianas del eje central en un sistema de referencia ortonormal directo 
Sea(O; já Z ma un sistema de referencia ortonormal directo de 6, y volvamos a 


las notaciones del final del $ 8. Las componentes del vector r(P) en la base G ñ 1 
son: 


L=Ly+Pz-yy, M=Mo+yx-0z, N=Ny+ay=Bx. 


Para que r(P) y E sean colineales, es necesario y suficiente que la matriz 


pao Mo + yx -— az e] 
a B 7 


sea de rango 1, lo cual se traduce por las ecuaciones 


(5) 


Y 


(conviniendo en que si uno de los denominadores es nulo, el numerador corres- 


pondiente tiene que ser nulo). 
Las relaciones O son | las ecuaciones cartesianas de una recta afín, de vector 


director al + 17 + yk = R. Nosencontramos así de nuevo con el teorema 1V.9.1. 


$ IV.10. COMOMENTO DE DOS TORSORES 


>> 
Sean 7,, T, dos torsores sobre £, de resultantes respectivas R¡, R,. Vamos a 
demostrar que la función numérica O definida sobre 4 por 


0 (WPe8) MP) =R,1LP) + R,«11(P) 


se reduce a una constante. 
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En efecto, si P, O € 6, se tiene 
10) = 1, (P) + Ra PO; 10) =1,P) +R, o PO, 


de donde 
00)=R, «10)+R,.1,(0) 


Riot PYR, AR, A PO)+ Rar (P)HR, AR, A PO) 
=0(P)+(K,, Ko, POL+(K,, E, PO]=0(P) 


(la última igualdad resulta del hecho de que el producto mixto se transforma en 
su opuesto cuando dos de los vectores se permutan entre sí). 

Se tiene pues 0(P) = 0(0), para todos los P, Q € 6, y el número D(P) depende 
solamente de 7, y T,. Establecemos: 


Definición 1V.10.1 


El comomento de dos torsores 1,, 1, es el número £(z,, Ta) definido por 


WP EE) Et) =R TA.) + RotlP), 


ES 
donde R; y R, son las resultantes respectivas de T, y Ty. 


Sea J el espacio vectorial de los torsores sobre 6. Se ve inmediatamente que 
la aplicación 


€: TXT =>R, (11,17) + €1r,,7,) 


es una forma bilineal simétrica sobre 7. 

Esta forma bilineal simétrica lleva asociada una forma cuadrática T' : 1+> K(r, 1). 
El número q(1) = 4 1'(1) = 3 %(r, 1) se dice que es el invariante escalar de 7. Según 
la definición IV.9.1, se tiene: 


(WPe8) q) = R.«P) |. 


Observación. Cuando se cambia la orientación de €, la forma bilineal $ se 
transforma en su opuesta lo mismo que la forma cuadrática q. 
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Expresión en un sistema de referencia ortonormal directo 


En un sistema de referencia ortonormal directo (O ; E 2, definamos los tor- 
> 
sores 7, (i = 1, 2)dando sus elementos de reducción (R, S;) en O. Designando por 
(0%, Pi yi) las componentes de R; y por (L;, M,, N,) las de 5 se tiene 


€ (tr, 1) =K,.5,+R,-S, 
9! 
a a, La+B, Maty Na407 Li +8, My +y2 Ni 


Si 7 es el torsor de coordenadas vectoriales 


su invariante escalar viene dado por 


0) gl) =3 6 (1,7) = aL + PM + yN 


En efecto, los 6 números, x, f, y, L, M, N son las coordenadas de 7 en una base 
particular 4 del espacio vectorial 7” (constituido por los torsores sobre 6). El hecho 
de dar el punto O permite identificar el torsor 7 con el par (R, $) € E x E cons- 
tituido por sus elementos de reducción en el punto O; los números (, $, y, L, M, N) 
son las coordenadas de este par en la base 


9 = (6,0). 7.0). (£, 0), (0,5, (0,7). (0,4) de Ex E, 


Podemos pues decir que los números (2, $, y, L, M, N) son las coordenadas del 
torsor 7 en la base 4. Las relaciones (2) y (3) nos proporcionan la expresión en esta 
base, de la forma bilineal € y de su forma cuadrática asociada F=29, 

La forma /' se escribe también: 


T()=2 q) = 
HO +LP+ (BMP +0 ANP LY (BMP (NY ]. 


LELONG 1-10 
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En EXE, las formas lineales « + L,B + M, y + N,a—L,B—M,y—N 
son independientes. Con esto se ve que la forma cuadrática /' es no degenerada 
(o sea, de rango 6) y de signatura (3, 3). 

En lo que sigue, vamos a estudiar los elementos ¡sótropos de esta forma cuadrá- 
tica, es decir los torsores r tales que q(r) = 0. 


$ IV.11 TORSORES ELEMENTALES 


Por definición, se dice que un torsor 7 es elemental si verifica g(r) = 0, es decir 
si su invariante escalar es nulo. Vamos a ver que existen dos tipos de torsores ele- 
mentales que admiten interpretaciones físicas diferentes (1), 

Sea en efecto un torsor 7, de vector KR que verifica 


(1) (WPeE)  R.(P)=0. 


Distinguiremos dos casos, según que se tenga: RK= 0,0 R%0: 

1. Si R=0, la condición (1 queda automáticamente verificada. Hemos visto 
ya en el $8 que la relación R=0 caracteriza los campos constantes. 

2. SiR 40, , el torsor 7 admite un eje central A (teorema IV.9.1) y existe h e R 
tal que T(4) = AR para todo A € 4. Con el punto A fijo, se tiene pues 


q(1) = R.x(4) = HR? 


y la condición (1) equivale a h = 0. Se tiene pues T(4) = 0 para todo A € 4. De 
donde 


(WPe8) u(P)=K nAP=PA AR. 


Recíprocamente, si T(4) = 0, los vectores T(A) y K son colineales, con lo que 
A € A. Se ve también que en este caso, el eje central Á es el conjunto de los puntos 
A tales que (A) = 0. Ello nos lleva a establecer las definiciones siguientes: 


() Limitándonos al aspecto dinámico de esta cuestión, digamos que un deslizante representa un 
esfuerzo de tracción, mientras que un par, aplicado a un sólido, tiende a hacerlo girar. Véase también 
el final del capítulo, $ 13. 
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Definición 1V.11.1 
E Un par es un torsor constante. Un deslizante es un torsor no constante 
cuyo invariante escalar es nulo, o el torsor nulo. 
Caracterización 
Según la discusión que antecede, se tiene inmediatamente: 


1V.11.1 Para que un torsor sea un par, es necesario y suficiente que su resul- 
tante sea nula (véase $ 8). 


1V.11.2 Para que un torsor t sea un deslizante, es necesario y suficiente que 
exista un punto Ae é tal que t(A) =0. 


Demostración. Si tes un deslizante no nulo, el estudio que antecede prueba 
que se tiene T(4) = 0 en todo punto 4 de su eje central. 

Recíprocamente, si existe un punto A € 6 tal que 7(4) =0, el invariante es- 
calar de 7 es nulo. Por lo tanto 7 es un torsor elemental que sólo puede ser cons- 
tante si es nulo.] 


Corolario 
Los deslizantes de € son todos los torsores de la forma: 


—o 


0) c:Po> (P)=RnAP, 


donde A designa un punto fijo cualquiera de € y K un vector fijo cual- 
quiera de E. 


El deslizante 7, definido por (2), es nulo si, y solamente si, su resultante gene- 
ral K es nula. qe 

Sir es fijo y si R % 0, los puntos A que verifican (2) son los puntos del eje 
central de 7. 


e Se observará que el torsor nulo es el único torsor que es a la vez un par y un 
deslizante. 
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Observaciones 


1. En la definición de los pares y de los deslizantes no interviene la orienta- 
ción de 6. 


2. Es claro que si 7 es un deslizante [resp. un par], para todo 4 €R, /7 es 
también un deslizante [resp. un par]. 


3. Si 7,, 7, son pares, resulta evidente que el torsor 7, +1, es también un par 
(puesto que es constante). Los pares constituyen pues un subespacio vectorial del 
espacio 7 de los torsores sobre 6; inmediatamente se ve que este espacio vec- 
torial es de dimensión 3 (puesto que es isomorfo con E). 

Por el contrario, si 7, y 7, son dos deslizantes, su suma 7, + 71, no es en general 
un deslizante. Este problema se discutirá más adelante ($ 14). Los deslizantes no 
constituyen pues un espacio vectorial. No obstante, la observación 2 muestra que 
constituyen un cono simétrico de 7. 


$ I1V.12. VECTORES DESLIZANTES. VECTORES LIGADOS 
Definición 1V.12.1 


Se da el nombre de vector deslizante a todo par (4, R) constituido por una 
> 


3 recta afín Á de € y de un vector no mulo R de E, paralelo a 4. La recta A 
2 se llama soporte y el vector R vector director del vector deslizante. 


Relación con los deslizantes 


A cada deslizante no nulo 7, de resultante general KR y de eie central 4, podemos 
asociar el vector deslizante (R, A), 

Recíprocamente, sea y = (KR 4) un vector deslizante; resulta fácil ver que existe 
un deslizante único t que tiene a R'como resultante general y a 4 como eje central. 

En efecto, sea A un punto cualquiera de 4; se ve inmediatamente que el desli- 
zante 1: P+>K A AP verifica estas condiciones y que es el único que las verifica 
(ya que un deslizante que admita a 4 como eje central verifica necesariamente 
T(4) = 0). Este deslizante es pues independiente del punto A e 4 elegido y diremos 
que es el deslizante asociado al vector deslizante y =(R, 4), o representado por 
este vector deslizante. Lo designaremos por 7,. 

La aplicación y +>1, realiza pues una biyección del conjunto de los vectores des- 
lizantes de € sobre el conjunto de los deslizantes mo nulos de €. 
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Observación. Si se cambia la orientación de 4 por su opuesta, la aplicación 
y+>1,, que acabamos de definir, queda cambiada por su opuesta. En otros términos: 
si, para una orientación de 6, el deslizante no nulo 1 está representado por el vector 


pá 
deslizante (4, R), entonces, para la orientación opuesta de É, T está representado por 
el vector deslizante (A, —R). 


Vectores ligados 


Recordemos que un vector ligado de $ es un par (4, 7) formado por un 
punto A de £ y un vector Y de E (véase cap. 1), lo que equivale a dar el par 
(4, B)eS x 6, donde B=A + Y; pero para la interpretación física nos aten- 
dremos a los vectores ligados. 


Una fuerza se representa, en Física, mediante un vector ligado (A, 7; el punto A 
(llamado origen del vector ligado) representa el punto de aplicación de la fuerza, 


mientras que el vector V determina la intensidad y la dirección de esta fuerza. 
> 
Por definición, el momento del vector ligado (4, Y) en un punto P de 6 es el 
vector 


MP)=PA» V=VA AP; 


el de campo vectores 7 : PoM(P) recibe el nombre de campo de los momentos 
del vector ligado (a, Y). Es evidentemente un deslizante; se dice que este desli- 


=> 
zante está representado por el vector ligado (4, Y). 

En Mecánica clásica, una fuerza representada por el vector ligado (4, 1) inter- 
viene solamente a través de dos de sus caracteristicas, a saber: 


a) su resultante v; a 
b) el campo de los momentos del vector ligado (A, Y). 


Ello nos lleva a establecer la definición siguiente: 


Definición 1V.12.2 


Se dice que dos vectores ligados son equivalentes cuando representan el 
; mismo deslizante, es decir cuando tienen el mismo momento en todo 
punto de 6. 


Es evidente que de este modo se define una relación de equivalencia en el 
conjunto de los vectores ligados. Vamos a determinar las clases de equivalencia: 
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1v.12.1 Para que dos vectores ligados (A, 7) y (B, m sean equivalentes, es 
necesario y suficiente que Y = YY y que 
O bien V=0,6 
O bien el vector AB es colineal con Y. 


Demostración. Para que los vectores ligados (4, 7) y (B, VW) sean equivalentes, 
es necesario y suficiente que se tenga: 


— 


(WPe8) Va AP =W a BP. 
En otros términos, es necesario y suficiente que los deslizantes 
.:PeVnaaP y 1 :P=>WaBP 


sean iguales. Ello exige en primer lugar que estos deslizantes tengan la misma 

resultante general, o sea Y = Y. Si esta resultante general es nula se tiene eviden- 
A 77 e y E e . 

temente 7, =72; de lo contrario, la relación VAAB=V » BP equivale a 


> —> 
Y A AB =0, de donde el resultado.] 
Se observará que la condición VAAB=0 significa que los torsores T, y Tz, 


que tienen la misma resultante general A tienen también el mismo eje central, 

si V= 0, la clase de equivalencia del vector ligado (4, 1) es pues el conjunto 
de los vectores ligados de vector director nulo. Si Ve O, la clase de equivalencia 
del vector ligado (A, Y) es el conjunto de los vectores ligados (B, D, donde B re- 
corre la recta 4, que pasa por A y está dirigida por el vector Y (véase la figura 2). 


— —: 
A A P B 


si 


Figura 2. 


Existe pues una biyección natural del conjunto de las clases de equivalencia 
de los vectores ligados no nulos sobre el conjunto de los vectores deslizantes de €: 
a la clase del vector ligado (A, V) (donde Ve 0), esta biyección asocia el vector 
deslizante (4, 7) donde 4 designa la recta de vector director Y que pasa por 4. 

Se observará que esta biyección no depende de la orientación elegida en €. 

Con las notaciones anteriores, el momento en un punto P del vector ligado 
(4, V) recibe el nombre de momento en P del vector deslizante (4, 7). 
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Sistema de fuerzas 
Un sistema de fuerzas es una sucesión finita de vectores ligados de 6, o sea 


9 =((41, Vo), 2 Vo, c0a An Po). 


2 


Por definición, el momento en un punto / de 6 del sistema .4 es el vector 


AS) = Y PA AV, = DVAAP, 


i=1 i=1 


que es la suma de los momentos de los vectores ligados que constituyen 7. 
— 
El campo de los momentos de Y, o sea 7: P4>Mp(F) es evidentemente un 
torsor (ya que es una suma de torsores). Su resultante general es el vector 


este vector recibe el nombre de resultante general del sistema 7. 

(Observemos a este respecto que la resultante general de la suma de torsores 
es la suma de sus resultantes generales.) 

Dos sistemas de fuerzas se dice que son equivalentes cuando definen el mismo 
torsor (es decir, tienen el mismo momento en todo punto). Nos encontramos aquí 
de nuevo con el lenguaje clásico de la Mecánica. 

Observemos que se resuelve de este modo la aparente paradoja inherente al 
punto de vista abstracto de los campos equiproyectivos; a saber, la resultante de 
un campo equiproyectivo depende de la orientación elegida, mientras que el con- 
cepto de resultante de un sistema de fuerzas no depende de ella. 

La explicación es clara; si se parte de un sistema de fuerzas, es el torsor aso- 
ciado 7 el que depende de la orientación elegida; este torsor 7 se cambia a —T 
cuando se cambia de orientación, de modo que su resultante es la misma en los 
dos casos. 


Momento de un torsor respecto a un eje 


En el espacio euclídeo €, dar un eje equivale a dar una recta D (el soporte del 
eje) y un vector unitario ú paralelo a D; en otros términos, d dar un eje equivale a 
dar un vector deslizante unitario (D, ú). Designaremos por D = (D, 1) al eje defi- 
nido por este vector deslizante. 
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Sea entonces 7 un torsor de $ y D= (D, %) un eje. Si A, B son dos puntos 
cualesquiera de la recta D, se tiene, por la equiproyectividad, 


AB.[1(4) — 1(B)] = 0, de donde d.t(4) = ú.1(B). 


El número 7, = %.1(A) es pues independiente del punto A elegido sobre D, y recibe 
el nombre de momento del torsor T respecto al eje D. En otros términos: 


Definición 1V.12,3 


El momento de un torsor T respecto a un eje D es la medida algebraica 
de la proyección sobre D del momento de t en un punto cualquiera de este 
eje (siendo este número independiente del punto considerado). 


Se observará que el momento así definido no depende de la orientación ele- 
gida en 6. p 

Para interpretar el momento del torsor 7 respecto al eje D=(D, u), considere- 
mos el deslizante g representado por el vector deslizante unitario (D, 1%) . Este des- 
lizante será llamado deslizante unitario asociado al eje D. Para todo punto 4€D, 
se tiene g(4) = 0, de donde 


€ (tr, g) = Ú.t(A). 
Introduciremos el siguiente enunciado: 


1v.12.2 El momento de un torsor í respecto a un eje es igual al comomento 
de tí y del deslizante unitario g asociado al eje. 


Cuando el mismo torsor 7 es un deslizante, se tiene la interesante proposición 
siguiente: 
Para que el momento de un deslizante no nulo 7 respecto a un eje D 
sea nulo, es necesario y suficiente que el eje central 4 del deslizante T y 
la recta D sean coplanarios. 


1v.12.3 


Demostración. Designemos por R a la resultante general del deslizante E 
elijamos un punto A de D y un punto B de 4. El momento de 7 respecto a D es 


> 2». — 233» 
Tp =U4.T(A) =u.(R a BA) = [u, R, BA]. 


£ . 23337 
Para tener 7, = 0, es pues necesario y suficiente que los tres vectores u, R, BA 
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z €. hb E e . 
estén ligados. Puesto que u y R son no nulos, esta condición equivale a: «D y A 
son coplanarios». 

Un enunciado equivalente a IV.12.3 es: 


1V.12.4 Para que el comomento de dos deslizantes no nulos sea nulo, es nece- 
sario y suficiente que sus ejes centrales sean coplanarios. 


Recordemos que el eje central de un deslizante no nulo es el soporte del vector 
deslizante asociado. 

El concepto de momento de un torsor respecto de un eje es muy importante en 
Mecánica. Tiene también aplicaciones geométricas (véanse ejercicios IV.23 y 1V.27). 


$ 1v.13 DESCOMPOSICIÓN DE UN TORSOR EN TORSORES 
ELEMENTALES 


Vamos a demostrar en primer lugar que todo torsor es, de una infinidad de 
maneras, la suma de un par y de un deslizante. Consecuencia de ello será que los 
torsores elementales constituyen un sistema de generadores del grupo aditivo de 
los torsores. De ello resultará también que los torsores elementales no constituyen 


un espacio vectorial. e 
Sea en efecto r un torsor cualquiera, de resultante R, y sea Á un punto Cual- 


quiera. La relación 
>> 
(WVPE8) t(P) = (4) + Ra AP 
muestra que el torsor 7 es la suma de los dos torsores elementales siguientes: 


a) El par tr, igual al campo constante Pp r(A); 
b) El deslizante 1, igual al campo P+>R Aa AP. 


Se observará que, cuando KR 4 0, el eje central de 7, pasa por A 

Si el punto A se toma sobre el eje central de 7 (suponiendo R 4 0), el vector 
T(4) es colineal con R. Esta propiedad se expresa diciendo que el par 7, es colineal 
con el deslizante 7,. 


Sea A un punto de €. Todo torsor 1 de resultante no nula se escribe 
de manera única en la forma: T =Tp + Ty donde Ty es un par y 7, un 
deslizante no nulo cuyo eje central pasa por A. 


1v.13.1 


Demostración. El estudio que antecede ha mostrado la existencia de una tal 
descomposición. Para establecer su unicidad, basta observar que se tiene necesaria- 
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mente 7,(4) = 0, de donde 7,(4) = 1(4), lo cual determina 7y, y por lo tanto tam- 
bién 1, =7T —Tp. 


Se tiene igualmente: 


1V.13.2 Todo torsor í de resultante no nula se descompone de manera única en 
l la suma de un par y de un deslizante colineales. 


Demostración. La existencia de una tal descomposición sigue desprendiéndose 
del estudio hecho en 1V.13.1 y su unicidad proviene del hecho de que el eje central 
del deslizante no puede ser otro que el de 7.] 


Descomposición de un torsor en suma de dos deslizantes 


Vamos a demostrar ahora que todo torsor es, de una infinidad de maneras, 
suma de dos deslizantes (lo cual demostrará que los deslizantes no constituyen un 
espacio vectorial). De hecho, vamos a imponer ciertas condiciones a uno de los dos 
deslizantes, lo cual nos permitirá obtener descomposiciones únicas. 

A lo largo de este estudio, vamos a hacer uso del hecho de que, si g es un des- 
lizante, entonces, para todo real 2, el torsor Ag es también un deslizante. 


1v.13.3 Sea í un torsor de resultante R40 y sea g, un deslizante de eje central 
no paralelo a R, tal que G(r, g,) 4 0. Existe entonces un deslizante único 
82 y un real único / tales que: 


T1= 4, +92- 


=> 
Demostración. Sea R; la resultante de g,; para todo real 2, pongamos TT —2 81 
(de manera que t, = 1). La resultante del torsor 7, es R — ¿Ry y esta resultante es 


> 


no nula, puesto que R y R, no son colineales. Por lo tanto, para que T sea un des- 
lizante, es necesario y suficiente que su invariante escalar sea nulo; es decir, 


Clt, t,)=Clt—2g91, 1-491)=0. 
Desarrollando por bilinealidad, se obtiene 
6(t — 291,1 — 1g1) = 61,1) —- 226 (1, 9,) + 1?8(9,, 91). 


Pero al ser g, un deslizante, se tiene 


€(91,91)=0, 
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de donde 
E(t, 1) = €lt,1) —- 246 (11, 91) - 
Para que 7, sea un deslizante, es necesario y suficiente que se tenga 


E €(t, 1) 
26 (1, 91) 


y, para este valor de 2, el deslizante g, = 7 - /8, verifica las condiciones enunciadas. 
Finalmente, la unicidad de 2 implica la de g».] 

Se dice que una recta D de 6 es de momento nulo respecto a un torsor 7, si el 
momento de 7 respecto a los ejes de soporte D es nulo. 


Corolario 


Sea í un torsor de resultante RO y sea D una recta afín; para que T 
se descomponga en la suma de dos deslizantes uno de los cuales tiene a D 
por eje central, es necesario y suficiente que D no sea paralela a R y que 
no sea una recta de momento nulo de 1; la descomposición es entonces 
única. 
Basta, en efecto, aplicar 1V.13.3 tomando como g, un deslizante no nulo de 
eje central D.] 


Caso de un par 


Aunque 1V.13.3 no se aplique a los pares, vamos a ver que un par es, de una 
infinidad de maneras, suma de dos deslizantes. 


Teorema 1V.13.4 


Sea y un par no nulo, de momento T. Para todo deslizante no nulo g, de 
eje central ortogonal a C, existe un deslizante único ga tal que Y = 8, + 82- 


Demostración. Basta comprobar que el torsor g. = y —g. es un deslizante. 

Sean Ry R las 1 resultantes de £, y 22. Al ser y un par, se tiene: KR, + R,= 0, 
de donde R,=—R, % 0. Por lo tanto, para establecer que ga es un deslizante 
basta con demostrar que su invariante escalar es nulo, o sea €(£2, 2) = 0. Ahora 
bien, se tiene 


€(92,92)=8 091, 791=€ 0-2 € (0, 9) +6 (91.91) - 
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Puesto que los torsores y y g, son elementales, se tiene 


€ (y, y) = €(91, 91) = 0, de donde € (9,92) = — 2 €(y, 91). 
Ahora bien, puesto que la resultante de y es nula, se tiene, para todo punto 
Ade 6 
€lv, 91) =(4).R, = C.R, 


(véase def. 1V,10.1). Pero, por hipótesis el eje central de g, es ortogonal a C,. lo 
cual implica C. R,=0. Se tiene pues £(y, gy) = 0, de donde (ga, g,) = 0.] 


Determinación de g, conociendo 2, 


Con las notaciones de 1V.13.4, sea 0, un punto del eje central de g,. Al ser 
conocida la resultante R, = R — R, del deslizante go, basta determinar un punto 
O, de su eje central. Ahora bien, un tal punto tiene que verificar 
(1 KR, AO00,=0. 

La ecuación 0 es un problema de división vectorial ya tratado en el $2. Sólo 
tiene solución si R,.C= 0, y cuando esta condición se cumple, las soluciones de (1) 
son los puntos O, definidos por 


Q) 00, = 


donde A es un real cualquiera. El conjunto de los puntos O, que verifican (2) es 
el eje central del deslizante buscado g,. Se obtiene de este modo una nueva demos- 
tración de IV.13.4. El punto O, obtenido para 2¿=0 es la proyección ortogonal 
de 0, sobre el eje central de g, (véase la figura 3). 


C 


Figura 3. 
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Corolario 


ll Todo torsor v se descompone de infinidad de maneras en una suma de 
dos deslizantes. 


En efecto, si 7 es un par, es consecuencia inmediata de 1V.3.4. Si T es un 
deslizante, se tiene, para todo 2 ER :7= 21 + (1— A)r. Finalmente si 7 no es ni 
par ni deslizante, su resultante K es no nula y existe un punto Á € 6 tal quer(4) 4 0; 
se puede elegir una recta D no paralela a R y no ortogonal a T(4); basta entonces 
aplicar 1V.13.3, tomando como g, un deslizante no nulo de eje central D.] 


Probiema general de descomposición 
El teorema 1V.13,4 es sólo un caso particular del principio general siguiente: 


1v.13.5 Para que la suma de dos torsores elementales sea un torsor elemental, 
es necesario y suficiente que su comomento sea nulo. 


Demostración. Si los torsores 7, y 7, Son elementales, se tiene 
Glt, + 721 + 72) = C(t,, 11) +28 (1,1. 12) + €(t,, 12) = 26 (11, 12), 


de donde el resultado. ] 


Observación. Si £(t,,T,) = 0, se ve igualmente que el torsor 2,7, + Az 79 €S 
elemental cualesquiera que sean los números reales 4, y 2, Se observará que la 
demostración de 1V.13.4 parte del mismo principio que la de 1V.13.5 (utilizando 
la forma bilineal %); las dificultades suplementarias proceden del hecho de bus- 
car deslizantes, lo que supone una mayor precisión que la búsqueda de torsores 
elementales; además, al comparar 1V.13.4 con IV.13.5, se ve que 1V.13.4 propor- 
ciona la descomposición más general de un par no nulo en la suma de dos deslizantes. 


$ IV.14 SUMAS DE DESLIZANTES 


Hemos visto que los deslizantes no constituyen un subespacio vectorial del es- 
pacio 7 de los torsores en 6. Vamos a estudiar aquí las sumas de un número 
finito de deslizantes, empezando por el caso de dos: 


1v.14.1 Para que la suma de dos deslizantes no nulos sea un deslizante no nulo, 
es necesario y suficiente que sus ejes centrales sean coplanarios y que la 
suma de sus resultantes sea no nula. 
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Demostración. Sean g,, ga los deslizantes yR, R, sus resultantes; según 1V.13.5, 
81 + ga es un deslizante no nulo si, y solamente si, se tiene: 


S.2 
RIFRAO y (gig2) =0. 


Además, la condición %(g,, ga) = 0 se cumple si, y solamente si, los ejes centra- 
les de £, y gz son coplanarios (véase 1V.12.4). 


Para determinar efectivamente el eje del deslizamiento £, + gp basta aplicar los 
resultados generales que vamos a establecer sobre los sistemas (finitos) de deslizantes: 


Notaciones 


Llamaremos sistema de deslizantes a toda sucesión finita (£1) Ea» - +», 8p) de 
deslizantes no nulos de'$. Diremos que los g, son concurrentes (resp. paralelos, 
coplanarios) si sus ejes centrales son concurrentes (resp. paralelos, coplanarios). 


Deslizantes concurrentes 


Sean 8, 82, - + -, 8p deslizantes no nulos de resultantes respectivas Ro Ra, .... Ro 


P 
cuyos ejes centrales pasan por un mismo punto O. Poniendo r = Y 2, se tiene: 
i=1 


LA 
t(0) = Y g(0)=0. 
i=1 
Por lo tanto, según IV.11.2, 7 es un deslizante; si su resultante R = 5 KR es 
en i=1 
no nula, su eje central pasa por O (véase la figura 4); si R=0, se tiene 7 =0. 


Figura 4. 


De donde 
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1v.14.2 Sean 81 8a, - - => 8p deslizantes no nulos, cuyos ejes centrales pasan por 
? 
un mismo punto O; entonces el torsor 1 = 2 g, es un deslizante; si este 
i=1 
deslizante no es nulo, su eje central pasa por O. 


Deslizantes paralelos 


Sean 81 89 ---> Ep deslizantes no nulos cuyos ejes centrales son paralelos, y 
sea u un vector no nulo paralelo a estos ejes. Para todo ¡= 1,2, ..., p, la resul- 
tante R, de g, es de la forma ¿e ñ, con 4, ER. 


» 
Si el vector R = 5 R, es nulo, el torsor 7 = > g, es un par. De lo contrario 


i=1 i=1 
Pp 
se tiene Yu, 4 0. En este último caso, sea Aeé un punto cualquiera, y para 


i=1 


todo ¡ sea A, un punto del eje central de g,. Se tiene 


(4) = Y gí(4) = ¿rain 521) 


i=1 i=1 


Para que sea T(4) =0, basta 
y 
0) Y 1444 =0. 


LA 
Pero al ser no nulo el escalar > ¿4,, la relación (1) define un punto A único: el 


i=1 
baricentro de los puntos ponderados (44, /4;). De esto se deduce que 7 es un desli- 
zante no nulo, cuyo eje central pasa por A. Resumiendo: 


1V.14.3 Sean 81, Za, - + -» 8p deslizantes no nulos de ejes centrales paralelos a una 
misma dirección 8, representados por los vectores ligados (As, Dian 
donde 1 es un vector cualquiera de dirección 0. 


Pp LA 
Si se tiene: Yu =0, el torsor 1= 2 g, es un par. De lo contrario, 
i=1 i=1 


yA 
el torsor r= Y g, es un deslizante no nulo cuyo eje es la paralela a 9 
2) 


¡=1 
que pasa por el baricentro del sistema ponderado (A,, 14;). 
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Deslizantes coplanarios 
Sean g,, ..., 8p deslizantes no nulos cuyos ejes centrales se hallan contenidos 


en un mismo plano afín 42 y, para todo ¡=1,2, --.,P, Sea (Aj, K) un vector 
ligado que representa a g;. Poniendo 


> L> 
1=Y9 y R=YR, 


aa) = reí Ka 14), 
1=1 


. L> ur á . ” 
Ahora bien, el vector Y R, a AA es o nulo o bien ortogonal a 2 y por lo tanto 
ii 
ortogonal a R. De donde se deduce L(r, 1) = 2R.r(4) =0, lo cual demuestra 
que el torsor 7 es elemental. Enunciaremos: 


IV.14.4 La suma de deslizantes coplanarios es un deslizante o un par. 


Observación. Se puede estudiar analíticamente este problema como sigue: to- 
memos un sistema de referencia ortonormal directo de 6 de tal manera que 2 sea 
el plano z=0; para todo ¡= 1,2, » +.» P, designemos por (X,, Y,, 0) a las com- 


> Pp 
ponentes de R; y por (x;, y,» 0) a las coordenadas de A;. Poniendo 7 = 3 g,, el 


im 
momento de 7 en el punto 4 de %, de coordenadas (x, y, 0) viene dado por los 
cálculos siguientes: 


X; XxX; 0 
REY AA y» Kaaxadlo 
0 0 Xy —Y x4x, Y,—y, X, 


2 
(A) = Y Rin 44. 
i=1 


La relación T(4) = 0 equivale a 


o (£ 1) -x (£ »,) + E (x, Y, — y, X) =0. 
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Si los números X= Y X, e Y = Y Y, no son ambos nulos (es decir, si R 4.0), 
la ecuación (2) define una recta de 2, la cual es el eje central del deslizante 7. 


Apéndice 


Torsores paralelos a un plano 


El resultado que sigue será utilizado en el estudio del movimiento plano sobre 
plano ($ X11.12): 


Sea í un torsor de € tal que existe un vector no nulo k € E que verifica: 
(1) (WMe8)  R.(M)=0. 


Entonces T es un torsor elemental; se trata de un par ortogonal a 14 o 
un deslizante de eje paralelo a k. 


Demostración. Para todos los M, P € 6, se tiene 
EM) — 1(P) =0, 
o sea, designando por R'a la resultante de 7: 


E, 


0) RAMP a R)=[k,MP,R]=0. 
Al ser el vector MP arbitrario, la relación (2) implica Ka R= 0, de donde 
(WMes) R.(M)=0. 
De ahí se desprende el resultado anunciado.] 


Campos antisimétricos de 6y 


Identificando el plano afín euclídeo 6, con un plano 42 de 6¿= 6, se ve fácil- 
mente que todo campo antisimétrico de 6, se prolonga a 6, en un campo antisi- 
métrico paralelo a 2. Del resultado anterior se deduce entonces fácilmente: 


En un plano afín euclídeo orientado €, los campos antisimétricos son los 
¿ampos constantes, y los campos de la forma M+> s(AM ), donde A designa 
un punto fijo de €, y s una semejanza fija de ángulo + 1/2. 


Dejamos al lector que obtenga por sí mismo este resultado sin utilizar la teoría 
de torsores. 


Capítulo V 


Estudio afín de los arcos geométricos 


Introducción 


Se dedica este capítulo al estudio del concepto de arco geométrico en un espacio 
afín real. 

Sabemos que un espacio afín £ ligado a un e.v.n. E se reduce, una vez elegido 
un origen O, al mismo espacio E (véase $ 1.5). Además, si f : I> 6 es una aplicación 


% a , 4 d+ 
definida en un intervalo 7 de R, la existencia y el valor de la derivada Le (9] 


no dependen del origen O elegido. A esta derivada (cuando exista) la designaremos 
por f'(1). 

Estudiaremos solamente, para simplificar, los arcos de un e.v.n. E, al que siem- 
pre se supondrá provisto de su estructura afín natural, y utilizaremos también el con- 
venio habitual: a los elementos de E los llamaremos puntos cuando los consideremos 
como pertenecientes al espacio afín E y los llamaremos vectores cuando los con- 
sideremos como pertenecientes al espacio vectorial E. 

Todos los resultados que vamos a establecer seguirán siendo válidos, por su- 
puesto, cuando se sustituye £ por un espacio afín cualquiera 6 sobre E y se ha- 
gan las oportunas modificaciones de lenguaje. 

En todo este capítulo se designará la norma de E por x+>|| x ||. 
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$ V.1 CAMINOS. ARCOS GEOMÉTRICOS 


Sean a y b dos números reales con a< b. Existen cuatro intervalos de extre- 
mos a, b: el intervalo cerrado [a, b], los intervalos semiabiertos [a, b| y la, b] y 
el intervalo abierto Ja, b[. De estos intervalos solamente es compacto el [a, b]. 

De un modo más general, utilizaremos intervalos semiabiertos de la recta com- 
pleta R, de la forma [a,b[, donde aeR y a<b< + os (resp. Ja, b], siendo 
beRy— co < a< b). El conjunto R se identificará al intervalo abierto ]— oo, + col. 
Intervalos acotados son aquellos cuyos extremos pertenecen a R. 

Sea E un e.v.n. e un intervalo de R. De una aplicación f : 1 => E se dice que 
es derivable en 1 si es derivable en todo punto interior de 7, y admite derivada 
por la derecha o por la izquierda en los extremos de / que pertenecen a / (véase 
el tomo 2 p. 144) . Se define por recurrencia el concepto de aplicación k veces deri- 
vable de I en E [resp. de aplicación k veces continuamente derivable]. 


e Se dirá abreviadamente que una aplicación es de clase C* si es k veces conti- 
nuamente derivable y que es de clase D* si es k veces derivable; k es un entero > 0, 
o bien el símbolo + co. Una aplicación de clase C% es simplemente una aplicación 
continua. Solamente hablaremos de aplicaciones de clase D* para k > 1. 


e En lo sucesivo se supondrá que todos los intervalos de R que se consideren 
son no vacíos y no reducidos a un punto. 


Definición V.1.1 


Sea E un e.v.n. e 1 un intervalo de R. Una aplicación continua f: I> E 
recibe el nombre de camino (de E). Se dice que el camino es de clase C* 
[resp. de clase D*] si la aplicación f es de clase C* [resp. de clase D*); 
se dice que es compacto [resp. semiabierto, abierto] si 7 es un intervalo 
compacto [resp. semiabierto, abierto]. 


Sif: 1 > E es un camino, la imagen por f de todo extremo de 7 (que pertenezca 
a 1) se dice que es un extremo del camino. 
e Se denomina lazo a todo camino compacto cuyos extremos coinciden. Para 
k> 1, todo camino de clase C* es, a fortiori, de clase D*, 


Caminos de clase C* a trozos 


Con frecuencia se ofrecen a consideración caminos cuyas derivadas presentan 
solamente un número finito de discontinuidades (por ejemplo, en la teoría de 
las integrales curvilíneas, tomo 4, $ VL3). 
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Definición V.1.2 


S Sea E un e.v.n. y f : [a,b] > E un camino compacto. Se dice que f es 
de clase C* a trozos si existe una subdivisión de [a, b], tal como (a = as, 
Aj ..., 4, =b) de manera que la restricción de f a cada intervalo ce- 


$ rrado [a,-,, a,] (1 <i<n) sea de clase C*. 


Para que el camino f: [a, b] >E sea de clase C* a trozos, es necesario y sufi- 
ciente que: 

a) el conjunto D de los puntos + € [a, b] tales que ft) no existe sea finito; 

b) la función f'%) sea continua en [a, bIxD; 

c) f'') admita, en cada punto de D, un límite por la derecha y un límite por 
la izquierda. (Esto proviene, mediante un ligero cambio, de la proposición 1V.4.4 
del tomo 2.) Los puntos de D determinan entonces una subdivisión de [a, b] que 
verifica las condiciones de la definición 1V.1.2. 


De manera análoga se definiría el concepto de camino de clase D' a trozos. 
Se demuestra fácilmente que un camino de clase C* a trozos (o incluso sola- 
mente, de clase D* a trozos) es de clase C” para r <k—1. 


Caminos C*-equivalentes o D*-equivalentes 
Definición V.1.3 


Se dice que dos caminos f: I>E y g:J> E de un e.v.n, E son C*- 
equivalentes [resp. D'-equivalentes] si existe una biyección 0 : I> J, de 
2 clase C* [resp. D*] lo mismo que su inversa, tal que f=g00. 


Se dice entonces que f se deduce de g por el cambio de parámetro () (llamando 
parámetros a las variables que recorren / y J). 

Los intervalos / y J son entonces necesariamente de la misma naturaleza, es 
decir, los dos compactos, los dos abiertos, o los dos semiabiertos (véase tomo 2, 
prop. 11.10.5). 


Observación. La continuidad de una biyección 0 : 1 > J lleva consigo la de su 
inversa 0 (véase tomo 2, prop. 11.10.2). Pero si 0 es de clase C* [resp. D*], con 
k > 1, su inversa sólo es de clase C* [resp. D'] si su derivada 0” no se anula 
(véase tomo 2, prop. IV.1.9). 

Aplicando el hecho de que la compuesta de dos biyecciones de clase C* [resp. D*] 
es también de clase C* [resp. D*], se obtiene: 


V.1.1 Dejando fijo el e.v.n. E, la relación «los caminos f, g son C*-equivalentes 


298 Estudio afín de los arcos geométricos 


| [resp. D*-equivalentes]» es una relación de equivalencia en el conjunto de 
los caminos de E. 


Por otra parte, si f es un camino de clase C* [resp. de clase D*], se ve que todo 
camino C*-equivalente a f [resp. D*-equivalente a f], es también de clase C* [resp. 
de clase D*]. 


e Es claro que dos caminos C*-equivalentes (k > 0) o D*-equivalentes (k > 1) 
tienen la misma imagen en E. Sin embargo, la recíproca no es cierta: por ejemplo, 
si E es el plano euclídeo, identificado con C, los dos caminos 


fio y guie, 


definidos sobre [0, 277] tienen la misma imagen, que es la circunferencia unidad 
de centro O. Sin embargo, no son ni siquiera C“-equivalentes; en efecto, el primero 
tiene un solo punto múltiple (el punto /(0) =f(2 1)) mientras que en el segundo 
son múltiples todos sus puntos (ver más adelante). 

Cuando se da una clase y de caminos equivalentes queda por lo tanto deter- 
minado un conjunto Á (imagen común de los caminos de y) y una estructura so- 
bre A (modo de recorrido de 4). Llegamos de esta forma al concepto de arco geo- 
métrico, que corresponde a la idea intuitiva de «curva provista de un cierto modo 
de recorrido»: 


Definición V.1.4 


En un e.v.n. E, un arco geométrico de clase C* [resp. D*] es una clase y 
de caminos C'-equivalentes [resp. D'-equivalentes] supuestos todos de 
clase C* [resp. D*]. A los caminos de la clase y se les da el nombre de 
representaciones geométricas admisibles de y (abreviadamente, parame- 
trizaciones); su imagen común recibe el nombre de soporte de y y se de- 
signará por sop (y). Se dirá finalmente que son admisibles los cambios 
de parámetro que hacen pasar de una parametrización a otra. 


e Para definir un arco y de clase C* [resp. de clase D*], basta con dar un camino f 
de clase C* [resp. de clase D*]. Los caminos C*-equivalentes [resp. D*-equivalentes] 
a f son entonces todos de clase C* [resp. D*] y constituyen un arco geométrico y 
que tiene a f como representación paramétrica admisible. Abreviadamente se dice 
que y es el arco definido por la parametrización f. 

Los intervalos de definición de los caminos que representan a un mismo arco 
son todos de la misma naturaleza: si son compactos [resp. abiertos, semiabiertos], 
se dice que el arco y es compacto [resp. abierto, semiabierto]. 

El soporte de un arco compacto es compacto. Pero el soporte de un arco no 
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compacto puede ser compacto, según demuestra el ejemplo del arco plano definido 
por el camino t+> e" (te R). 


Extremos. Arcos cerrados 


Se ve fácilmente que dos caminos C*-equivalentes [resp. D*-equivalentes] tienen 
como extremos los mismos puntos. Por lo tanto estos puntos dependen solamente 
del arco geométrico y definido por los caminos considerados. Cada uno de ellos 
recibe el nombre de extremo del arco. 

Por ejemplo, el arco de R? definido mediante la parametrización t+> (t, 1?) 
(0 < 1< 1) tiene como único extremo el punto (0, 0). 

Un arco compacto y, definido por una parametrización f: [a,b] > E, tiene 
por extremos los puntos (no necesariamente distintos) 4 = (a), B= f(b). 


e Si f es un lazo (es decir si fía) = f(b)), lo mismo ocurre para toda parametri- 
zación def. Se dice entonces que el arco y es cerrado. 
Un arco cerrado es por lo tanto un arco compacto cuyos extremos coinciden. 


Observación. De un arco compacto cualquiera se dice a veces que es «cerrado 
en sus extremos». Este concepto no debe confundirse con el más restrictivo, de 
arco cerrado. 


Ejemplos 


1. En el plano euclídeo E,, una catenaria es un arco de clase C” definido, en 
una base ortonormal adecuada, mediante una parametrización de la forma x = at, 
y=acosh t (a=Cte; 1 € R). Es un arco abierto. 


2. En el espacio euclídeo Ez, una hélice circular es un arco abierto de clase 
C*“* definido, en una base ortonormal adecuada, mediante una parametrización de 
la forma 


x=acost, y=asent, z=bt (a,b,Ctes 4 0, teR). 


3. En Eyuna cardioide es un arco cerrado de clase C” que, en una base orto- 
normal adecuada, tiene una parametrización de la forma 


t 
x= 4 cos 1 — 2c055 $ y = asen: - 26003) 


(a=Cte,0<1<4m). 
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Orden de multiplicidad. Arcos simples 


En un e.v.n. E, sea y un arco geométrico y M un punto de su soporte. Desig- 
nemos por f una parametrización de y; puesto que los cambios de parámetro son 
biyectivos, el cardinal del conjunto f-1(M) es independiente de la f elegida. Si este 
cardinal es finito, el entero p = card (f-(M)) recibe el nombre de multiplicidad del 
punto M. Si p = l,se dice que el punto M es simple; si p > 2, se dice que el punto M 
es múltiple de orden p (doble si p = 2, triple si p = 3, etc.). 


Definición V.1.5 


3 Se dice que un arco y es simple si todos los puntos de sop (y) son simples, 
es decir si toda parametrización de y es una aplicación inyectiva. 


Para que un arco y sea simple, basta evidentemente que una de sus parametri- 
zaciones sea inyectiva. 


Ejemplos 


La catenaria y la hélice circular definidas anteriormente son arcos simples. 

El arco de R? definido por x = t(t + 1), y = 1Y(t + 1) (1 € R) tiene como punto 
doble el origen (ya que este punto se obtiene para los valores 1 =0 y t=—1 
del parámetro). 

El arco de R? definido por x = 1?, y = 1* (1 € R) tiene dobles todos sus puntos 
salvo el origen (el cual es un punto simple). 


Arcos definidos por una parametrización cartesiana 


Designemos por $ un espacio afín de dimensión finita n. 

Para abreviar, diremos que una parametrización f : 1 > €, de un arco y de €, 
es cartesiana si existe un sistema de referencia 2 y un valor de ¡ (1 < ¡<m) tal 
que, para todo 1 1, la coordenada ¡-ésima del punto f(t) es igual a t: una para- 
metrización cartesiana es pues una parametrización tal que, en un sistema de refe- 
rencia adecuado, el parámetro es igual a una de las coordenadas. 

Una tal parametrización es evidentemente inyectiva. Todo arco de € definido 
por una parametrización cartesiana es por lo tanto simple. 

Por ejemplo, la parábola definida en el plano afín R? por la parametrización 
cartesiana: x+> (x, kx?) (k = Cte, x € R) es un arco simple. 


Estudio afín de los arcos geométricos 301 


Arcos cerrados simples 


Sea y un arco geométrico cerrado, definido por lo tanto mediante una para- 
metrización f: [a, b] > E tal que f(a) =f(b). Un arco de esta naturaleza no puede 
ser simple en el sentido de la definición V.1.5. No obstante, resulta cómodo esta- 
blecer la siguiente 


Definición V.1.6 


, Un arco cerrado y definido mediante una parametrización Sf: [a,b]> E 
que verifica fía) =/(b) se dirá que es un arco cerrado simple, si la res- 
$ tricción de f al intervalo semiabierto [a, b[ es inyectiva. 


La condición enunciada equivale a decir que la restricción de f al intervalo 
abierto Ja, b[ define un arco simple, cuyo soporte no contiene el extremo de y. 
Es pues independiente de la parametrización elegida f de y. 

Por ejemplo, la parametrización 1 => e (0 <1<2x) define un arco cerrado 
simple de R?, cuyo soporte es la circunferencia unidad. 


Parametrizaciones periódicas 


Seaf : R > E una aplicación no constante de clase C* [resp. D*] y de período 7. 
Para todo a ER, la restricción de f al intervalo [a, a + 7] define un arco cerrado 
de clase C* [resp. D*]; todos los arcos así obtenidos tienen el mismo soporte 
(pero no el mismo extremo). Además, si uno de ellos es cerrado simple, lo mismo 
ocurrirá con todos. 

Para abreviar, se dirá simplemente que estos arcos «están definidos por la para- 
metrización periódica f». Para construir un soporte común, basta con hacer variar 
el parámetro en un intervalo de la forma [a, a + 7], donde 7 designa el período 
más pequeño de f. 

Inversamente, sea y un arco cerrado de clase C* [resp. D*]. Cada parametri- 
zación f : [a, b] > E de y puede evidentemente prolongarse en una aplicación pe- 
riódica f, de período b—a: basta con poner 


(weR) 0) =f[1 - ba], 


== 


==) designa la parte entera de b 


donde n = [ 

5 b=a = 
de / resultan de la hipótesis f(b) =f(a). Pero, para k > 1, el camino periódico f 
así obtenido solamente es de clase C* [resp. D*] si las derivadas de f verifican las 
relaciones 


.Laexistencia y la continuidad 
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(1 JO0=f%Wa (i=1,2...k; 


cualquier otra parametrización admisible g : [«, B] > E de y verifica entonces las 
relaciones análogas g'((8) = ga) para ¡=1,2,...,k. 

A los arcos cerrados definidos por parametrizaciones periódicas de clase k se 
les puede llamar «curvas cerradas de clase k». 


$ V.2 ARCOS ORIENTADOS 


La aplicación O : 1 > J que figura en la definición V.1.3 es siempre estrictamente 
monótona ya que es un homeomorfismo de intervalos; es pues o creciente o decre- 
ciente. Ahora bien, si el cambio de parámetro 0 es creciente, lo mismo ocurre con 
071, y si 6, y 0, son dos cambios de parámetro crecientes, también 0, o 0, es en- 
tonces un cambio de parámetro creciente. Se obtiene por lo tanto una relación de 
equivalencia más fina que la introducida en la definición V.1.3 estableciendose 


Definición V.2.1 


Se dice que dos caminos f:I>E y g: J> E de un e.v.n. E son posi- 

tivamente C'-equivalentes [resp. positivamente D'-equivalentes] si existe 

por lo menos una biyección creciente 0 : 1 > J de clase C* [resp. D*] al 
* igual que su recíproca, de tal modo que sea f=g 00. 


Las clases de equivalencia definidas por esta relación reciben el nombre de 
clases de orientación, o arcos orientados, de clase C* [resp. D*]. 

Sea entonces y un arco geométrico definido por una parametrización f. Las 
parametrizaciones de y que se deducen de f mediante un cambio creciente de pa- 
rámetro constituyen un arco orientado y+, y se dice que este arco orientado se ob- 
tiene orientando y en el sentido de los parámetros crecientes (para la parametrización 
f considerada). 

Del mismo modo, las parametrizaciones de y que se deducen de f mediante un 
cambio decreciente de parámetro constituyen un arco orientado y-, del cual se dice 
que es opuesto a y+; toda parametrización de y pertenece a y+.0ay-. 
Pero las clases y+ y y- no son necesariamente distintas. En efecto, si g es una para- 
metrización de y, pueden existir distintos cambios de parámetro admisibles O que 
verifiquen g =fo 0; si existen varios, no son necesariamente o todos crecientes 
o todos decrecientes. Veremos más adelante ejemplos de ello. 

En consecuencia arco geométrico y es, a lo sumo, la reunión de dos clases de 
orientación. Si hay dos, se dice que se ha orientado y cuando se ha elegido una 
de estas clases. 
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El estudio que sigue mostrará que los arcos geométricos que admiten solamente 
una orientación son relativamente excepcionales. 

El concepto de arco orientado corresponde a la idea intuitiva de «curva pro- 
vista de un sentido de recorrido». 


Ejemplos de arcos que admiten dos orientaciones 


v.2.1 | Para que un arco geométrico admita dos orientaciones, basta que posea 
(por lo menos) dos puntos simples. 


Demostración. Sea y un arco geométrico (de clase cualquiera), definido por 
una parametrización f :/ > E, y que admite dos puntos simples A, B. Para cada 
parametrización admisible g : J> E de y, existe un par único (a,, b,) de puntos 
de J que verifican: 


ga) = A, g(b,) = B,y se tiene b, + 4). 


Además, si g =.fo 0 se deduce de f por el cambio de parámetro 0, se tiene nece- 
sariamente: 


(1) aj=0a) y b,=00b,). 


Designemos entonces por y+ [resp. y-] al conjunto de las parametrizaciones 
g=fo0 de y que se deducen de f por un cambio de parámetro 0 creciente [resp. 
decreciente]. Según la relación (1) es inmediato que una parametrización admi- 
sible g de y pertenece a /+04a)- según que el real b,— a, sea o no del mismo 
signo que b,— ay. Por lo tanto y+ y )- no tienen ningún elemento común, de donde 
resulta que y admite dos orientaciones.] 

Intuitivamente, un arco geométrico que admite dos puntos simples A, B puede 
estar provisto de dos sentidos de recorrido: uno de estos sentidos de recorrido es 
el de un móvil que pasa por A antes de pasar por B; el otro es el del móvil que 
pasa por B antes de pasar por 4. La demostración de V.2.1 no hace más que tra- 
ducir esta idea intuitiva. 


Corolario 


l Un arco simple [resp. un arco cerrado simple] (véase def. V.1.6) admite 
dos orientaciones. 


Demostración. Para un arco simple la demostración es evidente (puesto que 
todos los puntos de un arco tal son simples). Si y es un arco cerrado simple, sus 
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parametrizaciones son de la forma: f : [a, b] > E, siendo la restricción de fa [a, b[ 
inyectiva, y por lo tanto todos los puntos pertenecientes a f(]a, b[) son simples. ] 


Caracterización de los arcos que admiten solamente una orientación 


Para reconocer si un arco geométrico admite una o dos orientaciones, utilizaremos en lo sucesivo 
el lema siguiente: 


v.2.2 Para que un arco geométrico y definido por una parametrización f : I> E admita una 
sola orientación, es necesario y suficiente que exista una biyección decreciente 
0:I=>1 que constituya un cambio de parámetro admisible, tal que fo0=f. 


Demostración. Si una tal biyección 0 existe, es evidente que y admite una sola orientación 
(puesto que toda parametrización admisible de y es positivamente equivalente a fo a fo O y por 


lo tanto a f). 
Inversamente, supongamos que Y admita una sola orientación y sea y el cambio de pará- 


metro (evidentemente admisible) definido por p(t) =— 1 (tc 1). Al ser la parametrización 
g =fo q positivamente equivalente a f, existe un cambio creciente de parámetro y : J => 1 
tal que g =fo y. Poniendo O = yo q, se ve que 9 es un cambio decreciente de parámetro 


que verifica fo 0=(fo w)op=go0 p=f, 0 sea fo0=f. 

Se observará que la proposición V.2.2 permite dar una demostración más rápida (pero menos 
intuitiva) de V.2.1: ya que si y admite dos puntos simples A =f(a) y B =f(b), toda biyección O 
que verifique fo 0 =f tiene que satisfacer a 4(a)=a y 0(b)= b, y una tal biyección no 
puede ser decreciente, 


La proposición V.2.2 muestra que los arcos que no admiten más que una orien- 
tación son relativamente raros. De hecho estos arcos pueden ser considerados 
como arcos cualesquiera recorridos dos veces en sentidos inversos. En el tomo 4 
veremos que la integral de una forma diferencial de grado uno es nula sobre un 
tal arco. 


Ejemplo 


El arco y de R? definido por la parametrización f : 1+> (sen £, cos? 1) (0 < t < x) 
admite solamente una orientación. En efecto, el cambio decreciente «de parámetro 
0: t4>1—t verifica fo 0 =f. 

De hecho y es el arco de parábola de ecuación y =1—x? (0 < x < 1) reco- 
rrido dos veces en sentidos inversos. 
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$ V.3 SUB-ARCOS. ARCOS REGULARES 


e A partir de ahora, vamos a designar por £ a un e.v.n. de dimensión finita n > 1 
(lo que nos evitará precisar la norma utilizada). 

Por otra parte, para aligerar el lenguaje utilizaremos las palabras «función 
(o arco) de clase k» en lugar de «función (o arco) de clase C* [resp. D*)»; de las 
parametrizaciones admisibles de un arco de clase k se dirá simplemente que son 
«equivalentes» en lugar de decir que son «C*-equivalentes [resp. D*-equivalentes)». 


Finalmente, si y es un arco de clase k (k > 1), definido por una parametrización f:I>E,y 
si g: J => E es un camino C*"-equivalente a f [resp. D'-"-equivalente a f] con 0 <r< k, di- 
remos que g es una parametrización de clase C'=" [resp. D'="] de y. Se trata aquí de un abuso de 
lenguaje ya que g no es, en rigor, una parametrización admisible de y. De este convenio se hará 
uso en el capítulo VIL. 


Todos los resultados que vamos a establecer referentes a arcos geométricos 
(propiedades de sub-arcos, contacto, sub-espacios fundamentales, etc...) serán vá- 
lidos «a fortiori» para arcos orientados. Estas extensiones resultan evidentes y pres- 
cindiremos de formularlas explícitamente cada vez. 


Sub-arcos 


Sean f:1> E y g:J>E dos parametrizaciones de un mismo arco y de 
clase k, tales que f=g. 00, siendo O un cambio de parámetro. Para todo sub- 
intervalo /, de 7, las restricciones de f a 1, y de g a J, = 0(1,) son evidentemente 
equivalentes. Podemos por lo tanto establecer: 


Definición V.3.1 


f : 1 > E. Se da el nombre de sub-arco de y a todo arco de la misma clase 


Sea y un arco geométrico de clase k, definido por una parametrización 
k que y definido por la restricción de f a un sub-intervalo de 1. 


El teorema que sigue prueba que toda parametrización de un sub-arco com- 
pacto de y es la restricción de una parametrización de y (por lo menos). 


v.3.1 Si y es un arco de clase k y si y, es un sub-arco compacto de y, toda 
I parametrización de y, se prolonga en una parametrización de y. 


Demostración. Designemos por f: 1 > E una parametrización de y y supon- 
gamos y, definido por la restricción f, de f al sub-intervalo compacto 1, = [», £1 
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de /. Basta demostrar que toda biyección 0, : l, >J, de clase k al igual que su 
inversa, se prolonga a una biyección 6: R > R, de clase k lo mismo que su 
inversa. En efecto, la restricción de 0 a / constituirá entonces un cambio de pa- 
rámetro admisible sobre y que prolongará 0,, y la aplicación g =f o 0 será una 
parametrización de y, que prolongará la parametrización (arbitraria) g, =f, o 071 
de y,. (Señalemos que una tal prolongación no es única.) 

Siendo el resultado inmediato para los arcos de clase C%, supondremos k > 1. 
Para fijar ideas supondremos 0, creciente (con lo que 0;($) >0) y prolongaremos 
0, sobre [f, + co]. Se prolongaría igualmente 6, sobre ]— oo, a]. 


a) Si k es finito, sea P el polinomio de grado < k definido por las relaciones 
POB) = 0P(B) (r =0, 1, ..., k) (es el polinomio de Taylor de orden k de 6, en f). 
Vamos a ver que existe un real 2 tal que la función 


e PO) + Ar py! 


admite una derivada > 0 para todo 1 >f. Para obtener una prolongación Y que 
verifique las condiciones exigidas bastará poner entonces, para todo 1 >f: 


00 =P(0) + Au — pyo 


(puesto que se tiene lim 0(1) = + 00). 
1++00 


Busquemos pues ¿€ R tal que, para todo 1 >f, se tenga: 
PO + (k + 1240 P*>0. 


La función Q : t4+> (1 —B)* P(1) + (k + 1) 2, definida para 1 > f, tiende hacia 
cero cuando ? tiende hacia -+- co, y hacia + co cuando ? tiende hacia f. Al ser esta 
función continua, se deduce que está acotada inferiormente sobre ]8, + co[: existe 
pues un real m tal que, para todo 1 >f, se tiene O(t) >m, y basta con tomar 

NM 
ee a 

b) Si k= + os, el teorema de Borel (véase tomo 2, ejercicio VITIL.29) prueba 

que existe una función numérica B, de clase C” en [f, + co[, que verifica: 


(WeN) BB) = 008). 


Puesto que se tiene B'(f) = 0;($) >0, existe un real b > f tal que la función B 
es estrictamente creciente en [f,b]. Admitamos provisionalmente la existencia 
de una biyección y : [P, + co[ > [B, b[ de clase C”, derivada > 0 en todo punto, 
que verifique y(x) =x para x suficientemente próximo a f. Se obtiene entonces 
la prolongación buscada poniendo, para todo 1 >f, 0(1) = B[p(+)]. 


A e 
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— Construcción de la función p. Se utiliza la función ut ¿(u) definida en Ry por ¿(0) = 1 
y É(u) = 1 —exp— 1/12) para u > 0. La función [ es de clase C*> y todas sus derivadas son nulas 
para u = 0; además, la desigualdad ¿(u) < 1/12, válida para u> 0, demuestra la convergencia 


de la integral [ = [zw du, y se tiene: I/> 0. Designemos por a un real cualquiera tal que 
o 


Pf <a< b. Para tener una función y que verifique las condiciones impuestas, basta con poner 
p(x)=x para PB<x<a, y 


oy =p+ 272 


¿(u) du para x>a4. 


x—a 
56 
tencia de p'(a) = 1, y la relación p'(x) > 0 para todo x > $. En conclusión, se demuestra, fácil- 
mente que q es de clase C*.] 


Se tiene en efecto p(x) =1 para p<x<ay 9) = (1 ) para x> a, de donde la exis- 


El teorema V.2.1 permite muchas veces reducir el estudio de un arco geométrico 
al de sub-arcos simples, mucho más manejables. 


Puntos regulares. Puntos estacionarios 


Sean f : I> E y g : J> E dos parametrizaciones de un mismo arco y de clase 
k > 1, tales que f=g 0 0, siendo ) un cambio de parámetro. 
Para todo t€/, se tiene: 


00%0 y £()=g91[00]000. 


Por lo tanto, si se tiene f'(1) 4 O para todo tel, se tiene también g'(u) 4 0 para 
todo ueJ, y si para t= ty se tiene f'(1) =0, se tiene también g'(u) = 0 (con 
Uy = plto)). 


Podemos, pues,establecer : 


Definición V.3.2 


Sea y un arco de clase k > 1, definido por una parametrización f : 1 > E. 


a) De un punto simple M, = f(1,) del soporte de y se dice que es ordinario 
(o regular) si se tiene f'(t,) 4 0, y se dice que es estacionario sí se tiene 
Ft) =0. 

b) Del arco y se dice que es regular si se tiene f'(t) 4 O para todo tel. 
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Estas definiciones son, en efecto, independientes de la parametrización f elegida. 
Empezaremos estableciendo una propiedad topológica de los arcos regulares. 


Teorema V.3.2 
Il Todo arco regular admite dos orientaciones distintas. 


Demostración. Sea y un arco regular definido por una parametrización f: I> E. Si y ad- 
mitiera solamente una orientación, existiría un cambio decreciente O : 1> 1 de parámetro tal que 
f=fo 0 (véase prop. V.2.2). Para todo 1 € / se tendría entonces 


0) STO] 0) = (0, con 0(1)<0. 


Ahora bien, una tal aplicación admite necesariamente un punto fijo (es decir, un punto ty € [ tal 
que 0(to) = tp). En efecto, si a, $ designan los extremos de /, con $ > a, se tiene 


lim0() =P y lm0W)=ax: 
pe 0 


de donde, para ? suficientemente próximo a a esO(t) — 1 >0, y para ? suficientemente próximo a f, 
00)=1<0. 
La función continua 0(+) — £ se anula pues en / por lo menos una vez. 


Con las hipótesis establecidas, existiría un punto /€l tal que 0(tp) = fo, de donde al 
aplicar (1) 


S (to) 0'(tp) = ftp) con 0(tp)<0, 


lo cual es imposible al ser f'(1,) 4 0.] 


Arcos definidos por una parametrización cartesiana 
Se tiene inmediatamente: 


V.3.3 Todo arco de clase k > 1 que admita una parametrización cartesiana es 
ll simple y regular. 


Demostración. Sea y un arco que, en un sistema de referencia afín adecuado, 
admite una parametrización cartesiana. Permutando, si es preciso, las coordenadas, 
podemos suponer que el parámetro es igual a la primera coordenada, o sea 1 = Xy. 
La parametrización considerada es pues de la forma 
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Q) A=t, x=f, > =f(0 (en, 


siendo las funciones /,(2 <i < n) de clase k sobre /, y hemos visto ya que una 
tal parametrización es inyectiva, y por lo tanto y es simple. 

Por otra parte, si k > 1, el vector derivada f'(t) tiene por componentes (L 
Fit0, ..., F(0) por lo que es no nulo, lo cual demuestra que y es regular. ] 


Observación. Con las mismas hipótesis, designemos por y el soporte del arco y, 
provisto de la topología inducida por la de £, y por p la restricción a 7 de la pri- 
mera proyección, O sea p:(Xj ..., Xp)+>%X¡- La aplicación p es evidentemente 
continua (por ser la restricción a y de una aplicación continua), y es la inversa 
de la biyección continua F:1>7, t+>f(0. La parametrización f determina pues 
aquí un homeomorfismo de 1 sobre el soporte de y. 

De hecho vamos a ver que el estudio local (*) de un arco de clase k > 1,en el 
entorno de un punto ordinario, se reduce al de un arco definido por una parame- 
trización cartesiana. Esto nos va a permitir en cuestiones teóricas, limitarnos al 
estudio de arcos simples y regulares. 


V.3.4 Sea y un arco de clase C* o D***,con k > 1, definido por una parametri- 
zación f : I> E, y sea ty€l tal que f'(t4) 40. 
Para todo sistema de referencia afín R de E, existe entonces un intervalo 
abierto J que contiene t., tal que por lo menos una de las coordenadas, 
como x;, es un parámetro admisible sobre el sub-arco y, de y definido 
por la restricción de f a IN J; en consecuencia y, es un sub-arco simple 
y regular de y. 


Demostración. Designemos por (f, ....f,) las coordenadas de f en el sistema 
de referencia dado 2. Puesto que f'(1p) 4 0, existe por lo menos un valor de ¡ tal 
que f:(tp) 4 0. Debido a la continuidad, existe un intervalo abierto /, que contiene 
to y tal que f/(1) 4 0 para te 14. La restricción O de f, a IJ es pues estric- 
tamente monótona y define un cambio de parámetro admisible para el arco y, 
La coordenada ¡-ésima de la parametrización g = fo 0 verifica evidentemente 


gu) = 07 '()] = u para todo ueW(InJ)= fIad; 


() La palabra «local» no hace aquí referencia a la topología del soporte del arco, sino a la de los 
intervalos de sus distintas parametrizaciones. Por ejemplo, el estudio local de la estrofoide de R*: 


para £= + 1 lleva a distinguir dos ramas distintas, mientras que en todo entorno del origen de R* existen 
puntos de cada rama. 
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por lo tanto la coordenada x, es un parámetro admisible sobre y,.] 


La proposición V.3.3 permite considerar a todo arco regular como una «reu- 
nión» de arcos simples y regulares definidos por parametrizaciones cartesianas, 
cuyo estudio es elemental. 


Observación. Con las hipótesis de V.3.4, supongamos además que My = ftp) 
es un punto simple de y. Pudiera creerse entonces que todo punto M e sop (y), 
suficientemente próximo a M¿, es también un punto simple, pero este resultado 
sólo se cumple cuando y satisface ciertas condiciones suplementarias. 


Inmersiones. Arcos inmersos 


Sea y un arco plano simple, definido por una parametrización f: I> E, y sea Y =f(1) su 
soporte. Se pueden introducir de un modo natural dos topologías sobre 7: por una parte la topo- 
logía inducida por la de E (puesto que Y es una parte de E); por otra parte la topología (conocida 
como la imagen de la topología de 1) definida por la condición de que f determina un homeomor- 
fismo de / sobre 7: para esta última topología, los abiertos de son las imágenes por f de los 
abiertos de /, y se ve fácilmente que esta topología no depende de la parametrización f elegida. 

En un estudio más profundo de los «arcos geométricos simples» hay que tener bien en cuenta 
que estas dos topologías no coinciden necesariamente. Del hecho de ser f continua, únicamente 
se puede deducir que la topología imagen de la de / es más fina que la topología inducida por E. 

De acuerdo con la teoría general de variedades, establecemos: 


Definición V.3.3 


3 Sea f : I> E una función de clase k > 1 definida sobre un intervalo 1 de R. 
Se dice que f es una inmersión cuando se cumplen las condiciones siguientes: 


1) f es inyecti 
ii) (yreD F(0 A 0; 
iii) la aplicación f: I>f(), t+>f(0) es un homeoformismo (con el conjunto f(1) 
provisto de la topología inducida por la de E). 


Si una de las parametrizaciones de un arco y, de clase k > 1, es una inmersión, lo mismo ocurre 
con todas las demás; se dice entonces que el arco y está inmerso en E. Un arco geométrico inmerso 
en E es pues un arco simple y regular cuyas parametrizaciones son homeomorfismos (de su intervalo 
de definición sobre el soporte del arco). 


Ejemplos de inmersiones 


1. Según la observación que sigue a la proposición V.3.3, se ve que toda parametrización 
cartesiana de clase k > 1 es una inmersión. Podemos pues puntualizar la proposición 1V.3,4 diciendo: 
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Sea y un arco de E definido por una parametrización f : I> E, de clase C* o D'**, 
con k> 1. Para cada t, el que verifique f'(15) 4 0, existe un intervalo abierto J, 
que contiene ty, y tal que la restricción de fa IN J define un sub-arco de y inmerso 
en E. 


Un arco regular puede considerarse pues como reunión de arcos inmersos en E. 


2. Todo arco compacto, simple y regular, está inmerso en E. 

Sea en efecto y un tal arco, definido por una parametrización f: [a, b]> E; la aplicación 
f: la, b]>f(la, b]), t+>f(0) es una biyección continua del compacto (a, b] sobre su imagen: es 
pues un homeomorfismo (véase tomo 2, teorema 111.10.2 y corolario del teorema 111.10,4). 

Por el contrario, la aplicación: 


f:[0,2r[+ R?, 1+ (cos 1, sen?) 


define un arco simple y regular, pero no es una inmersión. En efecto, la imagen de f es la circun- 
ferencia unidad entera, por lo tanto un compacto de R*, mientras que el intervalo semiabierto 
I= [0, 21[ no es compacto. La aplicación f: I1=>f(D, 1+f() no es pues un homeomorfismo. 


Caracterización de algunos arcos por su soporte 


El teorema que sigue prueba que un arco geométrico inmerso en E queda totalmente determinado 
cuando se da su soporte. 


Teorema V.3.5 


Seaf: 1>E y g : J> E dos inmersiones de clase C* [resp. DF), con k> 1. Para 
| que f y g definan el mismo arco geométrico de clase C* [resp. D*"], es necesario 
y suficiente que tengan la misma imagen. 
Demostración. La condición es evidentemente necesaria. Inversamente, si se verifica, pon- 
gamos IT” =f(1) =g(J) y designemos por f, g los homeomorfismos definidos por 


Ti>sT, taf0; 9:13 >, 1 g0. 


Es claro que la aplicación 0 =g 0 f: 1> J es un homeomorfismo de 1 sobre J. Para establecer 
el resultado anunciado, falta por demostrar que 0 y 01 son de clase C* [resp. D*+1], y para ello 
basta con demostrar que 0 y 071 son de clase C* [resp. D**1] en el entorno de cada punto de su 
intervalo de definición. 

Siendo fijo el punto 1, € 1, pongamos M, =f (to) y uo = Mto) = g (Mp). Al ser g'(u) 4 0, 
existe un sistema de referencia afín 2 de E tal que la primera coordenada de g, tal como g,, verifica 
g(uo) H 0. Existe entonces un intervalo abierto U, que contiene 4, y tal que la aplicación G : JA U= 
> g( JN U), u+> g(u) es un difeomorfismo de clase C* [resp. DF]. 

Si f, designa la primera coordenada de f en %, se tiene evidentemente: f, = g,0 0; de donde, 
para £ suficientemente próximo a 1, (ya que 0 es continua) 


S0 =G[90] y 00) =G LAO]. 
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Esta última relación demuestra que Ú es de clase C* [resp. D*+1] en el entorno de 1,. De igual 
modo se vería que 071 es de clase C* [resp. D*+1] en el entorno de 4.] 


Observaciones 


1. La conclusión del teorema V.3.5 es falsa si f y g son solamente aplicaciones inyectivas y 
regulares. Por ejemplo, las parametrizaciones 


fit=eor e (0<1<2m) y g:t>e (0<1<2m) 


definen arcos simples y regulares de R* que tienen ambos por soporte la circunferencia unidad; 
pero no existe cambio de parámetro € : [0,2 1[ > JO, 21] que verifique f= go 0 (ya que una 
tal función Y debería satisfacer a 0(1) =1 para 0 1 <2x). Por lo tanto f y g no definen el 
mismo arco geométrico. 


2. Un arco no regular, cuyas parametrizaciones son homeomorfismos, no queda necesaria- 
mente determinado por su soporte. 

Por ejemplo, si E = R, los «arcos» compactos simples ;,, ya de clase C* respectivamente de- 
finidos por las parametrizaciones f,(t) = 1 y f(t) = 1% (1c [—1, + 1)) tienen el mismo soporte 
[— 1, + 1], y cada una de las parametrizaciones f,, f¿ define un homeomorfismo de este intervalo 
sobre sí mismo. Pero las parametrizaciones f,, f¿ no son ni siquiera C!-equivalentes, 


Caso de arcos cerrados 


Sea y un arco cerrado simple definido por una parametrización f: [a,b]= E que verifica 
f(a) =f(b), cuya restricción a [a, b[ es inyectiva. 

Identifiquemos el plano euclídeo con € y sea U la circunferencia unidad de C definida por 
|z| =1. A cada punto z =.e'" de C (0< u< 22) asociemos el punto 


p(z) = s(a + ps 4) 


del soporte de y. La aplicación p : U => sop (y) así definida es evidentemente una biyección, 
la cual se demuestra fácilmente que es continua. Al ser el conjunto U un compacto de C, y es un 
homeomorfismo (véase tomo 2 p. 121). Enunciaremos. pues, 


El soporte de un arco simple y cerrado de E es homeomorfo a una circunferencia del plano 
euclídeo. 


Subvariedades de dimensión 1 


En concordancia con la teoría general de variedades inmersas en un espacio vectorial, da- 
remos la siguiente 
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q Sea E un espacio vectorial (o afin) de dimensión finita. Una subvariedad de clase k 
y de dimensión 1 de E es una parte I” de E que posee la propiedad siguiente: todo 
punto M de T' admite en E un entorno V tal que I'M Ves el soporte de un arco de 
clase k > 1 inmerso en E. 


Según las proposiciones V.3.3 y V.3.4, equivale a decir que todo punto de I' posee un entorno V 
tal que A V admite una parametrización cartesiana de clase k (en un sistema de referencia dado 
arbitrariamente). 

Se puede demostrar que las únicas variedades conexas de clase k y de dimensión 1 de E son: 


e los arcos simples cerrados definidos por una parametrización periódica de clase k (véase 
resultados anteriores), 
e los arcos abiertos de clase k regularmente inmersos en E. 


El concepto de subvariedad de dimensión 1 corresponde a la idea intuitiva de «curva regular». 

Las subvariedades conexas de dimensión 1 son pues homeomorfas con una circunferencia o 
con R según que sean o no compactas. 

En el plano, los resultados del tomo 2 (p. 284) nos permiten enunciar inmediatamente: 


v.3.6 
conjunto de los puntos (x, y) de U que verifican f(x, y) = 0. Si la diferencial de f no 


| Sea f una función numérica de clase C* (k > 1) sobre un abierto U de R* y sea 1” el 
se anula en TP, entonces T' es una subvariedad de dimensión 1 de R?. 


$ V.4 CONTACTO DE ARCOS 


En este $ vamos a estudiar la situación relativa de dos arcos geométricos 
Y1» Ya en el entorno de un punto M, común a sus soportes. Efectuando si es preciso 
una traslación sobre los parámetros, podemos suponer que los arcos ),, ya están 
definidos por parametrizaciones f,, f,, que verifican: 


F(0) = f(0) = Mo. 


Si los arcos y,, ya Son regulares, podemos, por otra parte (restringiéndonos a sub- 
arcos) referirnos al caso en que y, y ya son simples (véase V.3.4). 
e Para abreviar, convendremos en decir que un arco simple pasa por el punto 
M) de E si M, esop (y) y si M, no es un extremo de y. 

En lo que sigue, vamos a limitarnos al estudio del contacto en un punto My 
de dos arcos que pasan por My. Dejamos al lector que extienda la teoría del con- 
tacto al caso de dos arcos que tienen a M¿ como extremo común. 
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, Sean y, ya dos arcos de clase k > 1 simples y regulares que pasan por 
un mismo punto My. Se dice que y, y ya tienen en My un contacto de orden 
> p (siendo O < p < k) si existen parametrizaciones f,, fa de yy, ya, de- 
finidas en el entorno de O y que verifican 


$ (1) £10)= 20) = My: £/0) =£2(0) para 1<r<p. 


Con las hipótesis hechas, la condición (1) equivale a 


(Ibis) LAO — ft 


ot) |. 


La relación (1 bis) resulta a veces más cómoda que (1) (véase V.S y VL3). 
Según V.3.1, se tiene inmediatamente: 


v.4.1 Con las notaciones de la definición V.4.1 sean y;, y¿, subarcos de y,, Ya 
que pasan por My. Para que, y, y y, tengan en M, un contacto de orden 
> p, es necesario y suficiente que y; y ys tengan en M, un contacto de 
orden > p. 
(Se traduce este hecho diciendo que la noción de contacto es local.) 

Con frecuencia tendremos que utilizar el lema técnico que sigue: 


V.4.2 Sean yy, ya dos arcos de clase k > 1, simples y regulares, que tienen un 
contacto de orden > p en el punto M,. Para toda parametrización f, de 
y, tal que f,(0) = M,, existe una parametrización f, de y,, tal que se cum- 
plen las condiciones (1). 


Demostración. Por hipótesis, existen parametrizaciones g, : J, > E, g2:J¿>E 
de y, y Ya, tales que 0 es interior a los intervalos J,, J,, y que verifican 


(0) g(0) = g(0) = Mo; gi 0) = g(0) (1 <r< p). 


Sea 0, : J, > 1, un cambio de parámetro sobre y, tal que g, =f,00,. Al ser y, 
simple, la relación f,[9,(9)] = g,(0) = Mo = f,(0) implica 0,(0) = 0. 

Si J es un intervalo compacto cualquiera contenido en J, MJ, y que contiene 
a 0 en su interior, se sabe que la restricción de 6, a J se prolonga en un cambio de 
parámetro 0, : Ja => 1, sobre ya (prop. V.3.1). Al coincidir las funciones p, = 031, 
Pa =03* en el intervalo 0,(J), el cual es un entorno de 0, se tiene 


0) Pp 0) = p2X0) para 0<r<p. 
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Pongamos f, = ga 0 pz. Se ve por recurrencia que las derivadas de orden r de 
f.= 810 pi (¡= 1,2) se expresan por medio de las derivadas de orden =< r de p, 
y gi. Las relaciones (2) y (3) implican, por tanto, f.(0)=M,=f,(0) y f."(0)=f.(0) 
para 1 < r < p. La parametrización f, : /, > E responde alas condiciones exigidas.]) 


Observación. Si f,, f. son parametrizaciones cualesquiera de y,, ya, tales que 
F.(0) =f(0) = My, y si yy, ya tienen en M, un contacto de orden > p, en general 
no se tiene ni siquiera f,(0) = f4(0). 

Sin embargo, para p = l, se tiene: 


V.4.3 Sean y,, ya dos arcos de clase k > 1, simples y regulares, definidos por 
las parametrizaciones f,, f.. Para que y, y ya tengan un contacto de orden 
>1 en un punto M, = fito) = fa(Uo), es necesario y suficiente que los 
vectores fi(to) y falup) sean colineales. 


Demostración. La condición es evidentemente necesaria, puesto que las direc- 
ciones de los vectores f;(tp) y f¿(up) no dependen de las parametrizaciones elegi- 
das fi fa. 

Inversamente, si se tiene f¿(up) = Kf;(to), resulta fácil determinar dos constantes 
A, y: tales que la parametrización g. de y. definida por ga(t) = f.(M + 1) verifique 


gato) = Mo, — gAto) = fito) 


(basta con tomar 4 = 1/k, 4 =uy— 2tp. Esto demuestra que ), y ya tienen un 
contacto de orden > 1 en Mp.] 
e Dosarcos que tienen un contacto de orden > 1 en M, se dice que son tangentes 
en M, (con las definiciones que se darán en el $ 6, son arcos que tienen la misma 
tangente en My). 

Siendo fijo el punto M, € E, designemos por Zi, [resp. 6x0] el conjunto de 
los arcos simples y regulares que pasan por Mo, de clase D* [resp. C*], (k > 1). 
Se tiene: 


V.4.4 Para todo p < k, la relación «los arcos y, y ya tienen en My un contacto 
ll de orden > p» es una relación de equivalencia sobre Zyi, [resp. Chio]. 


Demostración. Siendo esta relación evidentemente simétrica y reflexiva, bastará 
demostrar que es fransitiva: 

Sean f,, f, parametrizaciones de y,. y, que verifican las condiciones (1) y sea yy 
un tercer arco perteneciente a Zi, [resp. Gy5,], que tiene con y, un contacto de 
orden >p en My. Según V.4.2, existe una parametrización f, de yg que verifica: 


FO) = 20) 
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para r=0,1,...,p. Se tiene pues f¿(0) =f,(0) para r=0,..., p, lo cual de- 
muestra que y, y yz tienen en My un contacto de orden > p.] 


Las clases de equivalencia definidas por la relación de contacto de orden > p 
reciben a veces el nombre de elementos de contacto de clase D* [resp. C*]. 


Orden exacto del contacto 
Definición V.4.2 


Sean y, ó dos arcos de clase k > 1, simples y regulares, que pasan por My. 
Se dice que estos arcos tienen en el punto My un contacto de orden (exac- 

$ tamente) igual a p(p < k—1) si tienen en My un contacto de orden > p 
pero no un contacto de orden >p +1. 


Si y y 0 tienen en My un contacto de orden > + co, convendremos en que el 
orden exacto de su contacto en este punto es + oo. 

Si los arcos y, d están definidos por parametrizaciones f, g de clase C”, que 
verifican f(0) = g(0) = My, su orden de contacto es por lo menos igual al entero 
mayor que verifica las p relaciones 


(4) FU0) =g(0), ....F M0) = go): 


pero según una observación anterior puede ser estrictamente mayor. El conocimiento 
del par (f, g) no permite pues determinar inmediatamente el orden de contacto de 
7, 0. Vamos a ver, sin embargo, que existen casos en que el orden de contacto 
de y y ó es igual al mayor entero p que verifica (4). El teorema V.4.5 que daremos 
a continuación prueba que esto ocurre cuando f y g son parametrizaciones car- 
tesianas que admiten como parámetros una misma coordenada x;. En el $ VI.3 
veremos que lo mismo ocurre cuando (siendo £ euclídeo) f y g son parametriza- 
ciones normales. 


Teorema V.4.5 
Sean y, 0 dos arcos de clase C* o D*+ (k > 1), simples y regulares, que 
tienen en My un contacto de orden igual a p(p < k—1), definidos res- 


pectivamente por las parametrizaciones f, g que verifican 


F(0) = 9(0) = My. 
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Se supone que existe un sistema de referencia en el cual las coordenadas 
(Y) y (2) de f y g verifican para | | suficientemente pequeño 


FO=g9g(0=t. 
Se tiene entonces: 
FO) =900).... FU) =g 90) y SONO) % gen). 


En otros términos, si el desarrollo de f— g limitado al orden k es no nulo y 
si w designa su valoración, el orden de contacto de y y 8 es igual a v—l. 


Demostración. Si y y Ó tienen un contacto de orden > p, existe un cambio 
de parámetro t+>0(1) definido en el entorno de 0, tal que 


glo] - FM) = 0(1"*!) (véase V.4.2). 


Pero. se tiene aquí f,(1) = 1 y g/(u) = u, de donde 2, [0(1)] = 0(0) y (1) — 1 = 0(74). 
Por composición de desarrollos limitados, esto implica 


al] = 90) +00, 
de donde 
F0 90 = (400 — gloto)) + (alo) — ga) = 07») . 


Al estar los desarrollos limitados de las funciones f y g definidos por la fórmula 
de Taylor-Young, se deduce: 


FOO) = (0) para r= 0, 1,2, auo9 Pi 


Finalmente, si y y ó no tienen un contacto de orden > p + 1, se tiene f+0(0) 4 
A g”n(0).] 


Observación. Sean y y d dos arcos simples y regulares de clase C* o DH, con 
k > 1 y que admiten en el punto M, un contacto de orden > 1. Vamos a ver que 
nos podemos referir siempre al caso en que se verifican las hipótesis de V.4.5. 

Supongamos los arcos y, d definidos por parametrizaciones cualesquiera q, Y, 
que verifican p(0) = y(0) = My, y sean (p4), (vi) las coordenadas de q, y en un 
sistema de referencia dado de E. Al ser los vectores no nulos y”(0), y'(0) colineales, 
según V.4.3, existe por lo menos un valor de ¡ que verifica pí(0) 4 0 y yi(0) 4 0. 
Elegido de este modo el entero ¡ existe un intervalo abierto / que contiene al origen 
y tal que la restricción de y, [resp. y,] a 7 define un cambio de parámetro admisible 
en el subarco de y [resp. 9] definido por la restricción de y [resp. y] a /. Existen 
pues subarcos de y y Ó, que contienen a M¿, sobre los cuales la coordenada x; es 
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un parámetro admisible; por una permutación de los ejes, se puede reducir al caso 
en que ¡= 1.] 


Terminología 


Si el orden de contacto de dos arcos es igual por lo menos a 2, se dice que estos 
arcos son osculadores; si el orden de contacto es por lo menos igual a 3, se dice 
que estos arcos son sobreosculadores. 

Recordemos que tales arcos se dice que son tangentes si su orden de contacto 
es >1. 


Ejemplos 


1. Las curvas de R*? definidas por x= f, y = sen t(£ ER) y 
x=1y)=1+4P (16R) 
son osculatrices en el origen para todo ¿e R y sobreosculatrices si A == pide 
hecho, para 1 = =e su orden de contacto es 4. 


2. En R? la parábola definida por x= 37" ey=1t(t€R, R 40) y la cir- 


cunferencia C de ecuación x? +- y? —2 Rx = 0 son sobreosculatrices en el origen. 
En efecto, tomando y = 1 como parámetro, se tiene, en el entorno del origen: 


1 
= —- tf, sobre 1 ábola, 
+= 100 la parábola, y 


1 
x=R-—yR-P=—P+ 


1 
2R TR? 1* + 0(1*) sobre C 


(el contacto es aquí de orden exactamente 3). 
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$ V.5 IMÁGENES DE UN ARCO. INVARIANZA DEL CONTACTO 
EN UN DIFEOMORFISMO 


IMAGEN DE UN ARCO POR UNA APLICACIÓN DIFERENCIABLE 


Sea y un arco de clase C* (resp. D*) definido por una parametrización f : I > E, 
y sea U un abierto de E que contiene a f(1). Si D: U>F es una aplicación de 
clase C* (resp. k veces diferenciable) con valores en el e.v.n. F, es fácil ver que el 
arco /' definido por la parametrización D o f : I > Fes independiente de la f elegida. 

En efecto, si / es un cambio de parámetro admisible sobre y y si se pone 
g=f00, se ve que Ho g es una parametrización de 7. El arco PT de clase C* 
(resp. D*) así obtenido recibe el nombre de imagen de y por 4, y lo designaremos 
por D(y). 

Observemos que si V es un difeomorfismo se tiene entonces y = DP”). 


Invarianza del contacto 


Una propiedad fundamental del orden de contacto es su invarianza en los 
difeomorfismos, que vamos a establecer. Recordaremos antes la proposición si- 
guiente (véase tomo 2, p. 291): 


Si E, F son dos e.v.n. de dimensión finita y si existe un difeomorfismo de un 
abierto U de E sobre un abierto V de F, entonces E, F tienen la misma dimensión. 


Esta observación nos va a permitir reducirnos,en la práctica, al caso en que E = F. 


Teorema V.5.1 


Sean y, 6 dos arcos de clase C* [resp. D'**] (k > 1) simples y regulares, 
que tienen en My un contacto de orden > p (p < k), y sea d:U=>V 
un difeomorfismo de clase C* [resp. k=+ 1 veces diferenciable] de un 
abierto U de E, que contiene los soportes de y y 0, sobre un abierto V de E. 
Entonces los arcos D(y) y D(0) tienen en el punto N¿= D(Mj) un con- 
tacto de orden > p. - 


Demostración. Sean f y g parametrizaciones de y y ó, definidas en el entorno 
de 0, que verifican 


F0)=90)=My. 0-90 =0(0). 


Entonces, en virtud de las hipótesis hechas se tiene también 
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(BDof) (1) — (Bog) (1) = o(1”) 
(Po0f) (0) = (Bo0g)(0)= Ny] 

Corolario 

Con las notaciones V.5.1, si y y Ó tienen en M, un contacto de orden exac- 


tamente igual a p, entonces los arcos Ay) y D(0) tienen en Ny un contacto 
de orden exactamente igual a p. 


En efecto, basta aplicar V.5.1 sucesivamente a los difeomorfismos d y 9-1] 


Este corolario es útil muchas veces para determinar el orden del contacto de 
dos arcos; en efecto, la mayoría de las transformaciones usuales (biyecciones afines, 
inversión en un espacio euclídeo, paso a polares en E,, a cilíndricas y a esféricas 
en Ez, ...) son difeomorfismos, por lo menos localmente. 


$ V.6 SUBESPACIOS FUNDAMENTALES 


O En este $ y en el que sigue, vamos a considerar solamente arcos simples (pero 
no necesariamente regulares). Esta hipótesis nos va a permitir hablar, sin ambi- 
giiedad, de punto de un arco y en lugar de punto del soporte de y. 

Siendo esto así, vamos a precisar el estudio local de un arco simple asociando 
a cada uno de sus «puntos» una sucesión de subvariedades afines de E denominadas 
«espacios fundamentales». 

Establezcamos en primer lugar: 


v.6.1 Sea y un arco simple de clase k > 1, definido por una parametrización f, 
y sea My = f(to) un punto (*) de y. Entonces, para cada enterop =1,2,...,k 
el espacio vectorial engendrado por los vectores 


Fo), f"(to), .... Fo) 


es independiente de la parametrización f. 


Demostración. Sea g =fo 0 otra parametrización de y, deducida de f por el 
cambio de parámetro admisible O, y sea u, el real definido por 0(uy) = ty. Por recu- 


() Para mayor comodidad en la exposición supondremos que Mo no es un extremo de y. Pero la 
extensión al caso en que M, sea un extremo de y no presenta mayor dificultad. 
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rrencia sobre el entero qíl < q < k) se establece la existencia, para cada valor de 
q, de una relación de la forma: 


guy) =f (10) Ou) + f"(10) Az + + 
+ SU) Ay 1 + £ 10) [0 (uo) Y 


donde Aj, Az, ..., A¿-, designan polinomios (de coeficientes enteros) de los nú- 
meros 0'(Up). 9"(up), ...., O0M(49). Ello demuestra que el espacio vectorial Y engen- 
drado por los vectores g'(4p), . .., g'(up) está contenido en el espacio vectorial Y 
engendrado por f'(tp),f"(tp), ..., Sto). Intercambiando los papeles de f y g se 
establece igualmente la inclusión WM <= W, de donde Y = W.] 


Definición V.6.1 


Siendo las hipótesis las de V.6.1, el espacio vectorial 
T,(Mo) = Vect (£ (10), £"(1o), -.., FU) 


recibe el nombre de subespacio fundamental p-ésimo de y en el punto 
My =/(0)- 


La variedad afín que pasa por M, y de dirección 7,(M,), recibirá el nombre 
de variedad afín fundamental p-ésima de y en My y será designada por T,(Mop). 

Estos conceptos son en efecto independientes de la parametrización f elegida. 

Se observará que la sucesión (T,(M,)) es finita si k es finito, infinita si k = + oo, 
pero estacionaria (al ser el espacio E de dimensión finita). 


Observaciones importantes 

1. Si y es un arco de E cuyo soporte está contenido en una variedad afín L 
de E, entonces todas las variedades afines fundamentales de y son subvariedades 
de L y son las mismas que si se considerase a y como arco de L. 

2. Es evidente que los subespacios fundamentales de y en My son los mismos 
que los de cada subarco de y que contiene a M¿. En consecuencia, para determi- 
narlos se podrán efectuar cambios de parámetro admisibles que estén definidos 
solamente en el entorno de tj. De este hecho se hará uso en lo sucesivo. 


Tangente en un punto regular 


Mantengamos las notaciones de V.6.1. Para que se tenga 7,(M,) + (0) es ne- 
cesario y suficiente que se tenga f'(t.) + 0, es decir que M, sea recular. El primer 
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espacio fundamental T,(M,) es entonces una recta vectorial. La recta afín T,(Mp) 
recibe el nombre de tangente en M, a y. 

Consideremos esta tangente como soporte del arco simple de clase C” definido 
por la parametrización afín: 


t+> My + (1 to)f (lo) (ER). 


Según la definición V.4.1, se ve inmediatamente que y y %,¡(M,) tienen en Ma 
un contacto de orden > 1. Para determinar el orden exacto del contacto de y y 
ti(Mp) elijamos un sistema de referencia de E de origen My cuyo primer vector 
de base sea e, = f'(to). La primera coordenada, supongamos x,, es entonces un pa- 
rámetro admisible en ,(Mp), y la parametrización correspondiente sigue siendo 
afín; verifica pues p”(0) =0 para todo entero p > 2. 

Por otra parte, existe un subarco ó de y que pasa por M,, sobre el cual la pri- 
mera coordenada x, es también un parámetro admisible (véase V.3.4); designaremos 
por g la parametrización correspondiente de ó. 

Para que y y G,(M,) tengan en M, un contacto de orden p (p < k— 1), es 
necesario y suficiente, según V.4.5, que g verifique. 


(1) g"(0) =0,....g (0) =0 y getm0o) 40. 


Ahora bien, para r=1,2,...,k— 1, el vector g"+1(0) tiene su primera com- 
ponente nula (ya que la primera componente de g(x,) es igual a x,). Este vector 
sólo puede ser pues colineal con é, si es nulo. De ello se deduce que el sistema 
de las relaciones (1) equivale a 


0) T,(Mp) = TAM) =...=T (Mo) y Tpri(Mo) + T,(Mo) - 


En consecuencia, sí existe un entero p (1 < p < k— 1) que verifique las relacio- 
nes (2), el orden de contacto de y con su tangente en el punto My es igual a p. 
Si existe un entero p (1 < p < k) que verifique solamente las relaciones 


T,(M¿) = TM) =... = T,(Mo) 


se vería igualmente que y tiene un contacto de orden por lo menos igual a p con 
su tangente en el punto My. 

En general, se tiene TA(M,) 4 T, (Mp). y el orden de contacto de y con su tan- 
gente es igual a 1. 

Se tiene Ty(M¿) = T¡(Mp) si, y solamente si, el vector f”(1,) es colineal con f'(tp): 
En este caso, se dice que M, es un punto de inflexión de y. La inflexión se llamará 
ordinaria si el contacto de y con su tangente en M, es exactamente de orden 2. Si 
este contacto es de orden > 3, se dice a veces que y presenta un aplanamiento en M,. 
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Tangente orientada 


Si y es un arco orientado y si f, g designan dos parametrizaciones de y que 
verifican f(tp) = g(u0) = Mo, los vectores f'(tp) y (Up) tienen a la vez la misma 
dirección y el mismo sentido. ya que si g =fo 0 se deduce de f por el cambio de 
parámetro 0, se tiene g'(40) =/"(tp) 0'(Ug), con 0'(up) > 0. 

El eje, que pasa por M,, de vector director f'(t/), es pues independiente de la 
parametrización f elegida, y se le da el nombre de tangente orientada a y en M. 


Plano osculador en un punto regular 


Mantengamos las notaciones que anteceden y supongamos que My sea un 
punto ordinario que no sea de inflexión de y. Entonces la variedad afín CAM) 
es de dimensión 2, y se le da el nombre de plano osculador de y en My. De 
acuerdo con su definición, es el plano que pasa por M, de vectores directores 
F'(10) y Fo). 

En general, se tiene U¿(Mp) 4 TAM). Si se tiene T(Mo) = Gl Mp), el plano 
osculador G¿(Mp) se dice que es sobreosculador de y en Mo: Esta terminología se 
justificará por el teorema V.6.2: En efecto, si 4” es un hiperplano afín cualquiera 
que contiene a Ua(Mp), de ecuación cartesiana D = 0, se tiene siempre D[f(0)] = 
= o[(t— tp)?]; pero si el plano osculador es sobreosculador, se tiene: 


9L/(0] = [e — 101. 


Una caracterización de las variedades afines fundamentales 


Pudiendo ser considerada toda variedad afín como intersecciones de hiperplanos, 
es interesante poder caracterizar los hiperplanos que contienen a una variedad afín 
fundamental. 


Teorema V.6.2 


Sea y un arco simple de clase k > 1 que pasa por un punto M», definido 
por una parametrización f : I= E, tal que F(0) = M,. Para que un hiper- 
plano afín X, de ecuación cartesiana D = 0, contenga a la variedad afín 
fundamental G, (My) (donde p< k), es necesario y suficiente que se 
tenga: D(f(1)) = o(t”). 


Demostración. Según la fórmula de Taylor-Young, es 
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- 
SO=I0+ 90) ++ G/%0) +90, con 90 =0(0). 


Designemos por F la parte lineal de la función afín D. Para que 4 contenga 
aG ¿(M,), es necesario y suficiente que se tenga 


0) DF (0) =0, HF(0)=0, ..., RAFA) =0. 
Las relaciones (3) implican: 
9/0] = FLS() — F(0)] = F[4(0] = 011) . 


Recíprocamente, demostremos que si .% no contiene a G,(Mp), no se puede 
tener D[f(1)] = o(t”). Si M, ¿%, es evidente (ya que entonces se tiene P[f(0)] 4 0). 
De lo contrario, existe por lo menos un entero ¡ < p tal que F(F(0)) 0. Desig- 
nemos por q el entero mínimo que verifica esta condición. De la fórmula de Taylor- 
Young se deduce entonces: 


OS] = FLFW) —F0)] = 7 FLI%0)] + o(1) 


lo cual demuestra que no es D[f(£)] = o(t”) (ya que q < p y F[f"(0)] + 0). 

Se puede traducir este resultado diciendo que los hiperplanos que contienen a 
'Gr(Mp) son aquellos que tienen con y un contacto de orden > p en el punto M, 
(para justificarlo, véase p. 545). 


Estudio de la sucesión 7,(Mp) 


Por definición, se pasa de un sistema de generadores de T,(Mp) a un sistema 
de generadores de 7,+¡(M¿) por adjunción de un solo vector (véase definición V.6.1). 
Si se pone 

d,=dim(T, (Mo) (1<p<k), 


se tiene pues 
desi=d, 0 d 


+1 =1+d,, 


según que se tenga 
Ty + (Mo) = T, (Mo) o Tr+(Mo) 4 T, (Mo) - 


Por otra parte, se tiene evidentemente d, < n, con n= dim (E). 
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El conjunto 4 de los valores de d, es pues un intervalo acotado de N, de la forma 
[0, q] (0 < q <m) si Ma es estacionario, y de la forma [1, q] (1<g<nm) si My es 
ordinario. 
Para cada ¡e 4, designemos por ó(i) el mínimo entero p tal que d, = i, y pon- 
gamos 
SiMo) = Tay Mo) - 


La sucesión (finita) de los espacios fundamentales S,(i e 4) verifica 
dim [S(My)] = i. 


e El espacio S(Mp) será llamado espacio fundamental de dimensión ¡ (cuando 
exista). La variedad afín de dirección SM) que pasa por My, será designada por 
SF (My). 


Interpretación geométrica de F,(Mo) 


Lo mismo que en el $111.11, designemos por Y, el conjunto de las rectas vec- 
toriales de E provisto de la topología definida en este $ (véase p. 225). El teorema 
que sigue prueba que la variedad fundamental .7,(M,) (cuando existe) es el límite 
de una secante que pasa por Mp, incluso si M, es estacionario, 


Teorema V.6.3 


Sea y un arco simple definido por la parametrización f: I> E y que 
admite a la recta vectorial T como espacio fundamental de dimensión 1 
en el punto My=/(tp). Si para todo te (tp) se designa por D, la 
dirección de la recta afín que une f(t) con f(ty), se tiene: 

0) T= lim D,. 

En consecuencia, si y es un arco compacto o inmerso en E, su soporte 
tiene a la recta afín (MyT) = (Mp) como tangente geométrica única 
en el punto My. 


Demostración 


a) Sea p el mínimo entero tal que el espacio fundamental p-ésimo T,(M,) 
sea igual a T = S,(M,). Por definición, se tiene 


FOL)=0 si 1<k<p-1 y FU)H0. 
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Según la fórmula de Taylor-Young es 
10509) = GpELyo) +90], con lim 9()=0. 


La recta vectorial D, es engendrada por el vector 


¡LO So) 


LO + 00 
— Lo 


Yo =» 


y se tiene 
lim VO = 10). 
> lo 


Finalmente, la recta vectorial 7 = T,(M,) es engendrada por el vector FO(tp). La 
relación (1) se desprende entonces de 111.11.1. 

b) Para cada M esop (y), pongamos 1. =f UM). Si y es compacto o inmerso 
en E, la aplicación f : 1 =>.f(1) es un homeomorfismo (véase $ 3); por lo tanto, la 
aplicación M+> f,, es continua. Por composición de límites se tiene, pues, 


D, 


ta? 


T = lim 
M= My, M4 Mo 


Ahora bien, D,,, es la dirección de la recta (M/M); la recta (M,T) = Tr My) es 
pues la tangente geométrica a y en My] 


Observaciones 


1. Al ser simple el arco y, nos podemos referir siempre al caso de un arco 
inmerso en E; basta tomar un subarco compacto de y que pase por M, (véase ejem- 
plo 2, p. 312). 


2. El teorema V.6.3 es válido tanto si My es estacionario como si es regular. 
Si M, es regular, necesita el concepto de contacto de y con su tangente. Si M, 
es estacionario, ya no se aplica la teoría del contacto. En un punto tal, el arco y 
puede aproximarse a la recta (M¿T) «menos rápidamente» que en el caso en que 
M, €s regular. 

En la práctica, si el punto M, es estacionario, se dice todavía que la recta (MT) 
es «la tangente» a y en M, (o, también «la tangente de retroceso»), pero no debe 
perderse de vista que las propiedades de esta «tangente generalizada» no son las 
mismas que en el caso de un punto regular. 


3. Acción de la diferencial de un difeomorfismo. Pongámonos en el caso (que 
puede considerarse como «general» en que T,(M,) = F,(M,) y transformemos el 
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arco y por un C'-difeomorfismo D. Resulta fácilmente de las definiciones que la 
diferencial DO,,py transforma T7,(M,) en la recta T,(P(M,)) correspondiente al arco 
transformado D(y) y al punto D(M,). Dicho de otro modo, la biyección afín de 
parte lineal DO,,y, que lleva M, a D(M,), transforma la tangente en M, a y en la 
tangente en D(M,) a D(y) (téngase en cuenta que, en general, la transformada por 
Ú de esta tangente es un arco no rectilíneo). 


Interpretación geométrica de YM) 


Suponiendo al arco y inmerso en E, coloquémonos en el caso en que las varie- 
dades fundamentales F,(Mp) y FAMo) están definidas, y para cada punto M de 
sop (y) que no pertenezca a la «tangente» F,(Mo), designemos por %,, el plano 
que contiene a F,(M¿) y que pasa por M. 

Introduciendo una topología adecuada en el conjunto de los planos afines 
que contienen a %,(Mp) se puede, con la hipótesis de que M, es adherente al 
conjunto de los M 4 M, para los cuales 2, está definido, establecer la relación 

SLMo) = lim (Pu) - 
M-=Mo.M+Mo 

Se traduce esta propiedad diciendo que Y¿(Mg) es el plano osculador geométrico 
a y en M, (incluso si no se tiene (My) = UA Mp); pero no debe confundirse 
este concepto con el de plano osculador propiamente dicho, ya que no posee las 
mismas propiedades. 


$ V.7 RESULTADOS PRÁCTICOS. EJEMPLOS 


Mantengamos las notaciones del $ anterior y sea y un arco simple definido 
por una parametrización f': 1 > E, derivable hasta un orden suficientemente grande. 
Designemos por (4) (1 <¡<n) las coordenadas de f en un sistema de referencia 
afín 2 de E y por M,=f(tp) un punto de y. 

e Si se tiene f'(1p) + 0, la tangente a y en el punto M, es la recta afín G,(Mo) 
de ecuaciones paramétricas: 


x= Í£to) + Sito) (ER, ¡=1,2,....2n) 


y el orden de contacto de y con su tangente en M, +*s igual al mínimo entero p 
tal que el vector f(+M(t,) sea no colineal con f'(tp) (si es que tai entero p existe). 
Si se tiene p > 2, el punto M, es un punto de inflexión de y. 

e Si se tiene f(ts) =0, y si p es el mínimo entero que verifica f”(to) 4 0 
(suponiendo las (£”(tp)),e no todas nulas), el arco y admite como tangente gene- 
ralizada en el punto Mp a la recta F,(Mp) = U¿(M) de ecuaciones paramétricas 


x= f(to) + AM U) (ER; 


A 
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Ejemplos 


1. El arco y de R* definido por la parametrización x= 1, y =1%, z= 1% tiene 
al origen como punto de inflexión (obteniéndose este punto para 1 = 0). La tan- 
gente en este punto es la recta Ox; el contacto de y con esta recta es igual a 2. 

2. El arco y de R? definido por la parametrización x =1?, y = 1? tiene al eje 
Ox como «tangente generalizada» en el origen. Si d(M) designa la distancia a esta 
recta de un punto M = (1, 1?) de y, se tiene d(M) =| +? y OM= (1% + £6)U2, de 
donde (en el entorno de O): d(M) —(OM)?. El arco y «está menos cerca» de su 
tangente que en el caso de una tangente ordinaria. 


Supongamos ahora E de dimensión 3. Si los vectores f (tp) y f"(tp) son indepen- 
dientes, el plano osculador a y en M, admite la ecuación cartesiana 


Xy —= fillo) x2— fallo) x3— falto) 
Fito) L2(to) Fá(to) =0, 
Fito) Flo) F3(10) 


que se obtiene expresando que los tres vectores MM. F' (to), f'(to) están ligados. 
Cambiando de notación, se escribe esta ecuación en la forma: 


Xx—*Xo Y=—Yo 2-20 
0) xo yo z3 |=0 


Con estas notaciones, observemos que los vectores f'(tp) y f”(tp) son linealmente 
independientes si, y solamente si, la matriz 


es de rango 2. 
Apliquemos ahora el teorema V.6.2 poniendo x(t)= LID, O) =£A0) y 0) =£0). 
Para que el plano 4 de ecuación cartesiana 


U+ oy + w2+h=0 
sea osculador a y en Mo, es necesario y suficiente que se tenga 
0) ux(1) + vy(0) + wz(0) + h = 0[(* — to]. 
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En el caso —el más frecuente en la práctica— en que las funciones f;, fa, f¿ son 
analíticas, la relación 2 significa que 1/ es una raíz de orden > 3 de la ecuación 
en las intersecciones 

ux(o) + 0y(0) + wa) +h=0 


de 2 y y. 

Si M, es un punto de inflexión de y (es decir si se tiene £'(1,) + 0 y si el vector 
£"(tp) es colineal con f'(tp) el plano osculador propiamente dicho no está definido. 
Pero si los f"Xtp), (p € N*) no son todos colineales con f'(1,), y si p es el menor 
entero > 1 tal que f'P(1,) no es colineal con f (tp), el arco y tiene como «plano oscu- 
lador generalizado» al plano FM,) = G,¿(M,) definido por la ecuación cartesiana 


Xy — fillo) X2— fAto) xa — falto) 
Fito) L2(to) falto) =0 
NACO) LP) ECO) 


Ejemplos 


1. Sea y la hélice circular, definida en R* euclídeo por las ecuaciones para- 
métricas x = a cos f, y =4 sen t, z = bt (1 € R). El plano osculador a y en el punto 
de parámetro t está definido por la ecuación cartesiana 


x—acost y»p-asent z-— bt 
— a sent acost b =0, 
=acost  —asent 0 


o sea 
b(x sent — ycos 1) + a(z — bt)=0. 


2. Hemos visto ya que el arco de R* definido por x= 1, y = 1%, z =1*, tiene 
al origen como punto de inflexión. Tiene al plano de ecuación z = 0 como «plano 
osculador generalizado» en este punto (se tiene aquí en efecto: /'(0) = (1, 0, 0), 
$"(0) = (0, 0, 0) y f”(0) = (0, 6, 0). 


Utilización de coordenadas homogéneas 


Resulta a veces cómodo formar la ecuación del plano osculador en coordenadas 
homogéneas. Por definición, si M es un punto de R*, de coordenadas cartesianas 
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(x, y, z),se da el nombre de coordenadas homogéneas de M a toda cuaterna (X, 
Y, Z, T) de reales que verifican TH 0 y 

mL 

2=37- 


o A 
=P + > 


Supongamos al arco y definido por una parametrización de la forma: 


20 y 0 40 = 20) 


TD” 


fito (xo = 0% To 


con T(t) % O para todo t. Se puede entonces decir que y está definido, en coorde- 
nadas homogéneas, por la parametrización 


145 (X(0, YO, Z(0), TO). 


Si las funciones X, Y, Z, T, son de clase k > 2, se puede demostrar que el plano 
osculador a y en el punto de parámetro 1, (si existe) está definido por la ecuación 
homogénea 
X Y Z D' 
Xo Yo Zo To 
Xo Yo Zo To 
Xo Yo Zo To 


=0 


(donde se ha puesto X, = X(tp), X= X'(tp), etc...). 

Este método simplifica muchas veces los cálculos. 

Para ilustrar esta técnica formemos la ecuación del plano osculador en el punto 
de parámetro í del arco de R* definido por 


Se puede aquí poner: 


X(1) =co08s 1, Y(t) = sent, Z(1) =cosht, T(1) = senh!. 


La ecuación buscada es pues uX + vY + wZ + hT =0, con 
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— 2sen!, 


sent cosht senh! 

u= cos senmhí cosh! | 
— sent coshf senhí 
—cost cosht senht 


2cost, 


v= sent semhí cosh! 
cosí cosht senht 
cos £ sent senh1 


tl 


w=| — sent cost cosh1 2senh£, 


=cosí —senf senh! 


— 2cosht. 


= cost sent  cosh 1 
h= sent cos 1 senh! | 


cos! — sent cosh! 
Se obtiene, pues 
X sent — Y cost — Zsenht+ Tcosht=0, 
de donde la ecuación cartesiana: 


xsent — y cost — zsenh 1 + cosht=0. 


$ V.8 CARACTERIZACIÓN DE LOS ARCOS CONTENIDOS 
EN UNA SUBVARIEDAD AFÍN 


Sea E un espacio vectorial de dimensión n, y y un arco simple de E. Si el so- 
porte 7” de y está contenido en una subvariedad afín Y de E, es claro que todas 
las variedades afines fundamentales de y, en uno cualquiera de sus puntos, están 
contenidas en V. 

Si q designa la dimensión mayor de un subespacio fundamental de y, se deduce 
que no existe ninguna variedad afín de dimensión < q—1 que contenga a y. 

Vamos a estudiar las recíprocas de estas propiedades y para tener resultados 
satisfactorios nos convendrá imponer condiciones de regularidad bastante fuertes. 


Arcos regulares cuyos puntos son todos de inflexión 


v.8.1 Sea y un arco simple y regular de clase C*, con k > 2. Si todos los puntos 
de y son puntos de inflexión, entonces el soporte de y es un intervalo de 
recta. 
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Demostración. Sea f : I> E, t +>f(t) una parametrización de y, de componen- 


tes (f1, ..., f,) en un sistema de referencia fijo. Por hipótesis, la derivada de f no 
se anula y existe una función numérica 2 que verifica 


F0=40f0 


para todo 1 e /. Utilizando coordenadas se ve que esta función ¿ es de clase C*-2, 
por lo tanto continua. Las relaciones 


FO = AD LO ( = 1,2,..., n) 
implican (para to fijo en 1) 


(0 = fío) + WD flo), 


109) -| esp] | 104] du; 


o sea, en forma vectorial: 


con 


F0) =$) + WHOS o) - 


Se deduce de ello que el soporte 7” de y está contenido en la recta D, que pasa por 
el punto M, = (tp), y está dirigida por el vector f'(t,). Además, al ser /' conexo, 
es un intervalo de D.] 


Observación. Ha sido solamente por razón de sencillez del enunciado que 
hemos supuesto y simple. De hecho, hemos demostrado el resultado más general 
siguiente: 


V.8.1 bis Sea y un arco regular definido por una parametrización f: I> E 
de clase C? tal que, para todo tel, el vector f"(t) es colineal con f'(t). 
Entonces, el soporte de y es un intervalo de recta. 


Extensión 


Para establecer un resultado general, vamos a utilizar el lema siguiente, que 
se desprende de la teoría de las ecuaciones diferenciales lineales (véase tomo 4, 
capítulo I). 
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v.8.2 Sea E un espacio vectorial de dimensión n(), I un intervalo de R, y 
y: 1> E una función de clase D” que verifica una relación de la forma 


(WED 90 +ADPI + +24 0 (0 =0, 


donde dy, 2, ..., 2, son funciones numéricas continuas en Í, con p< hn. 
Existe entonces un subespacio vectorial V de E, de dimensión < p, tal 
que, para todo t€l, se tiene p(t) e V. 


Demostración. Elijamos un punto fy€/ y designemos por Y el espacio vec- 
torial engendrado por los p vectores p(to), p (to), ---> p"-M(tp). Vamos a demos- 
trar que, para todo 1 € 1, se tiene p(t) e Y. 

Elijamos para ello una base (e,) de E tal que V esté definido por las ecuaciones 
cartesianas 

x1=0, x3=0, ..., x,=0 


y designemos por (Pi) <i<n las componentes de y en esta base. Las funciones q, 
son soluciones de la ecuación diferencial lineal de orden p, 


(0) YO + AO JP + + ¿ty =0 
y para ¿=1,2,...,r verifican las condiciones iniciales 
pto) = pillo) == pet) =0. 


Ahora bien, la única solución de (1) que verifica estas condiciones iniciales es la 
solución nula (véase tomo 4, teorema 1.9.1). Se tiene pues q,(t) = 0 para todo 
tel y todo ¡=1,2,...,r; de donde el resultado.] 

Se deduce: 


V.8.3 Sea y un arco simple y regular de clase C* (k > 2). Se supone que, para 
todo punto M de y, los espacios fundamentales T,-(M) y T(M) están 
confundidos y son de dimensión k — 1. Entonces el soporte de y está con- 
tenido en una variedad afín de dimensión k— 1. 


Demostración. Sea f: I1=> E una parametrización de y. Por hipótesis, para 
todo tel, los vectores f'(t),f"(t), ....FM(t) son independientes, y los vectores 
FO,f'0, .... F”0 están ligados. Existen pues k— 1 funciones numéricas Ay, ..., Ag-1 
en / que verifican 


() Destaquemos que este resultado sigue siendo verdadero para un e.v.n. cualquiera de dimensión 
infinita. 
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WeD JU = AOS O ++ AOS. 


Además, expresando los números 2,(t) por medio de las componentes def en una 
base fija, se ve que las funciones 2, son continuas. Por aplicación de V.8.2 a la 
función y =f”, resulta que existe un subespacio vectorial Y de E, de dimensión 
< k— 1, tal que, para todo tel, se tiene f'(1) € V. Se deduce fácilmente que 
existe una variedad afín Y”,de dirección V, que contiene a (1). Se puede, en efecto, 
elegir una base de E tal que V esté definida por las ecuaciones 


x=0, x2=0,...,x,=0. 
Las componentes (f,) de f en esta base verifican entonces las relaciones 


Mel  fO=£0="=/(0=0, 
de donde 
$ (1) = Cte = a), ..., f(1) = Cte = az, 


y la variedad afín Y” de ecuaciones x, = a, (1 < ¿ < r) responde a las condiciones 
exigidas. 
Observemos que para todo punto M de y, se tiene 7, (M)< V, de donde 


dim(Y) =dim(V) =k=1 y T,-¡(M) =V.] 


Aplicación 


Para k = 3 se obtiene el resultado que sigue, el cual nos va a permitir más 
adelante ($ VI.8) caracterizar las curvas de torsión nula. 

Si y es un arco simple regular, de clase C* y sin punto de inflexión, cuyo plano 
osculador en cada punto es sobreosculador, entonces el soporte de y está contenido 
en un plano. 


Observación. Hay que tener en cuenta que las conclusiones de V.8.1 y V.8.3 
podrían fallar si se abandonaran ciertas hipótesis: por ejemplo, si y es un arco 
simple no regular definido por una parametrización f y si los vectores f', f” están 
ligados en todo punto, el soporte /' de y no está necesariamente contenido en una 
recta única. Hay ejemplos sencillos que demuestran que /” puede ser una /ínea 
poligonal cualquiera. 


Caso en que una de las variedades afines fundamentales pasa por un punto fijo 


El lema V.8.2 nos permite establecer también: 
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V.8.4 Sea y un arco simple y regular de clase C*, con k > 1. Se supone que 
existe un punto fijo A de E tal que, para todo punto M de y se satisfacen 
las condiciones siguientes: 

i) La variedad afín GM) es de dimensión k y pasa por Á, 

ii) La variedad afín G,-(M) no pasa por A. 

Entonces el soporte de y está contenido en una variedad afín de dimensión 
k que pasa por A. 


Demostración. Tomemos como origen a A y designemos por f: />E una 
parametrización de y. Según ¡), para todo tel, los vectores f'(£), ..., Ft) son 
independientes y los vectores f(1), £'(0), .... $(c) están ligados. Según ¡i), para todo 
tel, los vectores f(1), ..... F'0(£) son independientes. Existen por lo tanto k fun- 
ciones numéricas 2p Ay» +-., 2-1 que verifican 


k-1 
Mel 1U0= Y 400 
i=0 
y se ve fácilmente que las funciones 2, son continuas. 

La proposición V.3.2 muestra entonces que existe un espacio vectorial V, de 
dimensión < k, que contiene a f(1). V se identifica a una variedad afín, de igual 
dimensión, que pasa por 4. Por otra parte, la inclusión ((M)< Y implica 
dim (Y) =k y BM) = V.] 


Aplicaciones 


Observemos en primer lugar que para k= 1, la hipótesis A € U,_ (M) se re- 
duce a MX A. 

Tomando k = l, después k = 2, se obtienen los resultados que siguen, utiliza- 
dos en Cinemática: 


1. Un arco simple y regular cuya tangente pasa por un punto fijo A y cuyo 
soporte no contiene a A, tiene como soporte un intervalo de una recta que pasa por Á. 

2. Sea y un arco simple y regular, sin punto de inflexión, cuyo plano osculador 
pasa por un punto fijo A y cuya tangente no pasa nunca por A. Entonces el soporte 
de y está contenido en un plano que pasa por As 


Se puede demostrar que estos resultados siguen siendo válidos con hipótesis 
menos restrictivas, si los arcos considerados son de clase C? o C?, 
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$ V.9 ESTUDIO AFÍN DE LOS ARCOS PLANOS SIMPLES 


0 A partir de aquí y hasta el final del capítulo, el e.v.n. de base E se supone de 
dimensión 2. 

Nuestro objetivo consiste aquí en el estudio local práctico de un arco plano 
simple y de clase k (k > 2) en el entorno de un punto ordinario o estacionario. 
El arco y se supondrá definido por una parametrización f: 1 > E. 

(Recordemos que un punto M, = f(1p) de y se dice que es ordinario si f'(ty) 4 0, 
y que es estacionario si f'(tp) = 0 (véase def. V.3.2).) 


Estudio en el entorno de un punto ordinario M, 


Se puede suponer siempre, por traslación sobre el parámetro, que se tiene 
My =/00). 

Haremos la hipótesis siguiente: existe un entero q > 2 tal que los vectores f'(0) 
y F(W(0) son independientes (*). Designaremos por p el más pequeño de los en- 
teros q que verifican esta condición, 

El desarrollo limitado de orden p de f en el entorno de 0 es entonces de la forma: 


(1) FO =/00) + [1 + P PIO) + 70) + o(1) 


donde P(t) designa un polinomio de coeficientes reales (que es nulo si p = 2). 
En el sistema de referencia afín de origen M,, definido por los vectores F'(0) 
y (1/p9f(0), las componentes X, Y de f(t) son de la forma 


X=1+0(0) Y =P + 0(0). 


Ahora bien, la primera coordenada X es un parámetro admisible sobre y en el 
entorno de M, (véase V.3.4). De las relaciones anteriores se deduce pues (2): 


t=X+o0(X), Y =X”+ 0(X”). 


De ahí resulta que el arco y y el arco de ecuación Y = X”, tienen un contacto 
de orden > p en My. 


() Si esta hipótesis no se verifica, no se puede establecer ninguna teoría general, a no ser que el 
arco y sea analítico (es decir tal que las funciones X, Y sean analíticas, véase tomo 2, capítulo IV): en 
este caso se puede demostrar que 7 se reduce a un intervalo de recta. 

() Por un abuso de lenguaje que en la práctica resulta cómodo, designamos simplemente por Y(X) 
la expresión de la segunda coordenada en función del parámetro X (obtenida por eliminación de t entre 
las ecuaciones X = X(1) e Y = Y(0). 
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Para la discusión haremos notar que se tiene p = 2 si, y solamente si, los vec- 
tores f'(0) y f”(0) son independientes, es decir si My no es punto de inflexión de y 
(véase $ 4). Se trata por lo tanto del caso general. 


a) Caso p=2. Este caso se presenta si, y solamente si, las funciones dadas 
t>X() y t+> Y() verifican X'(0) Y"(0) — Y'(0) X"(0) 4 0. 

Se dice entonces que y presenta en My la disposición ordinaria. La parábola 
Y = X? es osculatriz a y en M (pero se tendrá en cuenta que no es la única parábola 
osculatriz a y en este punto, véase ejercicio VI.14). 

Al ser las funciones consideradas de clase k > 2, sus desarrollos limitados de 
orden 2 vienen dados por la fórmula de Taylor-Young (véase tomo 2, $ 1V.6). La 
relación 


Da 2 PA PY 
Y =X? + 0(X?) implica pues O =2, 


y puesto que la función Y”(X) es continua, se tiene Y"(X) > 0 para los X próximos 
a 0. Se ve pues que el soporte de y es, en el entorno de M), el grafo, en el sistema 
de referencia (MX Y), de una función convexa X+> Y(X) (véase la figura 1). 

b) Caso p > 3. Es el caso en que las funciones dadas t+>X(0) y t+> Y() 
verifican 


X'(0) Y”(0) — Y'(0) X"(0) =0. 


En este caso M, es un punto de inflexión de y. 

Si p es impar, la función X+> Y(X) es del signo de X en el entorno de 0. Se dice 
que el soporte de y atraviesa la tangente M¿X. 

Si p es par,la función X+> Y(X) es >0 para X próximo a 0, X 4 0. En este 
caso, la disposición es análoga a la disposición ordinaria, pero la forma del so- 
porte de y está mucho más «aplanada» sobre M¿X. Por esta razón, se dice que y 
presenta en M, un aplanamiento (véase la figura 1). 


disposición ordinaria p par > 4 (aplanamiento) 
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Estudio en el entorno de un punto estacionario M, 
Manteniendo las mismas notaciones haremos la hipótesis siguiente: 


(H) Existe por lo menos un par (m, n) de enteros >2 tales que los vectores 
JOU(O0) y FMIO) son independientes. 


Designaremos entonces por p el menor entero > 2 tal que £"X0) % 0 y por q 
el menor entero > p + 1 tal que los vectores £(”(0) y f(M(0) sean independientes. 
El desarrollo limitado de orden q de f(r) en el entorno de 0 es de la forma 


» 
FO=f0) + 1 [1 + 1P01F0) + Fo) + 0(1) 


donde P designa un polinomio de coeficientes reales (que es nulo si q =p + 1). 
Observemos en primer lugar que para 1 % 0 y suficientemente próximo a 0, el 
punto M =f(1) es ordinario, ya que se tiene 


Pp 
FU = FO) + o(0071) . 


PD" 
En el sistema de referencia afín de origen M,, definido por los vectores 1/p!f((0) 
y 1/g!f'M(0), las componentes X(t), Y(1) de f(+) son de la forma 


X() =8'' + 0(1P), Y(O) = 4 + 0(4%). 
Se tiene, pues, 
M0) E YO _ 
XO" 17” de donde xo” At) 


ya que q —p > 1. Existe por lo tanto un subarco de y que pasa por My y cuyo 
soporte tiene a la recta M¿X como tangente geométrica en My. 

Recordemos que esta recta es la «tangente generalizada» a y en My (véase $ 7). 

La posición relativa del soporte de y y del eje M¿X para 1 próximo a 0, viene 
dada por la relación Y/X — 1%”. Las diversas disposiciones posibles vienen espe- 
cificadas en el cuadro de la figura 2. 

La relación Y/X — t*” proporciona una idea de la separación entre el arco 
y su tangente. Por ejemplo, si 1 >0, se tiene Y — X“”. En general, se tiene p = 2, 
q=3, de donde Y —X3% si 1 >0 e Y--—(—XP2 para 1<0. En este caso, el 
arco se aparta más de su tangente que en un punto ordinario (véase p. 328, ejem- 
plo 2). 

En el caso de retroceso de segunda especie, es preciso establecer la posición 
relativa de las porciones que corresponden a ? >0 y 1<0 con un método adap- 


as 
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P par impar 
q 
retroceso de AY Y disposición en aplanado 
2.2 especie 
1>0y 
par 1<0 e 
> - 
Mo Xx Mo $3 
Y Y 
1>0/ 
> 7 
impar Ay 
=E + 
Mo / Y eS 
¿EN 1<0 
retroceso de primera especie disposición de inflexión 
Figura 2. 


tado al caso particular de que se trate. (Por ejemplo, se podrá estudiar la ecuación 
Y (1) = X en el entorno de £ = 0 y X=0, siendo + la incógnita y X el parámetro; 
del mismo modo se podrá estudiar X(t) = Y.) 


Conclusión práctica para el estudio local de un arco simple 


Se trata de determinar un desarrollo limitado a un orden suficiente en el en- 
torno del punto t¿ de la parametrización dada f. Á este efecto, se utilizarán todos 
los métodos corrientes de cálculo de los desarrollos limitados. 

Entre los puntos ordinarios se determinará, si es posible, los puntos de infle- 
xión, pero en la práctica el estudio de estos puntos resulta muchas veces laborioso, 
a veces hasta inextricable. 


$ V.10 RAMAS INFINITAS DE LOS ARCOS PLANOS 


Sea I un intervalo de R, tel y f: IMáto) > E una aplicación inyectiva de 
clase C”. Según que f, sea o no un extremo de /, f define uno o dos arcos planos. 
Hablaremos sin embargo de «el arco y definido por f». Por una traslación sobre 
el parámetro £ (si 4 € R) o por el cambio de parámetro 1+> 1/1 (si ty = + co) po- 
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demos referirnos siempre al caso f,= 0. Sean X(1), Y(t) las coordenadas de f(t) 

en un sistema de referencia. Se dice que y presenta una rama infinita para t=0 

si se tiene lim (| X(1)| + | Y(0) |) = + eo (esta condición no depende del sistema 
1>0 


de referencia considerado, y permanece invariante en todo cambio de parámetro 
admisible). En este caso, haremos las hipótesis siguientes: O es interior a 1 y existe 
un entero m >0 tal que la función t+>»t"” f(t) se prolonga a una función de clase 
C” en 1(). 

Designaremos por p el menor de los enteros m que verifican esta condición 
y por g la prolongación correspondiente de la función t+>+1” f(t). 

Para todo entero n >0, se tiene: 


(pen 


dr DES 


gl) = 9(0) + 1g'(0) + + 


de donde, poniendo 


Aj= ri para j>—P, 


Mo fO=0"940= Y YA + AMP PA + +4 A+ 00). 


1» 


Por la definición de p se tiene g(0) + 0, de donde A-, % 0. La dirección definida 
por el vector A-, recibe el nombre de dirección asintótica relativa al valor O del 
parámetro. 


Primer caso: Existe un entero r >0. tal que los vectores A-, y Á-, son inde- 
pendientes. 

En este caso, sea q el mayor de estos enteros r (q < p). En un sistema de 
referencia afín de origen O cualquiera, de vectores A-, y A-¿, las coordenadas 
de f(t) son, según (1), de la forma 


1 a 1 
Xx) == +01], Y(0) = ¿10 + 0(1)], 


de donde 


(1) Esta condición se cumple siempre si las funciones X, Y son cocientes de funciones analíticas 
en el entorno de 1 =0. 
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y 
Y) a 3 
l = Xx) = = 
leo X(0) A a Xx) de 0) +08 > 
e a 
O O dm Vial? AID 
1=0,1<0 — 0sipimpar —01<0 = 00 si q impar 


Se dice entonces que y se compone, en el entorno de 1=0, de dos ramas 
parabólicas de dirección asintótica Ox. 

La disposición de las ramas parabólicas que corresponden a 1>0 y 1<0 
resulta fácil de determinar salvo si p y q son pares los dos. En este caso, habrá que 
efectuar un estudio particular (estudio análogo al de los retrocesos de segunda 
especie, p. 339). 


Ejemplos 


l. El arco definido por x=1+1%, y =1+ 1% admite una rama parabólica 
de dirección Oy (cuando 1 tiende hacia + 09). 


2. El arco definido por x= —, y tiene una rama parabólica 


nr rEsent 
cuya dirección es la recta y =x (cuando £ tiende hacia 0). 


Segundo caso: Los vectores Á-p, A-p+1> -»»» A Son colineales y existe un entero 
r >0 tal que los vectores A-, y A, son independientes. 

En este caso, sea q el menor de los enteros r que verifican esta condición. 
Utilizaremos el sistema de referencia afín (único) de vectores A-,, A¿, cuyo origen 


es tal que A, =0. 
Según (1), las componentes de f(1) respecto a este sistema de referencia son de 


la forma 


1 
X= [1 +00], Y= “11 +00]: 
de donde 


lim X(=+0, lim X= 
1>0,1>0 1>0.1<0 


+ 00 si p par 
— 00 si p impar 
e Y(t) 1% 
Se dice que la recta Ox es una asíntota. La posición relativa de f(t) y Ox en el 
entorno de 1 = 0 se deduce de la relación Y —p“. Para 1 próximo a 0, el arco y 


LELONG 111-12 
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se compone de dos ramas, que corresponden respectivamente a 1 >0 y 1<0; la 
posición relativa de estas ramas se determina fácilmente, salvo en el caso de que 
P y q sean pares, caso que requiere un estudio directo. 

Las disposiciones posibles se hallan representadas en el cuadro que damos a 
continuación (fig. 3). 


par impar 
di oo ES disposición 
n0c5dO 
ze ¿10 de inflexión 


y 
_G ed 
retroceso de / 


impar 1.2 especie disposición 
ordinaria 


"8 


Figura 3. 


Tercer caso: Todos los vectores A/(jeZ, j % 0 y j >—p) son colincales con 
A-,. Puesto que el origen O se elige siempre de manera que Ay =0, la recta Ox 
de vector director A-, sigue llamándose asíntota. Pero la disposición relativa de y 
y de Ox no viene dada por (1) y precisa de un estudio directo. 

(Si las funciones X, Y son analíticas, este caso sólo puede darse cuando el 
soporte de y se reduce a una parte de Ox.) 


Conclusión práctica para el estudio de las ramas infinitas 


Se intentará efectuar un desarrollo limitado de g(+) = 1” f(t) con un orden sufi- 
ciente para poner en evidencia los vectores A-,, A-¿ O A-p, A, (si existen). Si las 
componentes X(r) e Y(1) de f(t) son conocidas (en un sistema de referencia afín) 
todo se reduce a calcular sus desarrollos asintóticos a partir de los desarrollos 
usuales y de las reglas de cálculo en los desarrollos limitados (véase tomo 2, cap. IV). 


Observación. Si no se satisfacen las hipótesis que nos han permitido estable- 
cer (1), se hará un estudio directo de la rama infinita siguiendo el proceso conocido. 


Suponiendo, para fijar ideas, que lim |X() =+ co, se estudiará el límite 
150, 1>0 
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Ñ A ss HE)" : a 

lim  Y(t); después, si ha lugar, — lim YO Finalmente, si este último límite m 
150, 1>0 1>0,1>0 X(1) 

existe y si es finito no nulo, se estudiará 


lim 6 [Y(O — mX(0] . 


1>0,1> 


Si este último límite h existe, queda por examinar el comportamiento de 
Y(1) — mX() — h cuando 1 > 0 (1 >0). Se procede del mismo modo para la rama 
correspondiente a 1< 0. 

En algunos casos particulares se podrá combinar el método general con este 
método directo, con objeto de simplificar lo más posible los cálculos. 


Ejemplos 


1. El arco definido por x = - —y= 2ont tiene la recta y =x como asín- 
sen t sent 
tota (cuando +? tiende hacia 0). 
2. El arco definido por x=cosh f, y =1cosh f admite una rama parabólica en 
la dirección Oy (cuando f tiende hacia + 09). 
3. El arco definido por 


x-oo(e++). y=ep(s-+) 


tiene la recta y = x por asíntota (cuando + tiende hacia - ce); admite también 
como asíntotas la recta x= 0 (cuando £ tiende hacia O para valores < 0) y 
la recta y = 0 (cuando + tiende hacia O para valores > 0). 


$ V.11 CURVAS PLANAS DEFINIDAS IMPLÍCITAMENTE 


Sea f: U>E una función de clase C* (k > 1) en un abierto U del plano 
afín E y sea 1, el conjunto de los puntos M e U que verifican f(M) = 0. El par 
(£, Ty) recibe el nombre de curva de ecuación f=0 o de curva definida implíci- 
tamente por f = 0. Por abuso de lenguaje se puede escribir 1, en lugar de (f, 1), 
pero debe tenerse en cuenta que el conjunto 7”, no determina la función f y que 
la estructura de la «curva» (f, 1”) puede depender de la elección de f (para un so- 
porte dado 1”). 

Vamos a estudiar aquí la estructura local de una tal curva. 
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e En todo lo que sigue, designaremos por Df;,, la diferencial de la función f en 
el punto M, y por Df,,.V la imagen de un vector Y de E por la aplicación lineal Df. 


Definición V.11.1 


De un punto M de la curva de ecuación f =0 se dice que es ordinario 
$ (o regular) si la diferencial Df,, es mo nula; se dice que es singular si 
Dfu =0. 


Interpretando geométricamente la teoría de las funciones implícitas, se obtiene: 


Teorema V.11.1 


Sea M, un punto ordinario de la curva plana I' de ecuación f = 0. Existe 
entonces un entorno V de M, tal que TN V, es el soporte de un arco yy 
(de clase C* lo mismo que f) que admite una parametrización cartesiana, 
por lo tanto regularmente inmerso en E; la tangente a este arco en My 
es la recta afín definida por la ecuación 


— 


(0) Dfu: MM =0 . 


Demostración. Designemos por F(x, y) el valor de f en el punto M de coor- 
denadas (x, y) en un sistema de referencia 2=(0; 1) de E; sean (Xg Yo) las 
coordenadas de M, en este sistema de referencia. Entonces Df,,, es la aplicación 
lineal 


+ Je UF (Xo, Yo) + WF¡(Xo, Yo) 


y puesto que se tiene Dfy, % 0, se puede, permutando si es preciso las coordena- 
das, suponer que se tiene Fj(Xp, Yo) * 0. 

Según el teorema de las funciones implícitas (véase tomo 2 p. 284) existen enton- 
ces intervalos abiertos 7, J y una aplicación y : 1 > J de clase C* que verifica p(xy) = 
= )p, tal que las relaciones: 


(ayelxJ y Fxy)=0 


son equivalentes a: xel e y = p(x). El conjunto Y formado por los puntos M 
cuyas coordenadas verifican x ele y e J responden a las condiciones pedidas, y yo 
es el arco de ecuación cartesiana y = p(x). 
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La tangente en My a yy es la recta de ecuación y— py = P'(%o) (x — Xp). 
Según el teorema de las funciones implícitas se tiene 


p'(xo) = — Filo, YOYF-(Xo» Yo) - 

La tangente queda pues definida por la ecuación 
(2) (x — xo) Filo, Yo) + (Y — Yo) Fy(Xo» Yo) = 0 
que equivale a (1).] 

Se observará que la ecuación (2) es válida incluso cuando se tiene F/(xp, Ya) = 0. 
En la práctica, será esta la ecuación que utilizaremos. 

Observación. Suponiendo que la función f es de clase C*, con k> 1, la 
aplicación M+> Df, es continua. El conjunto de los puntos M € U que verifican 


Dfar + 0 es por lo tanto abierto; según una observación ya hecha en la página 313 
resulta de ahí que (2 /' es una subvariedad de dimensión 1 de £. 


Puntos de inflexión 
Sigamos con las notaciones de la demostración anterior suponiendo k > 2, 
Para que M, sea un punto de inflexión de yo, es necesario y suficiente que se tenga 


9 (xp) =0. 
Pero, para x suficientemente próximo a xp, se tiene 


px) = — Fix, Y F¡(x. y), 
de donde, por derivación de las funciones compuestas 


ERES ERFLES + Ej) + ESP EX 
FR ; 


Se deduce: 


v.11.2 Sea F una función de clase C* (k > 2) en un abierto de R? y sea IT 
la curva definida implícitamente, en un sistema de referencia afín dado, 
por la ecuación F(x, y) = 0. Para que un punto ordinario de T' sea punto 
de inflexión, es necesario y suficiente que sus coordenadas (x, y) verifiquen 
H(x, y) =0, con: 


H = FR Fl — ELF (ES + Fi) + F2 
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La función H recibe el nombre de hessiana de F. Se escribe 


0 Flo Fl; 
H=|Fj Fi Fl, 
FLO FLO Fl 


Singularidades corrientes 


Si M, es un punto singular de la curva de ecuación f = 0, sólo se puede establecer una teo- 
ría general cuando f es analítica. Estudiaremos más adelante el caso en que f es un polinomio 
(caso en el cual se dice que la curva 7”, es algebraica). En el «caso bueno» existe un entorno Y 
de M, tal que TN Y es la reunión de los soportes de un número finito de arcos geométricos, 
llamados «ramas» de la curva 1, en Mp. 

Puesto que tendremos que considerar varios sistemas de referencia afines del plano, volveremos 
a las definiciones generales en vigor al comienzo de este $. La aplicación f; U > R se supondrá 
pues definida en un abierto U del plano afín £, y de clase C*, con k > 2. Se designa por TP, la 
curva de ecuación f = 0 y se designa por M, un punto singular de Ty, es decir un punto tal que 
“la diferencial Df sea nula y tal que f(Mp) =0. 

Designaremos por D*fu,la forma bilineal simétrica asociada a la diferencial segunda de f en 
M, (véase tomo 2, V.3 y V.8). Con las notaciones del tomo 2 la forma D*f,r, se halla definida por 


W7, 7, eE), DIV, 7) =[I"M).V,1.V, 


La forma cuadrática asociada a D*fy,será designada por qa10- 

A cada base 2 = (1, j) de E corresponde una función, única Fa : Uga >R, donde Ug es el 
abierto de R? formado por los pares (x, y) tales que M, + xi + y] = U y donde Fa(x, y) = F(M, + 
+xi+ m7) para todo (x, y) e Ug. Es evidente que Fg es de clase C*, 

Habiendo fijado una tal base 2 =(7, J) de E, pongamos 


PFa 7 
"= ag (0, 0), ms 


Fa PF 

0,0), t1= 0, 0), 
y ). yy (0, 0) 
y sea O la forma cuadrática definida en [R* por 


(VWxeR VyeR), Og(x, y) = rx? +2 5xy + 1y?. 


Según el estudio hecho en el tomo 2, $ V.8, la forma cuadrática q4, queda entonces definida por 


qukxi + y) = Qa(x.y) (XER yER). 


Por otra parte,la hipótesis Df m,= 0 se transforma en las relaciones 
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OFa A 


00 = 7 0.0 =0. 


Nos limitaremos a estudiar el punto singular M, con la hipótesis suplementaria de que /a forma 
cuadrática qu es no degenerada. (Cualquiera que sea la base 2 que se elija, esta hipótesis equivale 
a s*—rif0.) 


Primer caso: La forma cuadrática qa) es definida (positiva, o negativa). 
Cualquiera que sea la base 4 que se elija, este caso se presenta si, y solamente si, se tiene: $ —rt <0. 


En este caso, el estudio hecho en el tomo 2, $ VI.1, prueba que f admite en M, un extremo €s- 
tricto; existe entonces un entorno Y de M, tal que se tiene 


FM)ASF(Mo) para MeVx[ Mo). 


En este caso, el punto M, es pues un punto aislado del conjunto T,. Se dice entonces que M) es 
un punto singular aislado de Ty. 


Segundo caso: La forma cuadrática q,1p no es definida. Cualquiera que sea la base % elegida, 
este caso se presenta si, y solamente si, se tiene :5$* —rt> 0. 
Para estudiar este caso supondremos que fes de clase C*, con k > 3. Con esta hipótesis vamos 


a establecer el resultado que sigue: 


V.11.3 Existe una base 2 = (i,J) de E, un entorno W de My y un difeomorfismo Y de clase 
CE de W sobre un entorno V de (0, 0) tales que 


Fao Y(Mo + XI+ Y))=X?— Y? para Xi+ YjeW (XeR,YeR). 


Este resultado nos permitirá precisar la forma de 7 en el entorno de M, (véase teorema V.11.4). 
Pero además, presenta un interés propio, y se utilizará en la teoría de superficies (véase VITTL.5). 

Al objeto de establecer V.11.3, utilizaremos el lema siguiente (que será generalizado en 
el ejercicio V.10). 


Lema 


Sea a un real > 0, y 2 el abierto de R* formado por los (x, y) tales que |x| <a, 
ly| <a. Si G: Q>R es una función numérica de clase C* (conk> 2), tal que 


Gx(0, 0) = G;(0,0) =0, y G(0,0)=0, 
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existen tres funciones numéricas P, Q, R, de clase C*2 sobre £2 las cuales verifican 
(U(x. 1) € Q) G(x, y) = * P(x, y) + 2 xyQ(%, y) + y? R(x, y) 


P(0, 0) = 34 Gix(0, 0), Q(0,0) = 3G2(0,0), R(0,0) = 3 G;2(0,0). 
Demostración del lema 


a) Considerando fijo el punto (x, y) en (2, definamos una función y : [0,1] + R por 
(vie [0, 1)) p(1) = G(tx, ty) . 
Esta función y es evidentemente de clase C*, y según la regla de derivación de las funcio- 
nes compuestas, para todo t € [0, 1], se tiene 
PU) = xG Lx, 1y) + yG,(x, 1y) 
de donde 
p"(1) = 2 GAtx, y) + 2 xyG/(Ux, ty) + y? Giutx, 1y) 


Por otra parte, las condiciones impuestas a G implican (0) = 9'(0) = 0. Aplicando a y 
en [0,1] la fórmula de Taylor con resto integral de orden 1 (véase tomo 2, Prop. X.9.3) se 
obtiene 


1 
G(x, y) = p(1) — p(0) -/ (1=De Md, 
o 


de donde 
19) G(x, y) = x? P(x, y) + 2xyQ(x, y) + y? R(x, y) 
con Jj 
P(x, y) = | (1 — 1) Gítx, ty) de 
E 
(1 bis) Q(x, y) = ! (1 — 1) G;(x, ty) de 
o 


1 
R(x, y) = ! (1 — 1) Gyktx, ty) de . 
o 


b) Las relaciones (1 bis) definen tres funciones P,Q,R, que verifican (1) para todo 
(x, y) € 2. Además, como las funciones G£,, Gz, y Gj2 son de clase C*”, las funciones P, Q 
y R son también de clase C** en (Q como resulta de la aplicación de los teoremas de conti- 
nuidad y derivabilidad de integrales dependientes de parámetros (véase tomo 2, $ XL7). 

Finalmente se tiene en consecuencia 


Ñ ñ 
P(0, 0) = | (1 — 1) G¿X0, 0) de = G¿x(0, 0) f (1 — di = 3 640, 0) 
o 0 
e igualmente 
000,0) = FGz/0,0) ——R0.0) =3G50,0). 


El lema queda demostrado. ] 
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Demostración de V.11.3. 


Prosigamos ahora el estudio del punto singular M, de la curva 1” a fín de establecer V.11.3, 
Cualquiera que sea la base 4 que se elija, se tiene: 


> E, OF, OF, 
xi+ y) =* 3 2 y paa 
dui + 7) = CG 0,0) + 2x9 5 TAS 


Ahora bien, puesto que la forma gro es de signatura (1, 1), existe una base 4 = A) tal que se 
tiene: 


quad + y) =P — y? 


(véase tomo 1, teorema XII.4.3). 
Habiendo fijado una tal base 2, pongamos F = Fa; evidentemente se tiene: 


FíX0,0) = 1, Fz(0,0)=0, F;y(0,0) = — 1 
y, según se ha visto ya, 
Fx(0, 0) = F;(0,0) =0. 
Sea a un real > 0, tal que las relaciones | x| <a e | »| <a impliquen 
Mo + x8+ je U. 
Podemos aplicar el lema anterior a la restricción de F al cuadrado abierto 2 = J—a, +a[ x 


x ]I— a, + al, luego existen tres funciones numéricas A, B, C de clase C** en 2 que veri- 
fican 


e) A(0,0)=1, B(0,0)=0, C(0,0)=-—1, 
y 
(Vx, y) € 2) Fx, y) =x* A(x, y) + 2xyB(x, y) + y? C(x, y) 


Las funciones A, B, C son continuas en /2 y, en el punto (0, 0), se tiene 


A=1 y B*-AC= 


existe pues un real b> 0 (6< a) tal que, para | x| <b e | y| <b, se tiene: 


A(x,y)>0 y B?*-AC>0, de donde 


E 2 IB== 
10 F(x, y) = (+ YA + 5) - (o JE 
YA A 


Pongamos, para |x| <be | y| <b: 
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mr B AC 
P(x,y)=x YA + y, W(x, y) = y == 
YA A 
y sea D: ]—b, + b[ x ]—b, + b[>R? la aplicación de componentes (p, y). Esta aplicación 


es de clase C*-, por lo tanto diferenciable (ya que k > 3); teniendo en cuenta (2) se ve fácilmente 
que su matriz jacobiana en el origen es 


pan o) 4 a E 1] 
p(0,0)  yy0,oJ) Lo 11" 
En otros términos, la diferencial de 9 en el punto (0, 0) es la aplicación idéntica de R?en R?, Por 
otra parte, se tiene D(0, 0) = (0, 0). 

Según el teorema de inversión local (véase tomo 2, teorema VI.5.1), existe un real c > 0 y un 
entorno V de (0, 0) contenido en ]— b, b[ x ]—b, bI[ tales que D es un difeomorfismo de V sobre 


el abierto W, = ]J—c, el x I—<, cl. 
Designemos por W el entorno de M, formado por los puntos 


Mo+XiI+ Y] (X,Y)EW,. 
La aplicación Y: W> V tal que, 
YM, + XT + Y) = 07 UX, Y) 
es un difeomorfismo de clase C*-* de W sobre V. Según (3), se tiene: 
Fo WM, + XT+ Y) =X? — Y? (si Mo + Xi+ YfeW). 


El enunciado (V.11.3) queda de este modo totalmente demostrado.] 


Aplicación al estudio del punto singular M, 
Sean (x, y) las componentes de D-1((X, Y). La aplicación 
O:Mo+ Xi4 Ye Mods y] 


es, según nuestro estudio, un difeomorfismo de W sobre un entorno W* de Mp. Este difeomor- 
fismo es de clase C*-2 y transforma el conjunto 4 de los puntos 


Mo + XT + YjeW tales que X?-— Y?=0, 
. 


en el conjunto 1,0 W”. 
Consideremos a A como reunión de los soportes de los arcos yy, ya de clase C*-2 parametri- 
zados por X= 1, Y = + 1(| 1| < c). Estos arcos son evidentemente simples y regulares; se trans- 
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forman por O en dos arcos y;, ys de clase C*-* cuyos soportes tienen como reunión el conjunto 
PM W”, siendo por otra parte Mp el único punto común a estos soportes. 
Un cálculo análogo, al de J, muestra que la diferencial L;* de O en el punto M, admite por 


matriz, en la base (1, J): 
E 
2 


De ello se deduce que la imagen, por Lydel haz de rectas de ecuación X?— Y? = 0 en Ees el haz 
de rectas de ecuación 


r?+2sxy+1=0, osea qu(Mo + xi+y)=0. 


Ahora bien, el haz de ecuación X?— Y? = 0 está formado por las dos tangentes en M, a los arcos 
1 Ya. La diferencial L, transforma estas tangentes en las tangentes en Mo a los arcos Y, Ya, Y 


la ecuación del haz de estas tangentes es pues gu(Mo + xi + 0) = 0, Observemos finalmente 
que la diferencial de la función 


FoP:Mo+ M4 Y ex Y? (Xl<c | Yl<c 


se anula solamente en el punto My. Al ser Y un difeomorfismo se deduce que la diferencial de 
S:M+ x0+ y to F(x, y) =S(Mo + x+ 7) ((x, y) € V) se anula solamente en el punto Mo. 
Dicho de otro modo: M, es el único punto singular de TP, que pertenece a W”. 

Con el fin de dar un enunciado cómodo a los resultados obtenidos, diremos que el punto sin- 
gular M, de 1 es no degenerado y de ramas reales para expresar que la forma cuadrática gar €s 
no degenerada y no definida, es decir, de signatura (1, 1). Según el estudio anterior, el aspecto de 
T en el entorno de un tal punto Ms es el de un «nodo simple» con tangentes distintas. 


Mo 


Figura 4. 


Los arcos y;, ys (véase la figura 4) que corresponden a , y ya (notaciones anteriores) reciben 
el nombre de «ramas de 7, en My». 
Resumiremos este estudio en el teorema siguiente: 


Teorema V.11,4 


II Sea U un abierto de un plano afín E, f: U+>R una función de clase C*, con k> 3, 
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y Ms un punto singular no degenerado de ramas reales de la curva 1”, de ecuación f = 0. 
Existe entonces un entorno Vide M) tal que: 


a) Ma es el único punto singular de IT, que pertenece a Vago. 
Dd) LO Vas, es la reunión de los soportes de dos arcos simples y regulares, de clase 
CH, siendo My el único punto común a estos soportes. 


Además, las tangentes a estos dos arcos en M, constituyen el haz de ecuación 


— 
gm (MoM) =0, 
donde qy1, designa la forma cuadrática asociada a la diferencial segunda de F en Mp. 


Recordemos que si Y = 0) es una base del espacio vectorial E ligado a E, y si ponemos 


. 2. 2» — 3. >» 
F(x, y) = F(Mo + xi + yj), MM =xi+ yj 
e2F er a2F 
=—=3(0,0), s= ——(0,0), = —= (0, 0), 
pl ). os xo. Dis 1 y ) 
la ecuación 
—> 
Gm (MM) = 0 
equivale a 


rx?4 2sxy + 19=0, 


Observación. De un punto singular M, se dice que es degenerado (sobre 1) si la forma cua- 
drática q es degenerada, El estudio de un punto tal se propone como ejercicio V.10. (Este ejer- 
cicio hace ver que cn general, el comportamiento de 7 en el entorno de un tal punto es el de un 
«retroceso de primera especie».) 


$ V.12 EJEMPLOS DE CURVAS ALGEBRAICAS 


Se dice que la curva plana de ecuación f = 0 es algebraica y de grado d si existe un sistema de 
referencia en el cual f se expresa mediante un polinomio F de grado d de coordenadas x, y; ocurre 
entonces lo mismo con cualquier otro sistema de referencia. El número de factores irreducibles 
de F es también independiente del sistema de referencia; si F es irreducible, se dice también que 
la curva 1” es irreducible. 


Ejemplos 


1. El polinomio F(x, y) =x* + y + 12 —* es reducible; la curva de ecuación F=0 se 
descompone en la recta de ecuación x + y =0 y la elipse de ecuación 


2 


*—x+y+x-y=0 
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; 2. El polinomio F(x, y) = (4? + PY—a(— y) (a A 0) es irreducible. La curva de ecua- 
ción F =0 en un sistema de referencia ortonormal de un plano euclídeo es una lemniscata de 
Bernoulli. Admite la parametrización global 


x=acos1cos21, y =asentcos21 (0<1<2m). 


Estudio en el entorno de un punto M, 


Elijamos un sistema de referencia de origen My. La curva se define entonces mediante una 
ecuación de la forma F(x, y) = 0, donde F designa un polinomio que verifica F(0,0) =0, o sea 


Ey) = 04x, Y) + Pa (Xy) + 0 + Op(x, y) 


con d>p> 1 y p,% 0, designando por pe la parte homogénea de grado k de F(d= gr (F)). 


e El punto Mo es ordinario si p= 1, y en este caso, se ve inmediatamente que la tangente 
a F en Mo es la recta de ecuación 9y(% y) =0. 

e El punto Mo es singular si p > 2, y en este caso, se puede demostrar que el conjunto de 
las tangentes geométricas a 1' en Mo está contenido en el conjunto plano de ecuación 
Prlx, y) = 0. 

Si p =2 y si la ecuación pax, y) = 0 define dos rectas distintas, se puede aplicar el teorema 
V.11.4 (puesto que la forma cuadrática Oy es aquí igual a Po). 

El ejemplo que sigue muestra la manera de proceder para el estudio del comportamiento 
de 1” en el entorno de Mo. 


Ejemplo 


Estudiar la curva de ecuación F(x, y) =0, con F(x, y) = "Y + 4x4 ». 

Se tiene aquí p = 3 y pa(x, y) = x + y). Admitiremos que en el entorno del origen /” tiene 
dos ramas reales, tangentes respectivamente a las rectas de ecuación x =0, x + y = 0. Vamos 
a estudiar la posición de /” respecto a estas tangentes. 

x+y 


a) Para estudiar la posición de /” respecto a la recta x + y =0, tomemos v = como 


variable auxiliar, lo que equivale a hacer el cambio de variables definido por x=u, 
=—u+ uv. 
Al ser el origen un punto singular de orden 3 de T,el polinomio G,(u, v) = Flu, uv — u) es 


divisible por 1%. Pongamos 
F,(u, v) = L 6, Y) =1—uv— 1 +0v 
u 


y sea IT, la curva de ecuación F,(u, 4) = 0 en el plano de variables u, v. Esta curva /, pasa por 
el origen; el método consiste en estudiar la curva /”, en el entorno del origen y en deducir los signos 
comparados de u, 1, de donde se deducen los dexey+x. 

La tangente a 1”, en el origen es la recta u —v = 0. Se tiene pues el cuadro siguiente que pro- 
porciona los signos de V y u» para un U dado, en el entorno de u = 0: 
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De ello se deduce que el arco correspondiente de T' queda por encima de la tangente x + y =0 
en el entorno de O. 

b) Estudiemos del mismo modo el arco de tangente en O a Oy. La introducción de la variable 
auxiliar v = x/y lleva al cambio de variable y =u, x = uv. Como antes, el polinomio G,(u, 0) = 
= F(w, u) es divisible por 1%. Poniendo 


F,(u, v) = 5 Gua, v)=140—-u+0U(0+1), 


la curva 7”, de ecuación F,(u, 0) = 0, pasa por el origen. Al ser la recta u = 0 tangente a f”, en 
el origen, no se puede llegar de inmediato a ninguna conclusión. 
El método consiste entonces en reiterar el procedimiento. Siendo el origen un punto simple 
de 1”, se hace el nuevo cambio de variables v — «, u = af y el polinomio 
Gua, P) = Fi(a, af) 
es divisible por «. Se pone 


Fa, P) = 


Loa) =P Pas). 


En el plano de las variables a, f, la curva 7”, de ecuación Fa(x, (2) = 0, pasa por el origen; la 
tangente a F, en este punto es la recta de ecuación a — f = 0. De ello se deduce el cuadro siguiente, 
que proporciona los signos comparados de $, u=y =xfP, x =w0, para 0=xu dado, en el en- 
torno de a =0 (véase la figura 5). 


Este estudio muestra que la rama de /' tangente a Oy presenta en el origen un punto de re- 
troceso de primera especie. 
Finalmente, el aspecto en el origen viene dado por la figura 5 que sigue. 


E a-B=0 


Y 
“Y 


Figura 5. 


e Volvamos al caso general y sea y —mx =0 [resp. x —my= 0] la ecuación de una de 
las rectas del haz de tangentes en el origen (definido por p,(x, y) = 0). Se puede aplicar el método 
expuesto anteriormente haciendo el cambio de variables 
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— mx = uo [resp. y = 4,x — my = 0] 


y se estudia, en el entorno del origen, la curva de ecuación 


F,(u, v) = u"” Flu, uv + mu) =0 [resp. F,(u, v) = u? Kv + mu, u) = 0]. 

Si el origen es un punto ordinario de 7, o un punto múltiple con tangentes distintas y si nin- 
guna de las rectas u = 0, V = 0 es tangente a T, en el origen, se tienen inmediatamente los signos 
comparados de u, v y de ellos los de x, y en el entorno de u =0. De ahí se deduce la disposición 
en el entorno del origen de cada una de las ramas de 7” tangentes en el origen a la recta y = mx. 

En caso contrario, se reitera la operación (tal como hemos hecho en el ejemplo anterior): 
Se demuestra (y nosotros lo admitimos aquí) que después de un número finito de operaciones 
tales se obtiene una curva 7 que tiene al origen como punto ordinario o como punto múltiple, 
con tangentes distintas, y que no tiene a ninguno de los ejes de coordenadas como tangente en 
este punto, lo cual permite resolver el problema. 

Se puede observar que este procedimiento consiste en sustituir cada vez el estudio de la curva 

T por una curva 7%, para la cual las singularidades son «más sencillas». Es un caso particular 
del método denominado del «estallido de las singularidades». 

Un método análogo permitiría estudiar las ramas infinitas de T. Señalemos simplemente que 
si I' es una curva de grado d definida por la ecuación 


PAR y) Ro + px y) =0 


las direcciones asintóticas de 1” están contenidas en el conjunto de las rectas vectoriales definidas 
por la ecuación py(x, y) 0 


Trazado global. Método de las regiones 


Consideremos de nuevo la curva de ecuación 


0) y + xx +y)=0 
de la cual ya hemos estudiado el punto singular en el origen. Va a resultar ventajoso efectuar una 
división del plano en regiones, es decir, una determinación de los dominios que no contienen nin- 
gún punto de la curva. Esto nos evitará, a veces, el estudio de la posición de la curva respecto a 
una asíntota o a una tangente en un punto singular. 

Aquí, la ecuación (1) implica 


(y) (=+y)<0, 


lo cual permite fijar la posición de la curva respecto a la recta x + y = 0 (que es una de las tan- 
gentes en el origen) y a la curva de ecuación 4—=yA=0.Six+y>0, se tiene > 4; si 
x + y <0, se tiene x5 < y!, Se puede pues afirmar que la curva no tiene ningún punto en las 
regiones rayadas del plano (véase la figura 6). 

La multiplicidad de la única dirección asintótica x = 0 es igual a 1; ordenando respecto a y 
la ecuación de la curva, se ve que no hay asíntota. Poniendo x = 1/u, y = 1/0 y estudiando la 
curva en (u, 1) en el entorno de 0, se concluye la existencia de una rama parabólica compuesta, 
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IN 


Figura 6. 


en el entorno del infinito, por dos arcos, de los cuales uno está en la región (x > 0, y > 0) y el 
otro en la región (x > 0, y < 0). 

La existencia de un «bucle» se asegura a través de las propiedades de las curvas algebraicas 
reales indescomponibles (las componentes conexas no reducidas a un punto no tienen ni punto 
de detención ni punto anguloso). La técnica de los desarrollos limitados de funciones implícitas 
permitiría ver que x*— y! =0 es una curva asíntota de xó— y! + xx + y) =0, 


Capítulo VI 
Propiedades métricas de los arcos 


En todo este capítulo designaremos por $, un espacio afín euclídeo de dimen- 
sión n, por E, el espacio vectorial asociado, y estudiaremos las propiedades de los 
arcos geométricos de 6, dependientes de la estructura euclídea que se introduzca, 

Lo mismo que en el capítulo V, el espacio 6, se identificará con E, mediante 
la elección de un origen; pero este origen ya no se considerará fijo en todos los 
casos. 

El producto escalar en E, se designará siempre por x.y y la norma asociada 
por [|x| 

En los ejemplos, el espacio R” se supondrá siempre provisto de la estructura 
(vectorial o afín) euclídea canónica. 


$ VL1 CONCEPTO GENERAL DE ARCO RECTIFICABLE. 
LONGITUD 


Antes de dedicarnos al estudio del caso euclídeo, vamos a definir la longitud 
de un arco y en un e.v.n. cualquiera E. Para ello, utilizaremos una aproximación 
del arco y por medio de líneas poligonales inscritas. 

Sea pues E un e.v.n. cuya norma se designará por x+>|| x|| y sea y un arco 
compacto de E definido por una parametrización continua: f: [a,b] > E. 

A toda subdivisión o = (fp, t,, ..., tp) de [a,b] (t, = a, t, = b), asociemos la 
línea poligonal (My, M,, ..., Mp) de la cual se dice que está inscrita en y y tiene 
vértices M; = f(t;). La longitud de esta línea es el número 
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pi pi 
Loy = E VMMi l= Y UD Fl. 
i=0 i=0 
Designemos por Y el conjunto de las subdivisiones de [a,b] y por 


L,= sup (L, ) (0<L,< +00) 
eS 


el extremo superior de los números Lo,; en R, que es un real positivo si los núme- 
ros L£s,, tienen una cota superior y + co en caso contrario, 


Si g : [x,P] > E es otra parametrización de ), existe una biyección continua 
0 : [a,b] > [u, PB] tal que g=fo00; esta biyección es estrictamente monótona. 
Si 6) es creciente, la imagen de una subdivisión de [a, b] es una subdivisión de [a, 8], 
y recíprocamente; si O es decreciente, establece todavía una correspondencia biyec- 
tiva entre las subdivisiones de [a, b] y las de [=, Pf], pero invirtiendo el orden de 
estas subdivisiones. 

En los dos casos, las parametrizaciones f y g definen el mismo conjunto de 
líneas poligonales inscritas en y y se tiene por lo tanto L, = L,. En otros términos, 
L = L; es un elemento de R independiente de la f que se elija, y diremos que L es 
el extremo superior de las longitudes de las líneas poligonales inscritas en y. 


Definición V1.1.1 


Un arco y de un e.v.n. E se dice que es rectificable si el extremo superior 
de las longitudes de las líneas poligonales inscritas en y es finito. Cuando 
esto ocurre, tal extremo superior L es un real positivo, del que se dice que 
es la longitud de y. 


En lo que sigue, la longitud de un arco rectificable y se designará por L(y). 
Se observará que solamente se tiene L(y) = 0 cuando y se reduce a un punto 
(es decir, cuando sus parametrizaciones son constantes). 


Observaciones 


1. Si se sustituye la norma de £ por una norma equivalente, el conjunto de 
los arcos rectificables sigue siendo el mismo, pero la longitud de un arco rectifi- 
cable depende de la norma que se elija. 


2. Por definición, las parametrizaciones de un arco geométrico se supone que 
son continuas. Pero no hace falta suponer que f sea continua para definir 
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L,=supL,¿. 
Mi EA 0,f 


Una aplicación f : [a, b]> E tal que £L, sea finito, se dice que es de variación total 
acotada; el número L, se dirá que es su variación total sobre [a, bh] (véase tomo 2, 
ejercicio 11.29 para el caso de las funciones numéricas). 

Vamos a estudiar ahora el caso de los arcos de clase C*, con k > 1; el resultado 
fundamental que sigue permitirá hacer los efectivos los cálculos. 


Teorema VI.1.1 


En un e.v.n. completo E, todo arco compacto y de clase C* con k > 1 
es rectificable; si f : [a, b] > E designa una parametrización de y la lon- 
gitud de y es: 


b 
Lo =| 101. 


(Se observará que la integral que figura en el segundo miembro de (1) está defi- 
nida, ya que la continuidad de la función f' implica la de la función t+> [|£'(£)])). 


Demostración 


a) Demostremos en primer lugar que y es rectificable. 
Supuesto el espacio E completo, la función f ' es integrable en [a, b]; para todos 
los u, v € [a, b], se tiene: 


Fw) — fu) -| Fade, 
de donde: ñ 
0 110 =fw |< f 170 | ar. 


Si 0 = (tg, ty, -.., 1p) es una subdivisión de [a, b], se tiene, pues, 


pit 1 h 
Loy = Le AAC Y |£ | ar =/ If | az. 


i= 
e 
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El conjunto de los números L£,,, está pues acotado superiormente por el número 
b 
L=| 10] ar, 
a 


lo cual demuestra que es rectificable y que su longitud verifica L(y) < L. 
b) Para cada subdivisión o = (fp, f;, ..., fp) de [a, b], pongamos: 


b pr f pira 
4 | rotas, =E([ 014-116.) 101). 


Según a) se tiene 4, > 0; para acabar de establecer la igualdad L, = L, basta 
demostrar que, para todo s > 0, existe una subdivisión que verifica 4, < e. 

Al ser fijo el número e >0, la continuidad uniforme de f' en el compacto 
[a, b] implica la existencia de un número A > 0 tal que, para todos los u, v € [a, b] 
que verifican | v— u| < h, se tiene 


»" ., £ 
(6) Iro0-f01<3=3 
de donde 
y) » E 
IL I= 1'G9 11 | TENE 


Sea entonces 0 = (tp, ty, ..., 1) una subdivisión de [a, b] de paso < h (es decir 
que verifica | £,+, —1,| < k para todo ¿¡=0,1,...,p—1). Para cada 


O A A 


se tiene en primer lugar 
6) l [40 | de (1 — 0 14 |< 5 = 1). 


Por otra parte, sea q la función vectorial definida en [1;, £,+,] por 
pl) =f(0) — 11) : 
la función y es derivable y verifica 


PO = M0 —F (1), 
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de donde, utilizando (2), 
Loto |< 7 


Por aplicación de la desigualdad del teorema del incremento finito, se tiene pues: 


loli.) = ote) [| < v=s isa — 10 


O sea 


[Sd 40 — a 080 |< ga ds 
de donde se deduce, para ¿=0,1,...,n—l: 
(4) HILL O Ni 09 NL CO 1 | “5 ti —10- 


Por comparación de (3) y (4) se obtiene 
ua 
170 | ar [400 20 1| E Ma — 105 
, y IUiri) = JU NTE Ds 
de donde, al sumar, queda 4, < e.] 


Observación. Hemos demostrado que para todo « > 0 existe un número 4 > 0 tal que toda 
subdivisión O de paso < h verifica Ay < e. De esto se deduce que si (s,)es una sucesión de sub- 
divisiones de [a, b], cuyos pasos tienden hacia-0, la longitud de las líneas poligonales corres- 
pondientes tienden hacia la longitud de y. De hecho este resultado se cumple para un arco 
rectificable cualquiera (véase [7], teorema 24.6). 

Se observará también que, de acuerdo con su definición, la longitud de un arco es siempre 
por lo menos igual a la de la cuerda que une sus extremos (véase desigualdad (1)). 


Equivalencia de la longitud de un arco pequeño con la longitud de la cuerda 


Vamos a ver que en el caso de un arco y regular, la longitud de un «pequeño» 
subarco de y, de extremos P, OQ, es equivalente a la longitud de la «cuerda» [PQ]. 
De un modo más preciso se tiene: 
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Teorema VI.1.2 
En el e.v.n. completo E, sea y un arco regular de clase C*, definido por 
una parametrización f : I=> E, y sea tyel. 

Entonces, para todo e >0, existe un real h >0 tal que las relaciones 

u<v, |u—tp| <h y | v—1tp,| <h implican fu) 4 f(0) y 
firota 
e as] 
[0 6 || 


<e. 


Demostración. Por hipótesis (al suponerse y regular) se tiene f'(tp) % 0. Sea 
entonces a un real que verifica 0 < « < 4 | f'(tp) |. La continuidad de f' implica 
la existencia de un real A > 0, tal que para |t—t,| <h se tiene 


(5) ISO fu) | <«. 


Aplicando la desigualdad del teorema del incremento finito a la función 
9:14 JN — fo), 


se ve que las relaciones |u—1,| <h y |v—+tp| < h (u, v El) implican 


(6) (40 -f0 | - (00 |£) | <alo=ul, 
de donde 
(1) |1/0=£( || >| 0-1 (140) I=9) > 41 041 [|£'0) ||. 


Por otra parte, la relación (5) implica 


HILO 1-14) 1| <a, 
de donde 


j 1010017401] <aju—ul. 
Por comparación con (6), se deduce: 


<2a|o-ul, 


j 1704-10-16 1 


Propiedades métricas de los arcos 363 


y finalmente, utilizando (7) 


ll [4 | da |£09-46w || <+2 180) | |o-10 |. 


Tomando 
2 = inf 6 ISC), F1L00) 1) 


se obtiene la relación buscada.] 


$ VL2 CASO EUCLÍDEO 


En el espacio afín euclídeo $, sea y un arco compacto definido por una para- 
metrización f': [a, b] > 6, de clase C?. Designemos por (f;, . . ., f,,) las coordenadas 
de f en un sistema de referencia ortonormal cualquiera. La relación (1) del $anterior 
se escribe entonces 


b 
(1) L() = j LIAPO ++ +4 2A0J'P de 


o sea, simbólicamente 


L( = | Y dxi + dx3 + ++ + dx? 
» 


Se dice también que la métrica de 6, (en el sentido de la Geometría riemaniana) 
está definida, en coordenadas cartesianas ortonormales, por 


Ejemplos 


1. Sea y la elipse definida en un sistema de referencia ortonormal de $, por 
la parametrización x=acost, y =bsent, (0<t<2x); su longitud es 
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2e 
Ly) -| a? sen?1 + b? cos? 1 de. 


o 
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(Observemos que, para | a| + | b], el cálculo efectivo de L(y) exigiría el empleo 
de funciones elípticas.) 
2. Sea calcular la longitud L(T) del arco de cisoide definido, en un sistema 


de referencia ortonormal de 62, por 


ar? ad 
= —= = <1<T). 
142 0851) 
La relación (1) proporciona aquí 
r 
L(T) -| (0? + y (032 de, 


o 


o sea, una vez hechos los cálculos, 


dd E 
L(T) = 
m ln 


Poniendo u = 1?, se obtiene 


Para calcular esta última integral se pone v=|/u+ 4, de donde una vez 
hechos los cálculos 
a A 2 
L(T) = 44-241? +44 [Log (7 + 4/3) + Log (T? + 1) — 
— Log(T2+2,//3/T?+4+ m) 


Cálculo en coordenadas polares o cilíndricas 
a) Sea R=(0; Z 1) un sistema de referencia ortonormal del plano €,. A cada 
par (1+>r(0), t4>0(0)) de funciones numéricas de clase C!en un intervalo [a, b] 
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de R, haremos corresponder el arco y de 6,, de clase C*, definido, en el sistema 
de referencia 2, por las ecuaciones paramétricas 


x = r(t) cos At), y = r(t) senó(t) 


y diremos simplemente que y es el arco de 6, definido, en coordenadas polares, 
por las ecuaciones paramétricas 


r=r(t), 0=0). 


El punto M = f(t), de parámetro 1, está aquí definido por 


OM = r(1) [00] e con 0) = cos 0 + jsenó El 


de donde 
S0= Ez = (0) [00] + r(0) 00 5 [90] 
con 3(0) =— isen0 +7c0s 0. 


Estas relaciones implican 


[FO P=FO0Y +r0(60?, 
y la longitud de y viene dada por 


b 
(2) L(y) = f Er? +09 0%0]P de, 


a 


o sea, simbólicamente: 


L() = ad Fran |. 


Y 


Se dice también que la métrica de 6, (en el sentido riemaniano) está definida, en 


coordenadas polares, por 
ds? = dr? + rd6? |. 
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Ejemplo 


En 6,, consideremos la lemniscata de Bernoulli definida, en coordenadas polares, 
por r=acos20 (0 < 6 < 22). Su longitud es 


2n 2e 
B -/ (12(0) + r?(0)'2 do = af (1 +3 sen? 20)? d0. 


o 


El cálculo efectivo de esta integral exigiría el empleo de funciones elípticas. 


b) Del mismo modo, sea 2 =(0O; hi 7. K) un sistema de referencia ortonormal 
de 6,, sean r, 0, z tres funciones numéricas de clase C! en un intervalo [a, b] 
de R y, para todo 1 e [a, b], sea M = f(t) el punto de coordenadas cilíndricas 


(0, 00, 40) 


en el sistema de referencia 2. El arco y de clase C! definido por la parametrización 
f: I> 6, se dirá definido, en coordenadas cilíndricas, por las ecuaciones paramé- 
tricas 


r=5(0), 0=00. z=xz(t). 
Mediante un cálculo análogo al anterior, se ve que la longitud de y es 


b 
(2) L(y) -/ 0 +10 0%0 +2240]P de, 


a 


o sea, simbólicamente 


110) =| y dr? + 1? d0? + dz? 
y 


Cálculo en coordenadas esféricas 


Finalmente, sean r, 6, p tres funciones numéricas de clase C* en [a,b] y, 
para todo 1 e [a, b], sea M = f(t) el punto de coordenadas esféricas 


M0, 40, e) 
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en el sistema de referencia 2 =(0; E yA % (véase SIL5). El arco y de clase C* defi- 
nido por la parametrización f se dice definido, en coordenadas esféricas, por las 
ecuaciones paramétricas r =r(t), 0 =0(t), p = p(1). Vamos a ver quela longitud 
de y viene dada por 


» 
€) L(y) -| 20 + 109 0%0 + 190 90) sen? 00] de, 


a 


o sea, simbólicamente 


L(y) = f Jar? + 12 d0? + r? sen? 0 dy? 


Demostración. Consideremos la aplicación R*> RP, (r, 0, p)+> (x, y, z) defi- 
nida por 
x=rsen0cosp, y=rsen0senp, z=rcos0; 


basta calcular las diferenciales dx, dy, dz y comprobar que la forma cuadrática 
dx? + dy? + dz? viene dada por 


dx? + dy? + de? = dr? + r?d0? + 1? sen?0 dy? 


(en el lenguaje de la Geometría riemaniana, se traduce este hecho diciendo que la 
forma 


ds? = dr? + r? d0? + r? sen? 0 dp? 


es la métrica de 6 en coordenadas esféricas). 

Para abreviar el cálculo, evitando el empleo de formas cuadráticas, designemos 
por 2 la aplicación de R? en £, que a la terna (r, 0, p) asocia el punto M= X 
(r, 0, p) de coordenadas esféricas r, 0, q. El arco y considerado viene entonces 
definido por la parametrización f :1+> Z'[r(t), 0(£), p(1)]. Se tiene pues 


FO=r02,/+002%+0(0%,, 
estando tomadas las derivadas parciales de Z en el punto (r'(£), 0'(1), y'(0). 
E, 


Resulta fácil ver que existe un sistema de referencia ortonormal T, TK (que 
depende del punto M = X(r, 6, p)) tal que se tiene 
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dE (r, 0, p) = Tdr + Tr d0 + Kr sen0 de 


Figura 1. 


E — > 
(véase la figura 1); si M no pertenece a Oz, / es colineal con OM, J es tangente 
en M al meridiano de M, y Kes tangente en M al paralelo de M). Se tiene pues 


FO=r0T+r00T + rsen0p (1) K 
de donde 
I£0 P=r20 +12 0%0 + r?senr0p 0) 


y finalmente la fórmula (3). 


$ VL3 PARÁMETROS NORMALES. CURVATURA. CONTACTO 


A partir de ahora, consideremos únicamente arcos del espacio afín euclídeo 6, 
(n > 2). Recordemos que la aplicación E, M(0) >R, x+>| x|| es de clase C*; 
es, en efecto, la compuesta de tres aplicaciones de clase C”: la aplicación lineal 
En > En X En, x-+> (x, x), la aplicación bilineal 


EXE, —>R, (y) x.y 


y la aplicación t+>//1 de Ri en R. 
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Definición V1.3.1 


Sea y un arco de clase C*. Se da el nombre de parametrización normal 
de y a toda parametrización f : 1 >6,, tal que, para todo t€l, se tiene 


IFO[=1 


Es claro que la existencia de tal parametrización implica que y es regular. 
Inversamente, vamos a ver que todo arco regular admite parametrizaciones normales. 


Teorema V1.3.1 


Sea f : I> €, una parametrización admisible cualquiera de un arco regular 
y de clase CF (1<k<-+ 0) y sea ty un punto cualquiera de 1. Para 
todo tE l, pongamos 


(1) s(1) -| fo | du. 


a) Entonces la función (1) define un cambio de parámetro admisible 
para y, o sea haciéndolo explícito: (1) determina una biyección de clase 
C* de 1 en un intervalo J, cuya inversa y:J=>1 es también de 
clase C*. 


b) Para cada constante sy € R, las parametrizaciones 
(1) se fopls=s0) y (ii) s+— fopíso — s) 
son parametrizaciones normales de y. 


€) Toda parametrización normal de y es de la forma (i) o (ii) según que 
defina o no la misma orientación de y que f. 


Demostración. El aserto a) resulta del hecho de que, por hipótesis, la función f” 
no se anula en 7 y de que, en consecuencia, la función 


te 1 | 
es de clase C*. 


Para establecer b) pongamos g = fo q(s — sy). Se tiene: 
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á f'op(s — So) 
Us) = [fo p(s — s Us = 5) = 
gs) =[F ops 5) 19 )= Tops sl 
de donde || g'(s)|, = 1. Por lo tanto, g es una parametrización normal de y. Del 


mismo modo se establecería que las parametrizaciones de la forma ii) son normales. 

Inversamente, sea h una parametrización normal cualquiera de y. Existe en- 
tonces un cambio de parámetro admisible O tal que h = g o 0, de donde, para todo 
valor del parámetro u, 


h'(u) = g [0] 0(u) 


y, puesto que es | 4(u) | =| g'[0G)] = 1, se tiene | 0'(u) | = 1. 
Al ser continua la función 0” se tiene necesariamente 0'(u) = 1 para todo u, 
o 0'(u) =—1 para todo u. 


Si h define la misma orientación de y que f, se tiene 0'(u) = 1, de donde 0(u)=u—sq, 
con sy = Cte, y h(s) = g(s — sy), y por lo tanto h es de la forma (1). 

Si h define la orientación opuesta, se tiene 0'(u) =— 1, de donde O(u) = sy —u 
con sy = Cte, y h(s) = g(sp —s), y por lo tanto, h es de la forma ii).] 


Observación: Supongamos que el arco y sea simple y sea S su soporte. Del teorema 
VI3.1 resulta de inmediato que existen exactamente dos aplicaciones continuas 
D:S > E, tales que, para todo M€S, el vector Ú(M) sea unitario y tangente a y 


en M. 
Si g designa una parametrización normal cualquiera de y, estas dos aplicaciones 


son g'og"! y —g'og”1, Corresponden a la idea intuitiva de «vector unitario tan- 
gente a S variando continuamente». 


Terminología 


Si el arco y es simple, y orientado en el sentido de las £ crecientes, el número s(t) 
definido por (1) recibe el nombre de abscisa curvilínea del punto M = f(t), contada 
a partir del punto M, = f(t¿) tomado como origen. 

Por extensión, si g es una parametrización normal de un arco regular orientado, 
el punto M = g(s) se dice que es el punto de abscisa curvilínea s (para la parame- 


trización considerada). 
Corolario 


Todo arco regular y orientado de clase C* (k > 1) admite una infinidad 
de parametrizaciones normales; si g designa una de ellas, las otras son 
todas las aplicaciones de la forma 


s+> gls — So) (sp = Cte). 
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En consecuencia, sea y un arco regular y orientado de clase C* (k > 1), definido 
por una parametrización normal g, y sea M = g(s) un punto simple de y, entonces, 
para r=1,2,..., k, el vector gs) depende solamente del punto M elegido y no 
de la parametrización g. 

En efecto, si h : s+>g(s — sp) es otra parametrización normal de ) se tiene: 


M = hs + So) y HAS + 50) = gs). 


Se observará que si r es par, el vector g'(s) tampoco depende de la orientación 
de y. Si r es impar, un cambio de orientación de y hace cambiar este vector por su 
opuesto. 

Estas observaciones nos van a permitir asociar a cada arco regular de $, inva- 
riantes métricos definidos con ayuda de parametrizaciones normales. 


Observemos que se obtendrían resultados análogos para los arcos de clase D*, 
suponiendo k > 2. 


e Convenio importante 


Es evidente que todo teorema válido para arcos de clase C* sigue siendo válido 
para arcos de clase C” (p > k) o D” (p > k + 1); del mismo modo, todo teorema 
válido para arcos de clase D* sigue siendo válido para arcos de clase D” (p > k) 
o C” (p > k). 

Por ello, con el fin de aligerar la exposición, enunciaremos a partir de aquí los 
teoremas y resultados esenciales solamente con las hipótesis mínimas, dejando para 
el lector la tarea de deducir los resultados más generales. 

Por ejemplo, en lugar de decir que «todo arco de clase C* (k > 1) o D* (k > 2) 
es rectificable», nos contentaremos con el enunciado: «todo arco de clase C* es 
rectificable». 


Caso de parametrizaciones periódicas 


En el teorema VI.3.1, supongamos que f sea una parametrización periódica, 
de período T > 0, cuya restricción a todo intervalo [ty, tp + T] sea inyectiva. Es- 
tableceremos el convenio de decir que tal parametrización define un arco cerrado 
simple. 

Entonces la función s definida por (1) es periódica, de período 


tos T 
L= J |£'o | du; 


o 


el número L así obtenido es la longitud del arco simple y. Por lo tanto todas las 
parametrizaciones normales de y son periódicas, de período L; si g designa una 
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de ellas, el vector gs) (1 < r < k) sigue dependiendo solamente del punto M=g(s) 
y de la orientación de y. 

Podemos pues extender a este caso las definiciones relativas a los arcos simples 
propiamente dichos. 


Tangente. Normal principal. Curvatura 


Sea y un arco regular orientado de clase D? definido por una parametrización 
normal g : 1 > 6,, s+> gls). 

La función vectorial 7: 1 > 6, s+> g(s) recibirá el nombre de función vector 
unitario tangente a y. Al igual que g, queda definida salvo una traslación del 
parámetro. 

Si M = g(s) es un punto simple de y, el vector Y(s) asociado depende solamente 
del punto M y no de la parametrización normal elegida g de y. Este es el vector 
unitario tangente a y en M. 

Si se cambia la orientación de y por su opuesta, este vector queda cambiado 
por su opuesto. 

El hiperplano que pasa por M y es ortogonal al vector 7(s) se dice que es normal 
a y en M; las rectas que pasan por M y son ortogonales a T(s) se dice que son nor- 
males a y en M. 

La función numérica p definida en 7 por pís)= || g”(s) || recibe el nombre de 
función curvatura de y. Si M = g(s) es un punto simple de y, el número p(s) aso- 
ciado no depende de la parametrización normal elegida; se dice que es la curva- 
tura de y en el punto M. 

Se observará que /a curvatura en el punto M es nula si, y solamente si, M es un 
punto de inflexión de y. 

Si el arco y no tiene punto de inflexión, la función vectorial 


gs) 
pls) 


+ 


está definida en sobre todo /. 

Esta función verifica | W(s) || = l; de la relación || g'(s) |? = 1 resulta por deri- 
vación g'(s).g"(s) =0, o sea r(s).%s) = 0 para todo sE /. La función vectorial y 
recibe el nombre de función normal principal a y. 

Se observará que esta función no depende de la orientación de y. 

Si M = g(s) es un punto simple de y,el vector W(s) asociado no depende ni de 
la orientación de y ni de la parametrización normal elegida g; la recta que pasa 
por M y de vector director í(s) recibe el nombre de normal principal a y en M, y 
ésta es la única normal a y contenida en el plano osculador a y en M. 


Propiedades métricas de los arcos 373 


Siguiendo con la hipótesis de que M no es punto de inflexión, el número 
R(s) = me recibe el nombre de radio de curvatura de y en M; el punto / definido 
S, 


por MÍ= Rís) e) recibe el nombre de centro de curvatura de y en M. 

Se observará que el punto 7 es independiente de la orientación elegida en y 
(ya que W(s) y p(s) lo son). Daremos más adelante una caracterización geométrica 
de este punto. 


Caso de una parametrización cualquiera 
Sea f : 1> 6, una parametrización de clase D* que define un arco orientado », 
regular y sin punto de inflexión; se reduce al caso de una parametrización normal g 


haciendo un cambio de parámetro t+>s(t) tal que ds/d: = |f'(0) |. Mediante un 
cálculo fácil, se tiene entonces (puesto que f(+) = g(s(1) 


% spon ÁS > A ES . ds y? 
SO0=90G> ro F+ro (5). 


de donde, con las mismas notaciones de antes 


A dis» ds Y? >, 
(C) ro=310 +0 5) 10) 


% , mM 4 
Esta relación muestra que el vector «aceleración» f”(t) = está contenido 


di? 
en el plano osculador de y en el punto M = f(1) = g(s); de un modo más preciso, 
este vector está contenido en el semiplano limitado por la tangente a y en M y que 
contiene al vector Y . Este hecho se traduce diciendo que el vector aceleración f”(t) 
está en la concavidad de y. Estas observaciones son muy importantes en Cinemática 


A y y des sb 
(ver cap. X). Observemos aquí que si se tiene rd (caso de un movimiento 


uniforme) la fórmula (C) se reduce a 


2 
SO =>») (5) o. 
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Ejemplo 


En el plano euclídeo £,, referido a un sistema ortonormal, sea y la circunfe- 
rencia orientada de radio a >0, definida por la parametrización 


Xx=acost, y=asen!. 


Un parámetro normal es s = t/a, y la circunferencia y está descrita pues a la 
velocidad uniforme a = ds/dt. Se tiene aquí 


1dM diM 
Us) = a Y TN a pís) Us) 
de donde 
1 [am 1 
AS) 2 rl 


22 


y las componentes de los vectores 7, Y en el punto de parámetro 1 
— sent — cos! 


ado 
T 


$ 
cos £ % 


sen! . 


El radio de curvatura de y es pues igual a su radio a, el vector Y es el vector 
unitario normal a y dirigido hacia su centro, y el centro de curvatura de y coincide 
con su centro (lo cual justifica la terminología). 

Idénticos resultados se obtendrían para una circunferencia de 6,. De un modo 
general, si el soporte de un arco y de 6, está contenido en una subvariedad afín Y”, 
se obtienen los mismos invariantes al considerar y como arco del espacio afín 
euclídeo Y. 

En los $$ que siguen haremos un estudio más detallado de las funciones pr 
primero en el caso de curvas planas y después en el caso de curvas de 6. 

Observaremos antes que del estudio hecho en el $ V.8 se deduce inmediatamente: 


vI.3.2 Si y es un arco regular de 6, cuya función de curvatura es nula, entonces 
el soporte de y es un intervalo de recta. 


Este resultado se puede deducir de la observación que sigue a la proposición 
V.8.1; pero también se obtiene inmediatamente teniendo en cuenta que si la fun- 
ción g” es nula, g es afín. 


Aplicaciones a la teoría del contacto 


Vamos a ver que el orden exacto del contacto de dos arcos regulares queda 
inmediatamente determinado cuando se dan sus parametrizaciones normales. 
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Haremos antes la observación que sigue: si y,, ya designan dos arcos simples 
regulares tangentes en el punto Mp, se les puede orientar siempre de modo que 
tengan la misma tangente orientada en My; se deduce que admiten, respectiva- 
mente, parametrizaciones normales g,, ga definidas en el entorno de O y que veri- 
fican g,(0) = ga(0) = Mo, g,(0) = gs(0). (Se dice entonces que el punto My ha sido 
tomado como origen en cada uno de los arcos.) Supondremos pues que estas 
condiciones se cumplen. 


Teorema V1.3.3 


Sean y, ya dos arcos simples regulares de clase k (k > 2) definidos me- 
diante parametrizaciones normales 8,, 82 que verifican 


g1(0) = g(0) = Mo y gí(0) = 920) 


(por lo tanto tangentes en Mo). 
Para que y, y ya tengan en My un contacto de orden >p Q <p <K), 
es necesario y suficiente que se tenga: 


(1) gro) = 0) para: DET ED 


En consecuencia, si k es suficientemente grande, el orden exacto del contacto 
de y, y ya es igual a «+ — 1, donde wdesigna la valoración del desarrollo limitado 
(supuesto no nulo) de g, —ga hasta el orden k en el entorno del origen. 


Si k=+ >< y si se tiene g/M(0) = g2(0) para todo r > 2, entonces el con- 
tacto de y, y y, en M, es de orden infinito. 


Demostración. Sean f,, f. parametrizaciones cualesquiera de 71, Ya definidas en 
el entorno de O que verifican f,(0) = f.(0) = Mo. Basta con demostrar que para 
cada modo de elegir el par (f,, fa) y cada entero r que verifique 1 <r < k, la relación 


Q) FAO = f10 = ol) 


implica 
gÁs) — gu(s) = als): 


ello probará, en efecto, que las relaciones: 


6) fOO0=£70) (l<r<p) 
son equivalentes a las relaciones 0): 
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Vamos a referirnos para ello al teorema V.4.5 considerando los grafos de g,, 2 
en el espacio afin R x é, (asociado al espacio vectorial euclídeo R x E). 


a) Observemos en primer lugar que las relaciones (2) implican f¿(0) = f;(0). 
Cambiando si es preciso 1 por —+f, podemos suponer que el vector (no nulo) 
£2(0) =.f,(0) es del mismo sentido que el vector g¿(0) = g;(0). Entonces, f, y fa de- 
finen respectivamente la misma orientación de y, y ya que g, y Za. Según el teorema 
VI.2.1 se tiene entonces f, = 8,0 5, Y f.= 820 2 Con, 


si(1) = J LAICO [| ae, ss0='| 1£0 | ar. 
1 o 


para todo valor de £. 
Ahora bien, las relaciones (2) implican 


40 | - 1410 | = 0-5 
(ya que se tiene [| £(0 | —[ 4011] <l£0—A40| y L£OA0 = (02). 


De ello se deduce, por integración 
(4) Sat) — si(0) = (0). 


b) Designemos por 1, Py los arcos de R X 6, definidos respectivamente por 
las parametrizaciones cartesianas 


Gr :5+> (s,gu(s); G2 :5+ (5, gs) - 
Son arcos de clase k, simples y regulares; el cambio de parámetro definido por 
s =s (1) es admisible para 7',(í= 1,2). Los arcos I',, Ty admiten pues respecti- 
vamente las parametrizaciones 
Exit (0, AD); Fa :1+ (s0,£0) - 
En esta forma, las relaciones (2) y (4) muestran que 7”, y T', tienen un contacto 


de orden >r— 1 en el punto (0, M,). Aplicando el teorema V. 4.5 a las parame- 
trizaciones cartesianas G,, G,, se ve que g,, ga verifican 


gas) — gils) = o(s”); 


de donde el resultado.] 
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Corolario 


Sean y,, ya dos arcos simples, regulares y de clase D? de 6, y sea My un 
punto común a estos dos arcos. Para que y, y y, sean osculadores en My 
(es decir, para que su contacto en M, sea de orden > 2), es necesario y 
Suficiente que y, y y, sean tangentes en My y que: 

— oo bien M, sea punto de inflexión para cada uno de ellos, 

—oo bien y, y ya tengan en M, la misma normal principal y la misma 
curvatura. 

En particular, si y es un arco simple regular y el punto I es el centro 
de curvatura correspondiente al punto M del arco, la circunferencia de 
centro 1, que pasa por M y está contenido en el plano osculador a y 
en M, es osculatriz a y en M(), y es la única circunferencia osculatriz 
a y en M. 


(Esta circunferencia recibe el nombre de circunferencia de curvatura de y en M, 
o de circunferencia osculatriz a y en M.) 


Demostración. Nos podemos limitar al caso en el que y, y y. son tangentes en 
Mo; podemos entonces elegir parametrizaciones normales g,, g2 de )y, Y» que 
verifiquen 2,(0) = ga(0) = Mo, g,(0) = g:(0) . Para que ), y ya sean osculadores, es 
necesario y suficiente que se tenga g,(0) = g2(0), lo cual se cumple si (y sola- 
mente si) se tiene: g(0) = g2(0) = 0 (caso en que M, es punto de inflexión de y), 
y ya) o si se tiene: py(0) = pa(0), con pL0) =| g1(0) | y 

"HOM 


(0) =Y,(0), con  Y(0)= OB 


de donde el resultado.] 


Evolventes 


Sea y un arco orientado regular de clase k definido mediante una parametri- 
zación normal g : 1 > 8, Para todo real sy fijo, el arco y,, de clase k — 1, definido 
por la parametrización 


g:1 > 6,, se gís) — (s — so) Hs) 


recibe el nombre de evolvente de y. En términos intuitivos es el «lugar» del punto P 
de la tangente a y orientada, definido por MP =—(s— so) (donde M = gls). 


(1) N. del T: Tiene con y un contacto de orden >2 en M. 
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Si y es de clase k > 2 se tiene: 


gs) = gs) — Us) — (s — so) V(S) = — (5 — so) 5) 


o) 
Figura 2. 


Si se tiene s % sy y pls) 4 0, el vector unitario tangente a y, en el punto g,(s) es 
pues 7,(s) = + W(s),según el signo de s— sy (véase la figura 2). 

El problema inverso (búsqueda de un arco del cual y sea una evolvente) nos 
lleva al concepto de evoluta de un arco:Este problema se estudiará en el caso plano, 
en el $ VIS (véase también ejercicio VI.4.1). 


$ VL4 CASO DE UN PLANO ORIENTADO. FÓRMULAS DE FRENET 

En este $ y en los que siguen, el plano euclídeo %,se supondrá orientado, y vamos 
a precisar para los arcos de 6, los conceptos generales anteriormente definidos 
en 6. 
Sistema de referencia de Frenet 

Sea y un arco orientado y regular de 6, definido por una parametrización nor- 


mal g: 1 > 6,, de clase C!. 
Para todo sel, pongamos (como en el $2) 


0 


y designemos por ?,(s) el vector deducido de Y(s) por la rotación de + 1/2. La función 
vectorial *, será denominada función normal orientada unitaria. Si el punto M = g(s) 
es un punto simple de y el vector ?,(s) (que no depende de la g elegida) será llamado 
vector normal a y en M unitario y orientado (véase la figura 3). 
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Y 


ey 


Figura 3. 


Observemos que un cambio de orientación de y cambia a la vez a7(s) y 1,(s) en 


sus opuestos. 
Por el contrario, un cambio de orientación de 6, deja a 1(s) inalterado y cam- 


bia a 7,(s) en — 7,(5). 
Curvatura algebraica y fórmulas de Frenet 


Supongamos ahora que y sea de clase D*. Derivando la relación 150) ll=1, 
se obtiene: 


e ¡a 
9-0 = 


Existe pues una función escalar p, : s+> py(s), definida en 7 que verifica 


Por comparación con las definiciones dadas en la página 372, se ve que la fun- 
ción curvatura de y es entonces la función p: s+>|] p(s)|. 

La función p, será llamada función curvatura algebraica (u orientada) de y. Si 
el punto M = y(s) es simple, el número p,(s) se llamará curvatura algebraica de y 
en el punto M. 

Se observará que un cambio de orientación de y o de €, cambia la curvatura 
algebraica p, por su opuesta (esto resulta inmediatamente del estudio de las fun- 
ciones * y ?, y del hecho de que la derivada d?7/ds permanece invariante en un 
cambio de orientación de y). 

Se observará por otra parte que la función normal principal y sólo está definida 
en / cuando y no admite punto de inflexión, es decir cuando la función p, no se anu- 
la; en este caso, está definida por 
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(3) Ys) = 7? (5) si p(s)>0; Ms) =—7,(s) si pr(s)<0. 


Al derivar la relación 
As). 7.5) =0, 


se obtiene 
d? d? 
GOA 0, 
de donde, utilizando (1) 


Por otra parte, al ser el vector ?,(s) unitario, se tiene 


de, d? 
4. 2=0 de donde =-—p ? 
ud 0 dy piT. 


Las relaciones 


(4) 


reciben el nombre de fórmulas de Frenet para el arco plano y. 
Observemos que el centro de curvatura de y en el punto M = g(s) es el punto 1 
definido por 


>7_%) e 
M= y A. 
Teniendo en cuenta las relaciones (2) y que p(s) =| p,(s) |, se obtiene 
MÍ = 0) . 

AO) 


(5) 


El número R(s) = 1/p,(s) recibirá el nombre de radio de curvatura algebraica 
de y en el punto M. 


Observación: Si el arco y es de clase C? y sin punto de inflexión, existe una constan- 
te e, igual a + 10 a — 1, tal que p,(s) = ep(s) para todo s. 
Cálculo práctico de la curvatura 


Teóricamente, para determinar la función curvatura p basta con buscar una 
parametrización normal g de y y aplicar la fórmula 
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p(s) = 19") |. 


Pero en la práctica, no resulta siempre posible hacer explícito el parámetro normal 
utilizando funciones conocidas. En los ejemplos tratados en el $3, hemos encon- 
trado casos en que no conocíamos la primitiva de la función s+>|| g'(s) ||; incluso 
cuando se conocía una primitiva de esta función (como en el caso del arco 
de cisoide estudiado en la página 364), el parámetro normal podía tener una ex- 
presión demasiado complicada como para ser utilizable. De hecho, es raro el caso 
en que existe interés en buscar efectivamente una parametrización normal; vamos 
a ver de qué manera se puede calcular la curvatura partiendo de una parametri- 
zación admisible cualquiera del arco considerado. 
El cálculo se basará en la relación 


de a < 
(6) p= [$]- FXON AO) 


la cual se desprende inmediatamente de (1) y (4), ya que se tiene E, 1] =1l. 
(Recordemos que la notación [, D] designa el producto mixto de dos vectores 


U, D de E,, véase la página 79.) 


Sea entonces f= go s una parametrización admisible cualquiera de y. Si, para 
simplificar, designamos por M el punto g(s) =.f(1), con s = s(t), tenemos 


vo M_4M ds 98 
pO0== 5 aa 
a BM (as 
(1) FU = aa Y (s) (5) 2 1 , 
de donde 
, ” da Y, m7 
Moro = (E) 40.4. 
o sea 
-3 
6) pus) = (5) Lrw.110] 


Se escribe muchas veces la fórmula (8) en la forma 


_ (ay? [am dm 
AT di * de 
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. cd a , . MEM, 
y se puede traducir esta relación diciendo que el «símbolo diferencial» E Ge en 
1 de 
es invariante en los cambios de parámetro admisibles sobre y. 
Se observará que la fórmula (7) proporciona las componentes del «vector ace- 
leración» f"(1) = d?M/d1? en la base (7, 7,) asociada al punto f(t) = g(s), o sea: 


Este es un caso particular de la fórmula (C) del $ 3. 


Cálculo en coordenadas cartesianas 


Designemos por (x(1), y(£)) las coordenadas de f(1) en un sistema de referencia 
ortonormal de 6,; se tiene 


S = [20 + y 0]? 


FO, 01 =x 00-400, 


de donde, por aplicación de (8), la curvatura algebraica de y en el punto M =f(1) es 


_XO0YO—Y0X0) 
220 +0 


Ejemplo 


Tomemos como y la parábola de R? de ecuación y = x?/2 p, con t= x. 
La curvatura de y en el punto (x, x?/2 p) es 


Pp 


pe + py 
En particular el radio de curvatura de la parábola y en su vértice es igual a su 
parámetro p. 
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Cálculo de p en coordenadas polares 


Supongamos que el punto M = f(1) esté definido mediante un sistema (0, 00) 
de coordenadas polares relativas a un sistema de referencia (O; J)de 6,, siendo 
las funciones r y O de clase k > 2. 

Se tiene aquí (véase $ 2) 


ds 2 a 
24 paa, 

E ) 

Poniendo, como de costumbre, 


40) = Tcos 0 + Fsenó, 2(0) = — Ísen0 + cos O, 


se tiene por otra parte 


Mos ia. ML a a 
ar = 40 +10 O, =460). dí 


d0 100) 


de donde 
diM 
de 
pa dm 


A PB po 77 
dl e] na +ro—-r"0+2r?0. 


= (1 — 107) 70) + (10" + 270) 80), 


La curvatura algebraica en el punto M = f(t)es pues 


P07+rr0—rr0 +2r?0' 


(9) p= (ESO 


Si se tiene 0(1) = 1 para todo 1 (*), la fórmula (9) se reduce a 


P42r?—-rr 


pm= Er 


€) Señalemos que nos podemos limitar siempre a este caso, por medio de un cambio de parámetro 
admisible, cuando y es un arco regular que no tiene ninguna tangente que pase por el origen. 
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En el caso en que la función 0+>r(0) no se anule resulta cómodo poner 
(0) = 1/r(0). Mediante un cálculo fácil se tiene entonces 


En este caso, los puntos de inflexión de y son los que verifican 


p(0) + p"(0) =0. 


$ VLS ESTUDIO LOCAL DE UN ARCO PLANO 


Sea y un arco simple regular de 6,, de clase D*, definido por una parametri- 
zación normal g. 

Nos proponemos estudiar el comportamiento de y en el entorno de un punto 
M, = g(so). Por traslación del parámetro, nos referiremos al caso en el que so = 0; 
elegiremos el sistema, de referencia ortonormal directo 2, = (Mo; 7, J) definido 
pori= (0) = g(0), 7 = 1,(0). Según la fórmula de Taylor hasta el orden 3 apli- 
cada a g, se tiene 


>? e 
gs) =si+ 3940) E ¿TO + as), 
con 


gU0)= p(0)7 et g”0)=pi0)7 +0) 7 


: ”m_ A h 2 
(Ya que se tiene y” = ¿(pr t) =p, tt - pit). 


Las coordenadas x(s), p(s) del punto M = g(s) en el sistema de referencia % 
verifican, pues, 


x(s) = s — $ PO) + o(s”*) 


(0) s $ 
30 =3PM0 +0) + als”) . 
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e Si p,(0) = 0 (caso de un punto de inflexión) el arco y atraviesa su tangente 
en el punto Mp, salvo que se tenga p¡(0) = 0 (caso en que y es sobreosculador a 
su tangente). 

e Si p¡(0) 4 0 el arco y queda, en el entorno de M¿, del mismo lado de su 
tangente que su centro de curvatura Q en Mo. 

Para precisar el comportamiento de y designemos por /” una circunferencia 
cualquiera tangente a y en Mp, definida por su parametrización normal 


Q) X(s) =4 sen(7). Y(s) = al - cos) > 


por lo tanto de radio igual a | a|. Se tiene: 


eS 
X(s) =s- PAM o(s*) 
6) > 
Y(s) = sa + o(s*). 


Por comparación con (1) nos encontramos de nuevo con el hecho de que la 
curvatura algebraica de la circunferencia /” es igual a 1/a y nos encontramos tam- 
bién de nuevo con el hecho de que 1” es osculatriz a y si, y solamente si, se tiene 


Suponiendo a = 1/p,(0), se tiene 


3 
x(s) — X(s) = Os) y  y() — Y(5) = 00 + d(s*) : 


e si pi(0) 4 0, el signo de y(s) — Y(s) cambia con el de s (es decir cuando M 
pasa por Mp), en este caso, el arco y atraviesa su circunferencia osculatriz (véase 
la figura 4); 


e si p¡(0) =0, no se pueden precisar las posiciones relativas de y y T' si no 
es utilizando desarrollos limitados de orden >3. Pero las fórmulas (1) y (3) mues- 
tran que y y 1' tienen un contacto de orden > 3. 


En conclusión, para que la circunferencia osculatriz a y en el punto Mo = 2(s0) 
sea sobreosculatriz a y, es necesario y suficiente que la función curvatura p,' tenga 
una derivada nula en el punto so. 
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=Y 


— 
| (0) 
Figura 4. 


Observación. Si el arco y tiene un eje de simetría que pasa por M,, se ve fácil- 
mente que este eje no puede ser otro que el eje My. En este caso, el desarrollo 
limitado de y(s) contiene solamente términos de exponente par y se tiene necesa- 
riamente p;(0) = 0. 

La circunferencia osculatriz a un arco en un punto situado sobre un eje de simetría 
de este arco es necesariamente sobreosculatriz. 

Por ejemplo, las circunferencias osculatrices 4 una cónica en sus vértices son 
sobreosculatrices a esta cónica. 


Interpretación geométrica de la circunferencia de curvatura 


Designemos por /”, la circunferencia definida por la parametrización (2), con 
a€R cualquiera. Esta circunferencia admite la ecuación cartesiana 


x4y?—2ay=0. 


Para que pase por el punto M de coordenadas (x(1), y(1)) de y, es necesario y sufi- 
ciente que se tenga a = A(t), con 


> A O O | 
ME 


Según las relaciones (1) se tiene: 
50) 1 


mA) <= im 20: 
0 = 1250 720 
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La circunferencia osculatriz a y en M, aparece pues como el «límite» de la 
circunferencia 1, cuando 1 tiende hacia O (pudiendo justificarse la palabra «lí- 
mite» por la introducción de una topología adecuada en el conjunto de las cir- 
cunferencias de 6%). : 

De un modo más preciso, si nos reducimos a un subarco de y, que pase por Mo 
y sobre el cual la coordenada x sea un parámetro admisible, se puede enunciar: 

Para todo M € y y suficientemente próximo a M,, existe una circunferencia única 
Y tangente a y en M, y que pasa por M; la circunferencia osculatriz a y en My 
es el límite de yw cuando M tiende hacia My en y. 

Puede resultar útil recordar que si y es un arco geométrico regularmente in- 
merso tangente en el origen al primer eje de coordenadas, su curvatura geométrica 
en el origen es: 

p2 
p= lim E 


x>0,(1.1.y2Y 


Concavidad 


Elegido de este modo el sistema de referencia, la coordenada x es un parámetro 
admisible en el entorno del punto M,. Existe pues un subarco de y, que contiene 
a Mp y que admite una ecuación cartesiana de la forma y = px), tal que y(s)=p(x(5)). 
De las relaciones (1) se deduce (puesto que x(s) —s): 


o 
pq) = G pl0) + 0). 


Se tiene pues, y”(0) = p(0); si My no es punto de inflexión, p"(x) tiene el signo 
de p,(0) en el entorno del origen. De ahí se deduce la existencia de un subarco de y 
que vuelve su convacidad hacia el lado de la tangente determinado por el centro 
de curvatura de /, y se dice, abreviadamente, que el centro de curvatura está en la 
concavidad de y. 


$ VL6 FUNCIONES ANGULARES ASOCIADAS A UN ARCO PLANO 


Sea y un arco regular y orientado de 6, definido por una parametrización nor- 
mal g:1>6, y sea 2=(0;Í,j) un sistema de referencia ortonormal di- 
recto de 6. 

Para cada sel el vector tangente T(s) puede ser definido mediante una para- 
metrización cualquiera del ángulo orientado (i, T(s)). Pero no es evidente a priori 
que exista una función continua p : I1>R tal que, para todo s€l, se tenga 
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>> 
(19) = p(s) (mod2m). 
Si designamos por x(s), g(s) las coordenadas de y(s) en el sistema de referen- 
cia 2, este problema se reduce a la determinación de una función numérica con- 
tinua y en / que verifique 


(Wsel)  cos[p(s)] = x(s). sen[p(s)] = 15), 


o sea en forma compleja 
(1) (Vsel) eo = x(s) + iy (s). 


En otros términos, tenemos que buscar una determinación continua del logaritmo 
de la función compleja 


F:s+ x(s) + iy(s); 
problema que todavía no hemos tratado. 
Empezaremos pues estableciendo el resultado general siguiente, que vamos a 


utilizar repetidamente (por ejemplo, para el estudio de los arcos planos en coor- 
denadas polares). 


Levantamiento de una aplicación continua del módulo 1 (*) 


Teorema VI.6.1 


Sea I un intervalo no vacío de R y F': 1>C una función compleja con- 
tinua en 1 que verifica 


(1) We  |F(9|=1. 
1) Entonces existe una función numérica continua y : / > R que verifica 
(2) (Vel) explip(0)] = F(0 . 
li) Para que otra función numérica continua y : I>R verifique F(t) = 


= expliy(t)] para todo tel, es necesario y suficiente que exista una 
constante k e Z, tal que se tenga y(t) = p(t) + 2 kx para todo tel. 


(1) Este teorema es un caso particular de un resultado general relativo a espacios fibrados. 
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| iii) Si F es de clase C! por lo menos, toda función numérica continua p 
que verifique (2) es de la misma clase que F y verifica ip! =F'[F. 


Demostración. Si J es un subintervalo cualquiera de 7, diremos para abreviar, 
que la función numérica y : J >R es un levantamiento de F sobre J, si y es con- 
tinua y verifica para todo 1 e J: exp[y(1)] = F(1). 

a) Establezcamos en primer lugar el enunciado ii). Primeramente, si p es una 
función numérica continua en 7 que verifica (2), resulta evidente que la función 
continua 


Qt +> p(1) + 2 km, donde ke Z (k = Cte) verifica también (2) . 
Inversamente, sean y y y dos levantamientos de f sobre /. Se tiene: 


(Well)  explily(o) — p(0)) = 1, de donde Y(1) — p()e21Z. 


ies: Y F S 
La función Za =P) es continua en el conjunto conexo 1 y sus valores 
Ed 


están en Z: Es pues constante (véase tomo 2, prop. 111.11.2). 

b) Estudiemos primeramente el caso elemental en que F es (por lo menos) 
de clase C1, lo cual equivale a establecer primero el enunciado iii). 

En este caso, es fácil ver que se obtiene un levantamiento y de F sobre 1 po- 


niendo 


ESA 
6) (Vel) | OS 


designando por ty un punto cualquiera de / y por py un real cualquiera que veri- 
fique eiv0 = F(tp). 
Se tiene en efecto (por ser F'/F continua): 


r= E 
0 == ip» 
de donde 
Er eno) = FP — F(1) eto =0 
y 4 4: 
F(1) 7190 = Cte = F(tp) e 90 =1. 
Finalmente, si F es de clase C* (k > 1) [resp. D* (k > 2)], la relación p' = —¡¿F'|F 


muestra que y es también de clase C* (k > 1) [resp. D* (k > 2)]. 
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€) Queda por demostrar la existencia de un levantamiento de F en el caso en que esta función 
solamente se supone continua. 

Para ello, supongamos primero que / es compacto, o sea I = [a, b], y designemos por E el 
conjunto de los puntos 1 € [a, b] tales que F admite un levantamiento sobre [a, 1]. El conjunto E 
es acotado y no vacío (puesto que contiene a a); admite pues una cota superior c. 

Vamos a establecer que c = hb y que ce E, lo cual demostrará también que F admite un le- 
vantamiento sobre /. 

Al ser la función F uniformemente continua en /, existe a > 0 tal que 


(Vel, Well, ((1-11<a) > (1F(0) — F(1) | < 3). 


D  Demostremos que sobre todo intervalo J de la forma IN [u, u + a] (donde u € R), Fad- 
mite un levantamiento. 
En efecto, supongamos que J es no vacío, y sea ty € J. Para todo 1 € J, se tiene: 


PO 1] =|F)- Fu) |< h<t. 


Fito) ! 


(4) 


La determinación principal del logaritmo de F(t)/F(r,) existe pues para todo 1 € J. La función q 
definida en J por 


0) 


(VWeJ) p() = plto) — ¡Log o 
o 


es entonces un levantamiento de F sobre J. Es claro que si F es derivable, también q lo es. 

ID) Según 1) se tiene: c > a. Siempre según 1), la función F admite un levantamiento q, sobre 
el intervalo J = 10 le— 5 + + . Sea ty EJ tal que a < £, < c. Por definición de c, existe un 
levantamiento q, de Fsobre [a, 1,]. Sea k el entero relativo tal que pa(t)) = pi(to) + 2 kz. Según ii), 
las restricciones de q, y pa a JN a, 1,] son iguales. Pongamos entonces q(1) = qy(t) si t e [a, tp] 
y P(1) = pxt)—2kx si 14. Queda claro que y es un levantamiento de F sobre el intervalo 
[a, toJU Y. 

De ahí se deduce en primer lugar que c € E (ya que c € [a, fp] U J). Después se ve por reduc- 
ción al absurdo que c = b. Ya que, si se tuviera c < b, el intervalo [a, 1,]U J contendría un real 
> c, lo cual estaría en contradicción con la definición de c. Con esto quedan pues establecidos 
nuestros enunciados. 

d) Si I no es compacto, tomemos un punto cualquiera £, € / y un real q, tal que e” = F(tp). 
Para todo subintervalo compacto J de / que contiene f,, existe (según a) y c)) un levantamiento 
único de F sobre J que verifica pu(tp) = F(tp); si J,, J, son dos intervalos con esta propiedad 
se tiene Py, = Y, Sobre JN Ja. 

Para cada 1 € /, existe un subintervalo compacto J de I que contiene t y 1, y el valor de p.y(t) 
no depende del J elegido. Si se designa este valor por g(r), la función y así definida en / es un le- 
vantamiento de F. 


Ángulo de la tangente a un arco con eje fijo 


Volviendo al problema planteado al principio de este $, podemos ahora enunciar 
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vL6.2 Sea y un arco regular orientado de clase C(k>1)0D* > 2) de 8% 
definido por una parametrización normal g: [=> €; y sea (i,j) una base 
ortonormal directa de E,. Existe entonces una función numérica p, única 
mod (2), en I y tal que para todo s€l se tiene: 

> > be 
(5) 7(s) = ¡cos (p(s)) + jseníp(s) 


lo cual equivale a 


(6) (Hs) = ots) (mod2m); 


además, la función es de clase CA (resp. DF"). 


Demostración. Tomemos un origen O cualquiera y designemos por x(s), y(s) 
las coordenadas de g(s) en el sistema de referencia (O ; í,)). Basta aplicar el teo- 
rema VI6.1 a la función s+> F(s) = X(s) + iy'(s).] 


Se observará que la relación (5) equivale al sistema 


dx 


(0) ds 


dy 
= cos [p(s)], q sn [o(s)] - 
Ls 
Cuando el arco y está definido por una parametrización cualquiera f, de coor- 
denadas x, y, el sistema (7) sigue siendo válido a condición de escribirlo en la 
forma diferencial 


E =cos p ds, dy = seng ds |. 


Esta función y queda definida salvo un múltiplo (constante) de 2 x. Diremos 
que es la función angular asociada a y (y al sistema de referencia considerado). 
Diremos también que es una determinación continua del ángulo de la tangente a y 
con el eje Ox. 

Si se sustituye la base 005) por otra base ortonormal directa (EJ) de E,, la 
función y queda cambiada por la función q, : $+>p(s) — 2, designando por « una 
determinación del ángulo o. 


Expresión de la curvatura 


Si y es de clase k > 2, la función y es derivable y verifica 
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Sa de 
—=P11,= — [p'SeNp + jp cosp, 


con a = —[sen P +) cos q; de donde: 


(8) Mel pis) =0914) |. 


Resulta cómodo escribir la relación (8) en la forma diferencial 


dy = p, ds |. 


De ello se deduce: 
VI.6.3 Sea y un arco regular orientado de clase k de €, definido por una para- 
metrización normal g de clase k +4 1. Para que la función angular asociada 
p defina un cambio de parámetro admisible en y es necesario y sufi- 
ciente que y carezca de punto de inflexión. 


En efecto, si g es de clase k + 1, y es de clase k y define un cambio de pará- 
metro admisible si (y solamente si) su derivada no se anula.] 


Caso de un arco definido en coordenadas polares 
Mantengamos las notaciones de VI.6.2 y supongamos que y esté definido en 
coordenadas polares, respecto al sistema de referencia (O ; í 07) por las ecuaciones 
paramétricas normales 
r= Hs), 0U=05), 


siendo las funciones r y 0 de clase k en /. 
Poniendo como siempre 


2(0) = 10050 + Jsen0. x0) = — send + cos 0, 
se tiene 


35) = (5) 105) + r(5) 019) 806) - 
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Por otra parte, la relación de Chasles ñ ES] = á ”) + 108 ES muestra que el 
número V(s) = y(s) —0(s) es una determinación del ángulo (1(0(s)), 1(s)). Se tiene 
pues 

cos V(s) = r(s) y sen V(s) = r(s) 0'(s) 
de donde 
r(s) 0'(s) 
rs) 


Pondremos estas fórmulas en forma diferencial, o sea 


tg (V(s) = 


dr =cos Vds, rd0 = sen'V ds 


rd0=drtgV |; 


y 


Figura 5. 


y en esta forma siguen siendo válidas para una parametrización polar cualquiera. 


Ejemplos 

1. Sea y el arco de clase C” de 6, definido por las ecuaciones paramétricas 
(9) x=1+sen!, y=1l—cost —TSIST. 
Se tiene 


dx = (1 + cos 1) dt, dy =sen tdt, 
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de donde 


ds? = dx? + dy? = Al + cos 1) de = 4 cos? de; 


orientando y en el sentido de las + crecientes, se obtiene 


ds = 2cos 5 di ( que se tiene cos5 > o) 


y, para |1|<xz 


dy 1 
seno = q, = senz. 


Se obtiene pues una determinación continua del ángulo de la tangente a y con 
el eje Ox poniendo 


e) = 


la curvatura geométrica de y en el punto de parámetro 1 es 


1 


d 
pl) = E = . 

Ls 1 
4c0s5 


Designemos por / el centro de curvatura de y en el punto M de parámetro ?. 
Se tiene 
— +0 


ON 

donde 7,(1) designa el vector normal orientado definido por 
+)> T Tr 

1Yá 1,(1)) = 3 + q(1) = 5 + 


de donde las coordenadas del centro de curvatura / son 


Y 


' 


2 O 


1 nt 
1 4+sen/ + 4cos3cos (3 +3) = 1 — sen! 


1 T 
y=1- cos 1 + 4 cos 5 sen o 
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Se observará que no hemos tenido necesidad de poner el parámetro normal en 
forma explícita; un cálculo sencillo proporciona aquí 


s(1) = sens + Cte. 


El arco y definido por (9) es un arco de cicloide (véase ejercicio VI.22). Los 
puntos (—x, 2) y (+, 2) obtenidos respectivamente para 1=—x1 y 1=21 SON 
puntos estacionarios de y. 

2. Sea L el arco de lemniscata definido en coordenadas polares por la ecuación 


A T T 
r=y/c0s20 -¿<0<z- 
Se tiene aquí 
2 
der pr E, 
cos 20 


de donde, orientando Y en el sentido de las 0 crecientes 


d 
' cos v=Y__óem20, sen a 


y/cos 2 0 j ds ds 


Una determinación continua del ángulo del vector tangente 7 con el radio vector 
es pues 


ds= 


T 
V(O => E 
(0)=35+20 
De ahí se deduce una determinación continua del ángulo y = ú 7) 


p(0) = 0 + V(0) =5 +30. 


nia 


La curvatura algebraica es pues 


de donde, mediante un cálculo fácil, las coordenadas (x,, y,) del centro de cur- 
vatura resultan ser 
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( x= rcos 9 — RL 2 cos? 9 
x= € —_ASAX<X<A 
Pr 3,/cos 20 

cos — 2sen*0 
y =rsen0 + A AA 
Pr 3,/c0s20 


$ VI7 ECUACIONES INTRÍNSECAS DE UN ARCO PLANO 


Volvamos a las notaciones del $4 y sea y un arco plano orientado definido 
por una parametrización normal g : I> 63. 

Al dar la función curvatura orientada p, : / > R se tiene lo que se llama una 
ecuación intrínseca algebraica de y. 

Según el estudio hecho en el $4 la ecuación intrínseca algebraica de un arco 
regular queda definida salvo una traslación de la variable. 

Vamos a ver que el arco y queda determinado salvo un desplazamiento 
cuando se da una ecuación intrínseca algebraica. 


Determinación de un arco mediante una ecuación intrínseca 
Teorema V1.7.1 


Sea p, : 1 > R una función numérica continua en un intervalo 1 de R. 
Entonces: 

a) Existe una parametrización normal g: 1> €, que define un arco 
regular orientado y de clase C*, tal que p, es la función curvatura orientada 
asociada a g. 

b) Los arcos regulares de clase C* que tienen a p, como ecuación intrín- 
seca algebraica son todos los arcos que se deducen de y por un desplaza- 
miento cualquiera de 6. 

c) Finalmente, si p, es de clase k > 2, y es de clase k +2. 


Demostración. Sea R=(0; 5) un sistema de referencia ortonormal director 
de 6, y sea sy un punto fijo de /. 


a) Supongamos en primer lugar que existe una parametrización normal g 
que satisface las condiciones impuestas y sean (x(s), y(s)) las coordenadas de g(s) 
en el sistema de referencia %. Se tiene entonces (designando por y una determina- 
ción continua del ángulo orientado de ¡con 1): 
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g'(s) = 7cos p(s) + seng(s) y 98) = pus)» 
de donde 


p(s) = Po +/ p(u) du 
0) . 


s 


x(s) = Xo +] cos p(u) du,  y(s) = Yo +| sen p(u) du 


so so 


con 
Po = so) = (1. 9'(so)) (mod2m), 


y designando por (xp, Yo) las coordenadas del punto My = g(so). 


b) Inversamente, si los números pp, Xp, Yo Se fijan arbitrariamente, las fórmu- 
las (1) definen primeramente una función q, de clase C! en /, y después dos 
funciones x, y, de clase C? en /. La parametrización 


g:5>0+ xs) + O) 


es de clase C? en / y verifica 
gs) = 1x5) + Ty) = 7cos pls) + Jsenpís) . 


Esta parametrización es pues normal y define un arco orientado y regular y de 
clase C?. Finalmente se tiene 


Eg) =0(s) (mod2m) 


y la relación p'(s) = p,(s) (que se desprende de la primera de las relaciones (1)) 
muestra que P1 es la función curvatura orientada de y. 

Todos los arcos definidos por las relaciones (1) tienen pues a p, como ecuación 
intrínseca y no existe ningún otro. 

Se observará que el arco y(Qo, Xo» Yo) definido por las relaciones (1) tiene al 
eje de ángulo polar y, como tangente orientada en el punto M, de coordenadas 
(Xo» Yo): 

c) Designemos entonces por yy = y(0, O, 0) el arco obtenido tomando 


Po =X0=Yo=0: 
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se ve fácilmente que el arco y(Pp, Xp, Yo) se deduce de Yo por la rotación de centro O 
y de ángulo q, seguida de la traslación de vector OM Xp 1 + Yo j. En efecto, 
si se designa por (E D la base de E, deducida de á 7 por la rotación de ángulo 
Po el arco Vo, 3 Xo: Yo) tiene las mismas ecuaciones paramétricas en, el sistema de 
referencia (Mo ; T ) que el arco y, en el sistema de referencia (O ; 1. J).Esto prue- 
ba claramente que y(fo, Xos Jo) se deduce de yo, por el desplazamiento que lleva 
el sistema de referencia (O; i, 7 sobre el sistema de referencia (My; E D. 

Haciendo variar arbitrariamente Pp Xo Yo, en R, se obtienen de este modo 
todos los arcos deducidos de y, por un desplazamiento de 6,. Finalmente, si p, 
es de clase C* [resp. D*] con k>2, se ve que la función y es de clase C*+! [resp. 
D*+1] y que las funciones x, y son de clase C**? [resp. D*+?].] 


Observación. Se ve inmediatamente que los arcos que admiten a — p, como 
función de curvatura orientada se deducen de los anteriores por una ¡sometría 
indirecta de Eo. 

De ahí se deduce que el conjunto de los arcos orientados que tienen como fun- 
ción de curvatura orientada a una de las funciones p, y — p, se deducen de uno 
de ellos mediante una ¡sometría cualquiera de En. 

No ocurriría lo mismo si se diera solamente la función curvatura (aritmética) 
p : s+>| pis) | salvo si se supone que ésta no se anula. 

Por ejemplo, los arcos y,, ya de ecuaciones cartesianas respectivas 


yJ=*, y=]|xfP 


son de clase C? y tienen la misma función curvatura aritmética: (estando definido 
en cada uno de ellos un parámetro normal por 


s(x) -/ (1 + 9u*)? du. ) 


o 
Sin embargo, no existe ninguna isometría que transforme y, en ya (dibújese una 
figura). 
Si la función p no se anula y si los arcos considerados son de clase C?, la con- 
tinuidad de la función p, exige que se cumpla una de las relaciones 


pis) = pls), pis) = — pls) 
para todo s e 1; de donde se deduce: 
Un arco plano regular de clase C? y sin punto de inflexión queda determinado 


salvo una isometría cuando se da su función de curvatura (no orientada). Hay que 
relacionar este resultado con el que obtendremos en 6». 
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Cálculo práctico 


Se observará que las ecuaciones (1) reducen a tres cuadraturas (*) la búsqueda 
de un arco de ecuación intrínseca dada. 


Resulta a veces cómodo utilizar funciones complejas de la variable s y tomar 
como incógnita la función 


z:5+> 25) = x(s) + iy(s) 


(lo que equivale a identificar 6, con C). Poniendo 2, = Xp + iyo> Se tiene entonces 


(2) z(s) = zo +] edu, con p(s)= Po +| pi(u) du 


so so 


Ejemplos 
1. Hallar los arcos de curvatura constante Kk. 


Las ecuaciones (2) proporcionan 


p(s) = Po + Kls — $0) 


pio giMs=50) - 


Á 
k 


(5) = Zo + (s— soe”. 


Si k + 0 se obtienen todas las circunferencias de radio 1/k; para k = 0, se ob- 
tienen todas las rectas del plano. 

2. Hallar los arcos de ecuación intrínseca p,(s) = k/s (k 4 0, s >0). 

Apliquemos las fórmulas (2) limitándonos a escribir integrales «indefinidas» y 
tomando sobre la marcha las constantes de integración de la manera más cómoda 
(puesto que un cambio de constantes de integración equivale a un movimiento). 


Se obtiene 
ds 
els) = j (2, 


() Para abreviar se denomina «cuadratura» el cálculo de una primitiva. 
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lo cual nos permite tomar p(s) = k Log s, luego 
z(s) = | elLoss gs, 


de donde, tomando como parámetro a p(s), 


— ik Dg 
a(s) = f[o(s)], con f(p) = ole + ) p+C 


(C = Cte). Tomando C = 0, se obtiene una espiral logarítmica de polo O; se puede 
en efecto poner entonces 
¿ok 


EBIES YU +? 
(véase $ VILS). 


3. Hallar los arcos de ecuación intrínseca algebraica 


z=r(p)e'”, con 


pis) = (a>0,se]- a, + al). 


Se tiene aquí 


lo cual permite tomar p(s) = arcsen (1/a); p(s) es un parámetro admisible sobre 
el arco buscado. Tomando a y como parámetro (—11/2< p< 1/2) se obtiene 


z(s) = j elvts ds = J e'” día senp) 
de donde 
z(s) = flo(s), con f(p)= E el” cos p dy + Cte 
y finalmente (eligiendo convenientemente la constante) 


¿=30p- ie”) 
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o sea 
1 T T 
x=a(3+ 5020). y =-G0os2p (-3<0<3). 


Se obtiene un arco de cicloide (comparar con resultados anteriores). 


$ VLS ARCOS DE 6,. CURVATURA, TORSIÓN, SISTEMA 
DE REFERENCIA DE SERRET-FRENET 


En este $ y en los que siguen, el espacio afín euclídeo 6, se supondrá siempre 
orientado; consideramos un arco regular orientado Y de clase k > 3, definido por 
una parametrización normal g : 1 >6,, s+> M = gls). 

Recordemos que el vector unitario tangente ? y la curvatura p son las funciones 
definidas en / respectivamente por 
> 


dí 


ds 


(Mm) o - Y 9. n= | = 41. 


LS 


La normal principal Y queda definida para todo valor s e / tal que, p(s) 4 0 por: 


> 1d _ g%) 


208 Tel 


Finalmente la indicatriz de las tangentes es el arco y, de Ej, de clase k—1, 
definido por la parametrización 


(2) 


tilo és, so *). 


Sistema de referencia de Serret-Frenet 
Supongamos desde ahora que y no tiene puntos de inflexión y que por lo tanto 
verifica p(s) + 0 para todo sel. 


Para cada se€l, el sistema de referencia de Serret-Frenet (q; 75), Ys, O) 
es el sistema de referencia ortonormal directo de €, definido por las relaciones (1), (2) y 


6) Bo) = 75) 1%. 


El vector 10) es ortogonal a la vez a 7(s) ys). y se dice que es binormal a y. 
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Sustituyendo, si es preciso, y por un subarco, nos podemos remitir siempre al 
caso en que el punto M = g(s) es punto simple de y. El vector f(s) depende enton- 
ces solamente del punto M y no de la parametrización normal elegida g; es un 
vector unitario ortogonal a al plano osculador a y en M (estando el plano osculador 
dirigido por los vectores 5) y Ys). 

El plano que pasa por M, de vectores directores T(s) y 10) recibe el nombre 
de plano normal a y en M; el plano que pasa por M de vectores directores 0) 
y Bs) recibe el nombre de plano rectificante de y en M (véase la figura 6). 


plano normal 


plano rectificante 


plano osculador 


Figura 6, 


. Observemos que en un cambio_ de grientación de y, el sistema de referencia 
(T, , B) queda cambiado mn z > —f) y. en un cambio de orientación de 6, 
queda cambiado en Ar —A. como se desprende inmediatamente del estudio 
general hecho en el $ VLI. 


Fórmulas de Frenet. Torsión 


.e . a had 1 . 
Por construcción, las funciones vectoriales v y $ verifican 


(4 Pos =1. Ko) =0, Ko =0. 


Derivando la primera y la segunda de las relaciones (4) se obtiene 
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(5) loL e =0, ML E, 


de donde, teniendo en cuenta (3) y la última de las relaciones (4) 


- Y 


(6) Ud 


df 


De (5) y (6) se deduce que el vector de es nulo o colineal con ON lo cual prueba 


la existencia de un número 0(s) que verifica 


(0) - = Ms) Us) 


La función 0 : s+>0(s) recibe el nombre de torsión del arco y (supuesto siempre 
regular, de clase k > 3 y sin puntos de inflexión). 

Si el punto M= g(s) es simple, el número 0(s) (el cual depende solamente de 
este punto y no de la parametrización normal g elegida) recibe el nombre de torsión 
de y en el punto M. 


e Observemos que un cambio de orientación de y deja invariante la torsión; por 
el contrario, un cambio de orientación de €, cambia la torsión en su opuesta. 


Derivemos finalmente la última de las relaciones (4); teniendo en cuenta (7), 
obtenemos 


o = ME Ms) = = Qs). 


Por otra parte, derivando las relaciones 


99 =0, [Mo .=1 y oo) =0 
se obtiene 

2. As) = — w0É = — ps); O =0; 

dy df 

GA) = — M0 q,= — 0). 
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de ahí se deduce 


E 09% — 00 ño). 


Agrupando en un cuadro único los valores de las derivadas de las funciones Tv B, 
se obtiene las fórmulas llamadas de Frenet (o de Serret-Frenet): 


do > d > dB > 
8 O Rp pac 
8) ds > as PE ú, ds dr 


Por hipótesis (al no tener y puntos de inflexión) es p(s) 0 y el número 
R(s) = 1/p(s) recibe el nombre de radio de curvatura de y en el punto M = g(s). 
Si, además, se tiene 0(s) 4 O, el número T(s) = 1/0(s) recibe el nombre de radio 
de torsión de y en el punto M = g(s) (si este punto es simple). 

Con estas notaciones las fórmulas de Frenet (8) se escriben: 


(8) 


Las relaciones (8) u (8”) traducen el hecho de que la matriz de los vectores 
dr/ds, dv/ds, df/ds en la base (1(s), v(s) Bo) es: 


=1 


0 70) 0 0 70] 
Mo=| ps) 0 %5)|= 5 o ña 
0 —Os) 0 0 + 


Esta observación permite aplicar al sistema de referencia de Frenet la teoría del 
sistema de referencia móvil que se expondrá más adelante ($ X.4). 
a A 5 
Observemos que si y es de clase k (k < 3), las funciones p, v, B son de clase 
k—2, mientras que la torsión 0 es solamente de clase k— 3. 


a 
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Caso en que la torsión es nula 


Sea, como siempre, y un arco regular de clase k > 3 y sin puntos de inflexión, 
definido por una parametrización normal g : /> €y. 
Con las notaciones anteriores, se tiene: g'(s) =1(s), g'(s) = p(s) Ms), de donde 


9) gus) = -— 9% + 9% — 00 ÑO |. 


Para que se tenga 0(s) = 0, es pues necesario y suficiente que el vector g”(s) 
pertenezca al plano vectorial engendrado por los vectores 


ia 0 
Us) =g(s) y 1) = 70. 


es decir, al segundo espacio fundamental T¿(M) con M = g(s) (si el punto M es 
simple) (véase $ V.6). En otros términos, para que la torsión en el punto M = g(s) 
sea nula, es necesario y suficiente que se tenga T.(M) = T,(M). Utilizando los re- 
sultados del $ V.6, se puede enunciar: 

Para que la torsión en un punto simple de y sea nula, es necesario y suficiente 
que el plano osculador es este punto sea sobreosculador a y. 

Por aplicación de los resultados obtenidos en el $ V.8 se deduce: 


Teorema VI.8.1 
Sea y un arco regular de 6,, de clase k >3 y sin puntos de inflexión. 


Para que el soporte de y esté contenido en un plano afín, es necesario y 
suficiente que la función torsión de y sea mula. 


Demostración. La necesidad de esta condición resulta de las observaciones 
hechas en el $ V, ya que, si el soporte de y está contenido en un plano afín 2, los 
vectores g'(s), g'(s) y g”(s) son paralelos a 2. 

El hecho de que la condición sea suficiente se desprende inmediatamente de 
V.8.3 si y es simple. Si y es no simple, se desprende de una aplicación directa de 
la proposición V.8.2 a la función g, con p = 3, teniendo en cuenta la fórmula (9).] 


$ VL9 CÁLCULO DE LA CURVATURA Y DE LA TORSIÓN 


Consideremos un arco y regular orientado de 6» de clase k > 3. 


LELONG !ll-14 
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Si y está definido por una parametrización normal g, las fórmulas de Frenet 
permiten determinar fácilmente las funciones curvatura y torsión de y por medio 
de g', g” y g””, y podemos observar que las fórmulas (1) y (9) implican 


Y) [9 ag | =p), [a(5, 915), 99] = — PAS) As)» 


designando siempre por [2, D, 1] el producto mixto de 3 vectores de €. En el caso 
en el que y está definido por una parametrización admisible cualquiera f, vamos a 
ver que las fórmulas (1) permiten expresar fácilmente la curvatura y la torsión por 
medio de las derivadas de f. 

Para simplificar la escritura, designaremos por s un parámetro normal cual- 
quiera fijo, por g la parametrización correspondiente de y y por M el punto (1) =g(s), 
con s = s(1). Por abuso de lenguaje, los números p(s) y V(s) reciben respectivamente 
los nombres de curvatura y torsión de y en el punto M; resulta muchas veces difícil 
en la práctica comprobar si y tiene o no puntos múltiples. 


Curvatura 


Por un cálculo ya realizado (p. 372) se tiene: 


SA A s ds Y? 
FU = 90 q: y o=0w+rco() , 


de donde 
SONAFO= (5) ON ROR 

Y 

UNA e a 
0) I= (3) ISOs+f01. 
Oo sea 

ACI MON| 
(€) p(s) = 70 Pr 


Si se designan por x(t), y(t), z(£) las coordenadas de f en un sistema de referencia 
ortonormal de 6, se obtiene: 
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AI AE IA PANN yy 
o (1? + y? + 2290 


6) 


Si el arco y está contenido en el plano de ecuación z = 0, volvemos a encontrar 
el valor de p=| p,| que resulta de las fórmulas establecidas en el $4. 

Recordemos que las relaciones (2) nos proporcionan las componentes del vector 
aceleración f'(t) en el sistema de referencia de Frenet, o sea 


2 2 y 2 
(4) fu) = diM dis, + o(<) ; 


de ar” dr 


Esta relación será utilizada en Cinemática. 


Torsión 


Mediante una nueva derivación, las relaciones (2) implican 


5% SN 
FU = a) 2 (5) + AD gs) + B(0 gs), 


donde A y B son funciones que de momento no hace falta explicitar. De ello se 
deduce 


N6 
(5) LFO.S 0.0] = (5) [99.9 5.9"5]> 
de donde, si pís) 4 O, la expresión de la torsión resulta 


[g(5). 95). gs) [F0,f0, 0] 
pAs) PS AO IP 


Os) = = 


o sea finalmente, teniendo en cuenta (3), 


LLO. 0,f(01 


0 W=-= Foro pr 
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Si designamos por x(£), y(t), z(t) las coordenadas de /(1) en un sistema de refe- 
rencia ortonormal de 6, se obtiene: 


y Y FS 
yo y y 
iS des E - Y 
) GUZ7-yz2P + (IPR (ay — yy? 
Observaciones 


l. Se pueden traducir las relaciones (2) y (5) diciendo que los «símbolos dife- 
renciales» 


(FO AfU0)de y [f£0,f0,f"(0] de 


permanecen invariantes en un cambio de parámetro que conserve la orientación 
de y. Esta observación permite obtener de nuevo rápidamente las fórmulas (3) 
y (6) partiendo de las fórmulas de Frenet. 

2. Las fórmulas (3) y (6) no siempre resultan ser las más cómodas. Por ejem- 
plo, si la función ds/dt =|| £'(1) [| tiene una expresión sencilla, resulta conveniente 
calcular de modo sucesivo las componentes de los vectores 7, v, Pen el punto M=f(t), 
lo que equivale a aplicar las fórmulas de Frenet sin explicitar el parámetro normal s. 
Recordemos a este respecto que no siempre es posible expresar s por medio de 
funciones conocidas; aún cuando lo sea, el cambio de variable t+> s(t) origina 
muchas veces cálculos complicados. 


Utilización de la indicatriz de las tangentes 


Supongamos siempre que y está definido por una parametrización cualquiera 
f: I> 6y. La indicatriz de las tangentes y, está definida entonces por la parame- 
trización 
(e 
hA:1>E,, 1 LO 


XOTA 


(Se ve en efecto que el cambio de parámetro definido por 1+> s(t) es admisible lo 
mismo para y, que para y.) El vector unitario tangente a y, es?, = Y y la curva- 
tura p de y viene dada por 


a = 50 1. 
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Si y no tiene puntos de inflexión, el parámetro normal s, de y, queda definido 
(salvo una constante) por: 


Si = ES ds -| AO | dr. 


Si se ha podido determinar fácilmente s,, se tiene a la inversa 


ds, 
pls) = a 


Cuando y es un arco plano sin punto de inflexión, la indicatriz de las tangentes 
se reduce a un'arco de círculo y el parámetro normal de y, es igual a la función 
angular y asociada a y (véase $ 6). El interés del estudio directo del $ 6 proviene del 
hecho de que sigue siendo válido, incluso cuando y tiene puntos de inflexión. 

En todos los ejemplos que siguen, el espacio £, se supondrá provisto de un 
sistema de referencia ortonormal directo (O; 1, J, K). 


Ejemplos 
1. Sea y la hélice circular definida por las ecuaciones paramétricas: 


x=acost, p=asent, z=bt(a>0,b40,1€R). 


Se tiene aquí 


ds = Y/x? + y? +22dt= Ja? + b? de; 


de donde, poniendo c = ye + B?, las componentes de los vectores buscados son 


a a 

—asent ——- sent cost 
c Cc 

ml acos1 ES A oi de | Ez sent 
dí ds Cc ds e 


0 
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b b 
cos £ — sent =00s 1 
C Cc 
> >» d 
v|—sent B=iA7 cos 1 ai 3 senit . 
ds 
a 
0 - 0 
e 


De ahí se deduce que la curvatura y la torsión de y son constantes: 


a estes -b 
cae Ea 


Se observará que la torsión es positiva si la hélice es dextrorsa, es decir si se 
«sube» sobre la hélice girando en sentido retrógrado alrededor de Oz; es negativa 
si la hélice es sinistrorsa, es decir si se «sube» sobre la hélice girando en sentido 
directo alrededor de Oz. 

Si se toma 6, como modelo del espacio físico, orientándolo de la forma usual 
(regla del hombrecillo de Amptre), los tornillos usuales (y en particular el saca- 
corchos) son hélices de torsión positiva (excepción hecha de algunos casos particu- 
lares, como el de las botellas de butano). 

2. Sea y la cúbica alabeada definida por 


x=b  y=3» 


ds= /1 e (+5ja 
4 2 


y las componentes de los vectores son 


Se tiene aquí 


Pp 
3 1 1 il 


de donde la curvatura 
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(ay? am am ¡Ea 
Pa rra 2) * 
y los vectores de Frenet 
P =1 P Vid -1 
(+5 am am [2 U*z 


Para calcular la torsión, resulta de interés ahora aplicar la fórmula (6), lo cual 


proporciona 
P -2 
0=- ( + 5) 


3. Sea y el arco definido por: 
x=sentcost, yp=c0s 1, z=sent (0<1<2m) 


(el soporte de y es la intersección de la esfera de ecuación 1? +4 y? + 22 = 1, con 
el cilindro de revolución de ecuación x? + y? = y). 


Se tiene 
dx =co0s21tdt, dy= -— sen2tdt, dz = cos t dr, 


de donde ds =//1 + cos? 1 dí y los vectores 
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cos 2 —2 sen2 1 =4c0521 
d 2M dm 
— |—sen21 —2c05 21 ==> 
4 ar TE 4 sen21 
cos £ —sent —cos 1 
2 cos? 1 
dM 2M 
— >» —sent (1 + 2 cos? £ 
de de? ( ) 


2 


De ahí se deducen los valores de la curvatura y torsión 


(5) E 


dam dm 
a "ar de | 6cost 


E Ss Bco 145" 


_ (Bos? 14 5)? 
(1 + cos? 1)? 


1) 


Finalmente, los vectores de Frenet están definidos por 


1 M E > > 
d 1 dM dM Bn 


===, ——_—— A—, 
Y l +cos?1 de =4 + cos? 1992 dr de 


De 


> 
t= 


$ VLIO ESTUDIO MÉTRICO LOCAL DE LOS ARCOS DE €; 


Para estudiar un arco regular y en el entorno de un punto M¿, podemos siempre 
(en teoría) limitarnos al caso de un arco simple definido por una parametrización 
normal g : 1 > 6, tal que M¿ = g(0); supondremos siempre que y es de clase 
k > 3. 

Habiendo estudiado ya el caso de un punto de inflexión en Geometría afín, 
supondremos que M, no es un punto de inflexión; designaremos por (x(s), y(s), 
z(s)) las coordenadas de g(s) en el sistema de referencia de Frenet de y en el punto 
Mp. Para mayor comodidad pondremos 


To= 70),  %=%W0).  PBo=Ñ0). 
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El desarrollo de Taylor de g hasta el orden 3 en el entorno de 0 se escribe 


>? > 
g(s) = 9(0) + sg'(0) + 5 g'(0) + FO + als)» 
con 
(0) = Mo, g0)=70, 9'(0)= p(0) Yo 


y (según la fórmula (9) del $ 8): 


g”0) = — p20) 7, + p'(0) Yo — pL0) 000) Po. - 


Poniendo M = g(s), se tiene, pues, 


> 2 > 
(1) MM =st) + 510) Do + 
? 2m2 mi A 3 
+ GAO) To + PO) vo — PO) 7(0) Po) + o(s%), 


de donde 
x(s) =s — 1p0) s* + o(s*) 

(2) ys) = 3 p(0) 5? + ¿p"(0) 5 + o(s*) 
z(s) = — 1 p(0) 000) s* + o(s?) . 


Restringiéndonos, si es preciso, a un subarco de y podemos suponer que la 
función x : s+>x(s) define un cambio de parámetro admisible en y. Tomando 
como parámetro la coordenada x, obtenemos 


s=x+0(x?), 
de donde 


(€) y =1p(0)x? + o(x%); z= — ¿p(0) (0) + 0x7). 


Las relaciones (2) nos proporcionan la forma de las proyecciones )1, Ya, Ya de y 
sobre los planos (Mpxy), (Myxz) y (Moyz) (planos osculador, rectificante y normal 
a y en Mp). Los arcos y, y y. son regulares, y el arco ya (proyección de y sobre el 
plano normal) presenta en M, un punto estacionario y tiene al eje M¿x como tan- 
gente geométrica en este punto. 

Si se supone 0(0) 4 O, la coordenada z(s) cambia de signo con s. En este caso, 
el arco y atraviesa por tanto a su plano osculador. Por el contrario, en el entorno de 
s =00, la coordenada y(s) es positiva (e incluso estrictamente positiva para s + 0), y 
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el arco y estará situado, respecto al plano rectificante, del mismo lado que el 
vector v. Se dice que vuelve su concavidad del lado del vector %. 

La forma de las curvas y, y ya viene esquematizada en las figuras 7. Para es- 
tudiar la forma de y. hemos distinguido los casos 0(0) > 0 y 0(0) < 0 (véase la 


figura 8). 


BA VA 
Ya 
7 
Mo te Mo lA 
Figura 7. 
O 
Doy vo 
(caso (0) < 0) (caso 4(0) > 0) 
Figura 8. 


NS 
"AS 


? 10) < 0. 
Figura 9. 
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a 
Ad 


Figura 10. (0) > 0. 


Se dice que la disposición de y en M, es dextrorsa si 0(0) >0 y sinistrorsa si 
0(0) < 0. Para mejor esquematizar estas disposiciones, las hemos representado en 
perspectiva caballera en las figuras 9 y 10, donde lo punteado designa la parte de y 


oculta por el plano osculador. 
Se observará que la mayor parte de las curvas alabeadas ofrecidas en la natu- 


raleza (plantas trepadoras, conchas) son sinistrorsas, lo mismo que los tornillos 
corrientes (véase más adelante). 


Esferas osculatrices. Esfera sobreosculatriz 


A cada punto 2 de 6, asociemos la esfera So, de centro 2, que pasa por Mo, 
e investiguemos la posición del arco y respecto a So. 
Designemos por (a, b, c) las coordenadas de 2 en el sistema de referencia 


Ro = (Mos Tos Vos ho): 


la ecuación normal de S. en este sistema de referencia es entonces 


F(x,y,2)=0, 
con 
F(xy,2)=x + y?+2-2ax-2byp-2cz. 


La ecuación en las intersecciones de y con So es F(x(s), y(s), z(s)) = 0. Ahora 
bien, utilizando las fórmulas (2), se tiene, después de un cálculo que no ofrece 
ninguna dificultad, en el entorno de s=0, 

F(x(s), y(s), (5) = — 2 as + (1 — bp(0)) ? + 

+ Hep(0) 0(0) — apH0) — bp 0) s* + as). 
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a) Se tiene F(x(s), y(s), z(s)) = o(s) si, y solamente si, a = 0, es decir si el 
centro de Sp está contenido en el plano normal a y en M,. En este caso, se dice que 
la esfera So es tangente a y en M, (ya que la tangente a y en M, está contenida 
en el plano tangente a So en este punto). 

b) Se tiene F(x(s), y(s), z(s)) = o(s?) si, y solamente si, es a=0 y 


1 
b==—=Ro. 
po) 


designando por R, el radio de curvatura de y en My; en otros términos, el punto 2 
tiene que pertenecer a la recta A, del vector director $ que pasa por el centro de 
curvatura / de y en M,. Esta recta recibe el nombre de eje de curvatura de y en M, 
(véase la figura 11). 


Bo 


Figura 11. 


Esto equivale a decir que la esfera S/ contiene a la circunferencia de curvatura 
de y en este punto (véase p. 376). 

Se dice en este caso que la esfera So es osculatriz a y en My. Esta definición 
está de acuerdo con la teoría general del contacto de un arco con una superficie 
regular. 

c) Del mismo modo, se dice que la esfera So es sobreosculatriz a y en M, si 
se tiene 


(4) F(x(s), y(s), 2(5)) = o(s*) . 


1. Si se supone 0(0) + O, la condición 4 queda satisfecha si (y solamente si) 
se tiene 


1 ZO 


(5) a=0, b==—=Rp y “200 Foto 
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designando por T, = 1/0(0) el radio de torsión de y en My y por 


, aR 
AO) 


la derivada en el punto s= 0 de la función radio de curvatura R = 1/p. 


En este caso existe solamente una esfera sobreosculatriz a y en My, cuyo centro 
es el punto 42 definido por 


(6) 082 = Ro Yo To bo |. 


2. Si se tiene 0(0) =0 y p'(0) 4 0, no existe esfera sobreosculatriz a y en Mp. 
Pero en este caso sabemos que el plano osculador a y es sobreosculador; se puede 
considerar a este plano como una esfera sobreosculatriz de «radio infinito» (1). 

3. Si se tiene 0(0) =0 y p'(0) =0, la relación (4) queda cumplida cualquiera 
que sea c siempre que se tenga a = 0 y b = R,; en este caso toda esfera osculatriz 
a y en M, es sobreosculatriz. 

Se observará que este último caso se presenta, en particular, cuando el plano 
normal a y en M, es un plano de simetría para y. En efecto, en este caso, las fun- 
ciones s+> y(s) y s+>z(s) son pares, mientras que la función s+> x(s) es impar, 
lo cual exige p'(0) =0 y p(0) 0(0) =0. 

En resumen 


VI.10.1 Sea y un arco simple, regular y sin puntos de inflexión, de clase k > 3 
y sea My un punto de y. Entonces: 
a) Existen una infinidad de esferas osculatrices a y en Mo, que son todas 
las esferas que pasan por la circunferencia de curvatura de y en My. 
b) Si la torsión de y en My es no nula, existe una sola esfera sobreoscu- 
latriz a y en My, cuyo centro Q está definido por (5). 
€) Si la torsión de y en My es nula, sólo existe esfera sobreosculatriz a 
y en M, si el radio de curvatura en My es extremal; en este caso, toda 
esfera osculatriz es sobreosculatriz. 


$ VL11. ECUACIONES INTRÍNSECAS DE UN ARCO DE €; 


Sea y un arco simple regular orientado y sin puntos de inflexión, de clase k > 3, 
definido por una parametrización normal g : 1 > 6¿. El par (p, 0) constituido por 


(3) Esta terminología intuitiva tiene una justificación rigurosa en Geometría conforme. 
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la función curvatura p y la función torsión 0 asociadas a esta parametrización se 
dice que es un sistema de ecuaciones intrínsecas de y. 

Los distintos sistemas de ecuaciones intrínsecas de y se deducen evidentemente 
unos de otros por una traslación de la variable. 

Esta definición generaliza la que hemos dado para el plano; pero aquí hemos 
de suponer que y no tiene puntos de inflexión (de lo contrario la función torsión 
no estaría definida por todas partes). 

La imagen de y por un desplazamiento cualquiera de 6, tiene evidentemente 
los mismos sistemas de ecuaciones intrínsecas (ya que en un desplazamiento, los 
parámetros normales, la curvatura y la torsión se conservan). Inversamente se 
tiene: 


VI.11.1 Si dos arcos orientados de clase k > 3, regulares y sin puntos de infle- 
xión, tienen un mismo sistema (p, 0) de ecuaciones intrínsecas, se deducen 
uno de otro por un desplazamiento de 6.. 


Si las funciones p, O se suponen continuas, este resultado se desprende de la 
teoría de las ecuaciones diferenciales (véase demostración de VI.1 1.2). 


La demostración directa que damos aquí supone solamente la existencia de 
estas funciones. 


Demostración 


a) Designemos por );, ya los dos arcos considerados, por 1 el intervalo de 
definición de las funciones p, 0, y por g, (¡= 1,2) una parameitrización normal 
de y, tal que (p, 0) sea el sistema de ecuaciones intrínsecas asociado. Designemos 
finalmente por %,(s) = (gs); 1,5), vs), Bis) el sistema de referencia de Frenet 
de y, que corresponde al valor s del parámetro (s € /). 

Al ser fijo el punto s, € 7, existe un desplazamiento único D de Sy que lleva 
Rs) a Rosy). Sustituyendo y, por D(y), queda reducido al caso en que 
Rs) = RAÁso). pe 

b) Designemos por k un vector unitario fijo cualquiera de 64 y por (a;(s), b,(s), 
c(s)) sus componentes en la base 


OO. O) Gelsi=1,2, 


o sea 
a=kz, b; =k.V, a=*kb 


Por aplicación de las fórmulas de Frenet, se tiene, para ¿¡=1, 2: 


da; db, de; 
(1) a 7 Pbs> a 77 Pm 0, a 70. 
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De ello se deduce fácilmente la relación 


da, da, db, db 


de. de 
ag tag tag tha z > 


ar rg > ds 


1 
a a 


de donde (al ser aj(sy) = ax(so), br(so) = balso) y eso) = Calso))> 
ay(s) ads) + bi(s) bas) + cr(s) cols) = Cte = añíso) + bi(so) + ci(s0) = 1 - 


Combinando la relación a, a, + b, b¿ + e, c, = 1 con las, relaciones a+b+ 
+d4=1 yd +b3 +03 = 1 (que resultan del hecho de ser k unitario) se obtiene 


(a, — ar? + (b, — by? + (01 027 =0, 
de donde 
41 =42, b, =bz, C1 = Ca. 


Todo vector fijo unitario de 6, tiene pues las mismas componentes en las bases 


OO AO y 6034, 50). 


De esto se deduce que estas bases son iguales para todo sel (basta aplicar 
el resultado a tres vectores ky, kz, Za de s, que formen una base ortonormal). 
La relación ?,(s) = ?,(s) equivale a gs(s) — gi(s) = 0 y, puesto que es ga(so) = 
= g(So), se deduce que las funciones g, y g, Son iguales. 
Volviendo al caso general a) se ve que y, es la imagen de y, por el desplaza- 
miento D.] 


Arcos que admiten ecuaciones intrínsecas dadas 


Nos queda por ver si, al igual que en el caso plano, existen arcos que tienen 
un sistema dado de ecuaciones intrínsecas. Si existe uno por lo menos, la propo- 
sición VI.11.1 muestra que los restantes son aquéllos que se deducen de éste me- 
diante movimientos. 

La respuesta viene dada por el teorema que sigue. 


Teorema VI.11.2 


Sea (p,0) un par de funciones numéricas definidas en un intervalo 1 
de R, siendo la función p > 0 y de clase C*, y la función 0 continua. 
Existe entonces un arco regular y de clase C?, sin puntos de inflexión, 
que tiene a (p, 0) como sistema de ecuaciones intrínsecas. 
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Demostración. El problema equivale a buscar una función g: 1 > 63 y tres 
funciones vectoriales 1, v, $ : 1 => Ey que verifiquen el sistema diferencial (S) cons- 


tituido por las ecuaciones 


dg_> 
Q) q, 
p Esa ' 

=> > dy > d > 
(3) rt Ad q = 0-0, ay OY: 


Se trata pues de un caso particular del problema del sistema de referencia móvil 
que trataremos en el $ X.4. Nos limitaremos pues aquí a señalar los puntos esen- 
ciales. 

a) Elijamos un punto sa. el y un sistema de referencia ortonormal directo 
cualquiera 2, = (Mg;To, Vos Bo). Supuestas las funciones p y O continuas, el teo- 
rema de Cauchy-Lipschitz (véase tomo 4, teorema 1) prueba que el sistema dife- 
rencial líneal (S) tiene una solución única que verifica las «condiciones iniciales» 


9(S0) = Mo, (50) =“0, 580) =Y0 > Bso) = ho. 


b) Las funciones g, z >, B obtenidas son evidentemente por lo menos de clase 
C1; al suponerse la función p de clase C1, la primera de las relaciones (3) desmuestra 
que * es de clase C? (puesto que su derivada es de clase C*) y la relación (2) mues- 
tra que g es de clase C*, 

Queda por demostrar que la parametrización g define un arco que tiene a (p, 0) 
como ecuaciones intrínsecas . Para ello, basta con demostrar que, para cada sel, 
los vectores 7(5), v(s), Pf(s) constituyen una base ortonormal directa de 63 (puesto 

ue, si es así, la parametrización g es normal y las relaciones (6) prueban que r, 
v, $ son los vectores de Frenet asociados). 

Este resultado es un caso particular del teorema X.4.1; señalemos aquí sola- 
mente que se desprende del hecho de que la matriz de los vectores (dz/ds, dv/ds, 
df/ds) en la base (1, y, $) es antisimétrica. 

El arco y obtenido es evidentemente regular (ya que el vector dg/ds =* es 
unitario) y sin puntos de inflexión (puesto que la función curvatura pes >0). 

Queda pues demostrado el teorema VI.11.2. En realidad hemos demostrado que 
existe un arco único y que tiene a (p, 0) como ecuaciones intrínsecas y que tiene como 
sistema de referencia de Frenet en un punto sy de 1 un sistema de referencia orto- 
normal directo Ry, arbitrariamente dado.) 


Observaciones 


1. Para que el arco v obtenido sea de clase C*, con k > 3, es necesario y suficiente que la 
función p sea de clase C*” y la función 6 de clase C'*-, 
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2. Supongamos dadas dos funciones numéricas cualesquiera p, 0, continuas en el inter- 
valo /, sin que la función p mantenga necesariamente un signo constante. Entonces el sistema 
diferencial formado por las ecuaciones (2) y (3) sigue admitiendo una solución que define un sis- 
tema de referencia ortonormal directo móvil s-+> (2(s); 7(5), Y(s), £(s)). La función g es de clase C? 
y constituye una parametrización normal de un arco regular y; pero el arco y puede tener puntos 
de inflexión (si la función pse anula). Por otra parte, si p(s) 4 0, el vector normal principal aso- 
ciado al valor s es Ys) o —W(s) según que se tenga p(s)> 0 o p(s)< 0. 

En cada subarco sin puntos de inflexión de y, la función curvatura es s+>| p(s)]| y, si este 
arco es de clase C*, su torsión es s+>0(s). 

Diremos por extensión que el arco y así obtenido admite a (p,0) como ecuaciones intrínsecas 
algebraicas. Esta interpretación generaliza el estudio hecho en el caso de los arcos planos en el 
$ VL7. 


Método general de integración 


Designemos por (2, é,, 83) una base ortonormal directa de E, y por 


als) bis) cis) 
Mis) = | axís) bas) cals) 
ads) bis) cals) 


la matriz de los vectores Zo, ON 10) en esta base (s € 1). Se tiene evidentemente 


>> >> 2> 
aj=17.e, b;¡=v.e,, c=P.e (i= 1,2, 3), 


y el sistema diferencial vectorial (3) equivale al sistema diferencial escalar (con 
nueve incógnitas): 


da, db; de; ' 
q 7 bs 77 Pa dc, is = 0% (=1,2,3). 


Se reduce pues el problema a hallar tres soluciones (a;, b;,c;) del sistema dife- 
rencial escalar lineal 


db 
(4) —=pb, q —=pr00, ¿=D 


tales que la matriz .W/(s) sea ortogonal directa. 
La parte bh) de la demostración del teorema VI.11.2 consistía en demostrar que 
si la matriz.W(s) es ortogonal directa para un valor sy de s, lo es para todo valor de s. 
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Se tomará pues un valor sy SI y se supondrá dado el sistema de referencia 
ortonormal directo 2, =(g(sp) ; (50). v(So), P(sp)) lo que equivale a dar un punto 
Mo = g(s0) y la matriz ortonormal directa 


S 40 Bro Co 
M(So) = | Az bz.0 C20 
3.0 B3.0 C3,0 


Seguidamente se determinarán las soluciones de (4) que verifican las condiciones 
iniciales 
A(so) = Ao, b(so) = bio, clso) = Co (i= 1,2,3). 


El arco y buscado queda entonces determinado por la parametrización normal 


g:Mo +f Au) du, 
so 
con > 
As) = ar(s) , + arts) é, + axís) ls. 


En otros términos, las coordenadas x, y, z,en el sistema de referencia 2, de 
la parametrización g buscada son: 


.. 


x(s) = f as(u) du,  y(s) -/ az(u) du,  z(s) -/ ax(u) du . 


so so so 


Caso de integrabilidad 


En el caso general, la integración del sistema diferencial (4) se reduce, mediante 
un cambio de variable, a la de una ecuación de Ricatti (véase [9], tomo 1, cap. II). 
Esta integración no se reduce pues en general a cuadraturas. 

El caso de integrabilidad más elemental es aquél en que el sistema diferencial (4) 
se reduce, mediante un cambio de variable, a un sistema diferencial con coeficientes 
constantes (véase tomo 4, cap. II). Resulta fácil ver que el caso se da si la función 
0/p es constante (por otra parte es el único caso en que dicha función es constante). 

En efecto, si se tiene Ú = kp con k = Cte, el cambio de variable 


s+ o(s) = j p(s) ds 


Propiedades métricas de los arcos 423 


nos lleya al sistema diferencial 

== ls. ==> 
6) > qe e o de 
el cual es de coeficientes constantes. 


Para integrar tal sistema, se buscan soluciones particulares reales o complejas de la forma 


alo) = Ae”, b(o)=Be*", do) = 


con A, B, C, A= Ctes. Se ve inmediatamente que el número A ha de verificar la ecuación lla- 
mada característica 


4 1 0 
(6) 1 4 k|=0. 
0-k 4 


La ecuación (6) admite las tres raíces distintas 


4=0 ¿4=+iy/1+Kk. 
A la raíz 2 =0 corresponde la solución particular constante 
ao)==k, b(0)=0,  cdo)= 

A la raíz ¿=ei YT+ k? (e = + 1) corresponde la solución particular 


alo) =e 0%, b(o)=eiwe 0", cda) =keiw, 


donde, para simplificar, hemos puesto w =/1 + na 
De ahí se deduce que las soluciones reales de (5) son de la forma 


alo) = C, cos (wa) + C, sen (wa) — kCy 
b(o) = — C, wsen (w60) + C, w cos (w0) 
cla) = kC, cos (w0) + kC,sen(wo) + Cy 


donde C,, C2, Cs, designan constantes reales arbitrarias. 
oque sucesivamente C, =1, C¿= C¿=0, después C, = C¿=0 y C¿= 1, y finalmente, 
= C,=0 y C,¿= 1, resulta fácil ver que se obtienen tres soluciones, las cuales definen un sis- 
tema Sa referencia ortogonal; ; de ahí se deduce la solución estándar que define un sistema de 


referencia ortonormal directo E, y, B: 
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1 k 
aj (0) = ys (wa), bi(a) = —sen (wa), cy (a) = q 0os (00) 


alo) = ¿ senos), ba(a) = cos (wa), ca) = Esen (wa) 


ato) =É, bx0)=0, exo) =L. 


Una parametrización del arco y correspondiente queda definida por sus coordenadas en el sistema 
de referencia elegido: 


x(0) = Jaco ds = [cos (00) > 
(7) y(0) = Paso ds = | Sn (00) des 


== ¡s= fdo 
z(s) = fase ds = a ES. 


La determinación del arco y se reduce pues a tres cuadraturas. 

Se observará que la relación az(o) = dz/ds = Cte puede traducirse diciendo que 
el vector tangente ? forma con el tercer eje un ángulo constante. Las curvas que 
verifican una propiedad de este tipo reciben el nombre de hélices. Las estudiare- 
mos en el $ siguiente: ello nos permitirá construirlas más fácilmente que por inte- 
gración del sistema (5). 

Para k = 0, se obtienen curvas planas según era de prever (ya que entonces / = 0). 

Si se tiene p = Cte y U = Cte se obtiene una hélice circular (véase $ 12): Las 
hélices circulares son (juntamente con las circunferencias) los únicos arcos de cur- 
vatura y torsión constantes. 


$ VLI2 HÉLICES EN 6, 
Definición V1.12.1 


Un arco regular y de clase C* recibe el nombre de hélice si sus tangentes 
forman un ángulo constante V con una dirección fija. Esta dirección recibe 
el nombre de eje de la hélice. 


Equivale a decir que la indicatriz de las tangentes es un arco plano (contenido 
en un plano perpendicular al eje de la hélice), por lo tanto un arco de circunferencia 
(puesto que la indicatriz de las tangentes está sobre la esfera unidad). 

Prescindiremos del caso en que Y = 0 (caso en que la indicatriz de las tangentes 
se reduce a un punto y en que el soporte de y es un segmento de recta). 
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Si Y =x1/2,la tangente a y es paralela a un plano fijo (el plano perpendicular 
a su eje) y y es una curva plana. 

Supondremos en lo que sigue, que se tiene 0 < M< 1/2, en cuyo caso diremos 
que y es una hélice propiamente dicha. 


Propiedades características de las hélices 


vI.12.1 Sea y un arco regular y sin puntos de inflexión de clase D* y de torsión 
no nula. Entonces, las cuatro propiedades siguientes son equivalentes: 
a) Las tangentes a y forman un ángulo constante con una dirección fija. 
b) Las normales principales a y son paralelas a un plano fijo. 
€) Las binormales a y forman un ángulo constante con una dirección fija. 
d) La función 0/p es constante. 
(En otros términos, para que y sea una hélice, es necesario y suficiente 
que verifique una de las propiedades b), C), d).) 


Demostración 


e (a) > (b). Z 
En efecto, si (a) se cumple, existe un vector fijo unitario k que verifica 


> 


(1 X.(s) = Cte. 


Por derivación, se deduce para todo valor de s 
2) E. Ms) =0; 


por lo tanto (b) se cumple. 
e (b) > (c). 


En efecto, si (b) se cumple, se tiene (2), de donde 
dr? >> 
¿EBRO = 05) X.5s) =0, 
e 
6) O) = Cl; 
por lo tanto se cumple (c). 
e (c) > (a). 


En efecto, si se cumple (c), se tiene (3); de donde por derivación (ya que la 
torsión 0(s) se supone no nula), 
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De ahí se deduce 


de donde (1). 
e (d) > (a). 


Pongamos 0 = p tg «a (« = Cte). Se tiene entonces: 
do $ 
q sena = Bcos a) = (p sena — Ocos a) v = 0; 


> > 
el vector k = Y sen «a —f cos a es pues fijo y verifica 


lo cual demuestra que (a) se cumple. 

e (a) > (d). 

En efecto, si (a) se cumple, se tienen las relaciones (1), (2) y (3), lo cual per- 
mite poner 


(4) XK =7senu — fcosa, con a=Cte, O<a<mT 


(ya que k es un vector unitario del plano rectificante engendrado por £6) y 5). 
Por derivación se deduce 


(p sena — Ocosa)Y=0, 0 sea 0/p =tgx, 


de donde el resultado. ] 


Á 


Observación. Si se designa por V el ángulo de “com el eje de la hélice (0 < Y; 
< m/2), se tiene (eligiendo convenientemente k) : k.1 =cos V, de donde k.f= 


= + sen Y y 0/p = + cotg Y. 


Generación geométrica de las hélices 


Designemos por y una hélice de clase C* y tomemos un sistema de referencia 
ortonormal (O; L 7 15) tal que el vector k esté dirigido según el eje de la hélice. 
Designemos por y, la proyección de y sobre el plano (O; i, L). 
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Supongamos y definido por la parametrización normal g, de coordenadas 
(x, y, z); se tiene entonces 


dz 
(5) += cos Y 


donde Y designa el ángulo del vector X con los vectores tangentes a y (supuesto 
el vector k elegido de manera que se tenga 0< V< 2/2). 
Se tiene en consecuencia 


dx? + dy? = ds? — dz? = sen? Y ds? 


y la función s, = s sen Y es un parámetro normal en yy. 
La relación (5) implica 


z=5s,cotgV +27, con zpo=Cte, 


lo que justifica la construcción de y a partir de y, (esquematizada en la figura 12): 
sobre la perpendicular al plano (O ; í, j) trazada por el punto M, de y, se lleva una 
longitud M,M igual a una función afín del parámetro s, de M, sobre py. 

Esta construcción muestra que toda hélice propiamente dicha es un arco simple. 
En efecto, la coordenada z es un parámetro admisible en y. 

Designemos por 2 el cilindro recto de base y, y de generatrices paralelas a k: 
las hélices que se proyectan según y, son los arcos trazados sobre 2, cuya tan- 
gente forma un ángulo constante con las generatrices de 2. Un estudio más de- 


Figura 12. 
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tenido permite demostrar que son las geodésicas de 2, es decir las curvas de lon- 
gitud mínima. 

Se pueden realizar materialmente estas hélices trazando rectas sobre una hoja 
de papel y aplicando esta hoja sobre el cilindro (véase la figura 12).Existe en efecto 
una aplicación isométrica M+>M” de Y en una porción de plano 2” tal que 
la imagen de y sea una recta y”. 


Evolventes de las hélices 


Mantengamos las notaciones anteriores y designemos por T(M) la tangente 
orientada al arco y en el punto M = g(s). Esta recta forma con Oz un ángulo 
igual a Y y corta al plano (O; í, f)en un punto y que pertenece a la tangente a y, 
en el punto M, (véase la figura 12). 

Estando la tangente a y, orientada en el sentido de las s, crecientes, se tiene, 
mediante un cálculo fácil 


41M, =MMtgV=2tgV=s, + zotgV, 


o sea, uM,=s, + Cte, y 


de donde resulta que el arco /” descrito por el punto yu es a la vez una evolvente 
de y y de y. E 

Todas las hélices de eje paralelo a k y trazadas sobre el cilindro 2 tienen pues 
la misma familia de evolventes, a saber, las evolventes de las secciones rectas de 2. 


Determinación de una hélice por sus ecuaciones intrínsecas 


Designemos por 7, el vector unitario tangente a y, en el punto M, y por py la 
curvatura algebraica de y, en este punto. 
Manteniendo para y las notaciones usuales, se tiene (véase la figura 12) 


e > 
1= 1,senV + k cos V, 
de donde 


d?, ¿yA a 
rr rd e A 
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designando aquí por Y, el vector normal a y, deducido de 7; por rotación de + 7/2 
(véase $ 6 teniendo en cuenta el cambio de notación). 
De ahí se deduce,en primer lugar, 


a? 
p= £| =1|p1sendV y V=%> 
cone=+1sip >0ye=—1 si p <O0. 
Se tiene pues 
B=7 nv = ek senV — 7, cos V), 
de donde 
df Z, dí, 
ds 7 7 ecos Par => — esenV cos E 
= — esenV cos V p, Y, = — senVcos Vp, Y, 
y finalmente la torsión: 
0 = — p,senVcos V. 


Si se nos dan dos funciones p, 0 tales que la relación 0/p sea constante, podemos 
calcular el ángulo Y y la curvatura algebraica de y, mediante las relaciones 


0 T -0 
cota PS [2] (0<v<3) Y Pr Vicos V 
o sea 
2 2 
PAHO 
ds 1p0] 


Podemos entonces construir el arco plano y, definido por la ecuación intrínseca 
algebraica p,, y de ahí deducir las ecuaciones paramétricas de y utilizando la relación 


z = 5 cotgV + Cte. 


Este método resulta más rápido que el método directo expuesto en el $11. 


Capítulo VII 


Construcción de curvas planas 


Introducción 


Si y es un arco geométrico del plano afín, su estudio teórico se puede completar 
mediante un trazado (por lo menos aproximado) de su soporte, y desde un punto 
de vista práctico, se dice entonces que «se construye la curva y». Este problema de 
construcción es el que vamos a estudiar en este capítulo mostrando, mediante ejem- 
plos, el método a seguir. 

Para hacerlo, supondremos que el «plano» considerado se halla provisto de 
una estructura euclídea (si es preciso orientada); eligiendo un sistema de refe- 
rencia ortonormal (O ; 7, 7) (eventualmente directo) identificaremos este plano con R? 
(o, en algunos casos, con C). Quitando el caso de las cónicas (véase $ 111.4) carece 
en general de interés trazar arcos referidos a sistemas de referencia afines cuales- 
quiera. 

Se observará que el problema de la representación de los arcos de un espacio 
de dimensión > 3 se reduce, en la práctica, a la construcción de sus proyecciones 
sobre planos convenientemente elegidos (esto es el principio de la Geometría des- 
criptiva). En todos los casos se reduce pues el problema a la construcción de arcos 
planos. 


$ VILL UN EJEMPLO DE PARAMETRIZACIÓN CARTESIANA 


Propongámonos el estudio de las curvas de ecuación 


y?=P(x), con Px)=x+px+g  (peR,qeR). 
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Son cúbicas, es decir curvas algebraicas de grado 3 (véase $ V.12). Todas ellas 
tienen al eje Ox como eje de simetría. El procedimiento más rápido para estudiarlas 
consiste en trazar la gráfica de la función y =//P(x) en los intervalos en que 
P(x) > 0 y completar seguidamente por simetría. 

Si q 4 0, se puede escribir 


PO) =Plx*-3 24 +2], 


con 
1/3 e 
El E. ea 
*= (3) E E 


Poniendo y =k%2R y' si k >0, e y =(—kYPP si k<O0, la ecuación y? = P(x) 
equivale a 


y?=x?*-3I 42 si k>0 


y? =-(1 7-31 +2) si k<0. 


Se sigue que (salvo afinidades) se agotan todos los casos posibles estudiando las 
tres familias siguientes de cúbicas con un parámetro (1), (1%) y (C,), definidas 
respectivamente por 


(1) Y*?=P4)=x'-31x+2 (1ER) 
(2) y? = — Pux) (ER) 
(3) y =0y(x) = x* — 3 px (neR). 


Estudio de las cúbicas y? = P,(x) =x* + 3 2x +2 


Pongamos 4 = — 27(2 — 1). Si A >0, P, tiene solamente una raíz real a(2) 
que es simple y tal que a(2) < —2, Si 4 <0, P, tiene tres raíces reales a(2), /.(2), 
y(2), simples y tales que 


add) <-2<0< BA) <1<wHxA). 


Si 4=0, o sea ¿= 1, se tiene: Py(x) = (x— 1)? (x + 2). 
Por otra parte se tiene: Pi(x) = 3 (42 — 2). 
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En todo intervalo en el que es P,(x) >0, la derivada de y = V P(x) viene 


Ps(x); se determina pues inmediatamente su signo y la va- 


dada por y(x) = 
riación de y. Se ve que pueden presentarse cinco casos: 
a 1<0; b2=0; c)0<24<1; di=1; d4>1l 
En cada uno de estos casos las variaciones de y vienen indicadas por los cua- 
dros siguientes: 


aji<o0 
x —00 2113 aa) O +00 
PX) + 


Pix) 


c) 2eJ0,1[ 
x —00 -2 aa) 24 4 YA +0 


Pix) 0 = Y SE 


y 
J Y A 
ba 


ayy 
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di=1 
Ñ% 00 =2 =1 1 +00 
PUx) + 0 =4 + 
PAx) - 0 + 0 + 
a 
ed) 4>1 
x 00 ad) —yá 0 BM) 1 Y2 10) +00 
Pix) + 0 - 0 + 
Pax) 


En cada uno de los cinco casos, la rama infinita obtenida para x > + co es para- 
bólica, de dirección Oy. 

En los casos a), b), c), e), los puntos sobre Ox son de tangente vertical. En el 
caso d), el punto (— 2, 0) es de tangente vertical, mientras que el punto (1, 0) es 
doble, de ramas reales, teniendo las tangentes en este punto por pendientes + // 3; 
por otra parte, entre las /”,, (1,) es la única cúbica con punto singular. 

Se comprueba finalmente que para 4 < 1 (£”) presenta una única componente 
conexa, mientras que para 2 >1 tiene dos componentes conexas, de las cuales una 
es compacta mientras que la otra tiene la rama infinita (1). 


En la figura 1 hemos representado la forma de (7,) en cada uno de los cinco 
casos anteriormente mencionados. En la figura 2, donde se hallan representadas 
todas las formas, se observa la «variación continua» de (7,) cuando 1 describe R. 


() No hay que concluir que la componente conexa compacta sea una cónica: recordemos que si 
una cúbica contiene a una cónica es necesariamente la reunión de esta cónica con una recta: resulta 
entonces que está descompuesta. 
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Curva (1) 
y 


) 


Figura 2. 


NY 
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Estudio de las cúbicas y? = —P,(x) = —x? — 3 1x — 2 


Los cuadros de variaciones de P,(x) antes trazados permiten efectuar un es- 
tudio análogo al anterior, sin nuevos cálculos. Se distinguen aquí tres casos según 
los valores de A; las curvas correspondientes se hallan representadas en la figura 3. 
La figura 4 da una idea de la deformación continua de 1 al variar 4. 


curva (F/) y 


Figura 3 


A 


9 


Figura 4. 


Llegamos a las conclusiones siguientes: 
Para 4 % 1, todos los puntos de (1';) situados sobre Ox tienen tangentes ver- 


ticales. 
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Todas las (1;) tienen (para-x > — co) una rama parabólica de dirección Oy. 

Para ¿< 1, £, presenta una única componente conexa y, para 4 > 1, presenta 
dos de ellas, de las cuales una es compacta; si 4 = 1, la componente conexa com- 
pacta se reduce al punto (1, 0) el cual es por otra parte, un puntordoble de ramas 
imaginarias sobre 1”. Entre las IT”, la cúbica Ii es la única que tiene un punto 
singular. 


Estudio de las cúbicas y? = Q,(x) = x*— 3 px 


Siendo la técnica de estudio la misma, nos encontramos con los tres casos 
4>0,4=0 y <0. Si y >0, la cúbica (Cu) presenta dos componentes conexas 
(de las cuales una es compacta) y si y < 0 (Cp) tiene solamente una componente 
conexa. Todas las Cu tienen (para x + + eo) una rama parabólica de dirección Oy. 
Para ¡4 % 0, los puntos de intersección con Ox son de tangentes verticales. La única 
curva Cu que tiene un punto singular es C, (de ecuación y? = x*), sobre esta curva, 
el origen es punto singular y presenta la disposición de retroceso de primera especie. 
Las curvas (Cu) se hallan representadas en las figuras 5 y 6. 


Curva (C,) 


y 
| 
| 
| 


Figura 5. 


LELONG 11-15 


438 Construcción de curvas planas 


Para terminar, he aquí algunas ideas sobre lo que sería un estudio más profundo de las cúbicas 
anteriores, en el cuadro de la Geometría proyectiva compleja. 

En el plano proyectivo complejo P.(C), sea [la cúbica de la cual una ecuación en coordenadas 
homogéneas en el sistema de referencia canónico es 


X?—-Y?T4+pXT*+qT?*=0. 


La cúbica I” de R?, de ecuación y? =x* + px + q(= P(x)) puede ser considerada como la 
traza de Í' sobre R?%; f recibe el nombre de completada proyectiva de I' en PA(C), y es la 
reunión de los puntos (x,»)eC x C tales que y =x"+ px+q, y del «punto del infinito» 
definido por T=0, X=0. . ás 

Se vería entonces que el punto del infinito de [es punto de inflexión de Í, siendo la tangente 
de inflexión la recta del infinito de C?. 

La determinación de los puntos de inflexión reales de /” se reduce a resolver el sistema: 
(xeR, y"(x) =0, P(x) > 0), equivalente a: 


MS) ba PoO>0 y 


(4) 2P(x) P"(x) — PU(x)? =0. 


La ecuación (4) es de grado cuatro. Cada una de las soluciones de (S) proporciona dos puntos 
de inflexión (salvo si P(x) = 0, en cuyo caso nos volvemos a encontrar con un punto singular 
de 1”). Por lo tanto 1” presenta a lo sumo ocho puntos de inflexión reales. 

Un estudio detallado de las cúbicas Ty, 1” y Cy demostraría fácilmente que 1” tiene siempre 
exactamente dos puntos de inflexión reales. Siendo poco satisfactorio este resultado, resulta pre- 
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ferible buscar todos los puntos de inflexión de Í' en P.(C). Prescindiendo del punto en el infinito, 
estos puntos vienen dados por el sistema 


y? = P(x),2 P(x) P"(x) — P xy? =0 


y esta vez (salvo si f' tiene un punto singular) nos encontramos con que Í tiene siempre nueve 
puntos de inflexión, de los cuales aquí uno se halla en el infinito. Este resultado está esta vez de 
acuerdo con la teoría general de las cúbicas planas de P.(C). (Se demuestra en efecto que toda 
cúbica de P.(C) sin punto singular admite exactamente nueve puntos de inflexión.) Véase 1141. 


$ VIL2 ESTUDIO GLOBAL DE PARAMETRIZACIONES 


El problema que se plantea en la práctica es el de construir la ¿magen TP de una 
aplicación f: D>R?, t+> [X(0, Y(09)], donde D designa un abierto de R. 

En general, se empezará por estudiar las variaciones de las componentes X, Y 
de f, y se intentará descomponer D en intervalos en los cuales cada una de estas fun- 
ciones sea estrictamente monótona. La restricción de f a cada uno de estos intervalos 
define entonces un arco simple. 

En ciertos casos, podrá resultar útil efectuar un cambio de variable (no nece- 
sariamente biyectivo); por ejemplo, el estudio de la parametrización x= sen f, 

= sen? £ (1 e R) se reduce al de la parametrización x =u, y =44 (21 <u< 0D. 

Puede ocurrir que D sea la reunión de intervalos tales que las restricciones de f 
a estos intervalos definan el mismo arco geométrico. En este caso, bastará con hacer 
variar el parámetro £ en uno de dichos intervalos. 

Por ejemplo, si f es periódica y, de período T, basta con hacer variar í en un 
intervalo de longitud T; si, además, f es par, basta con hacer variar t en el inter- 
valo [0, 7/2]. 

Otras consideraciones de simetría pueden permitir todavía reducir el intervalo 
de variación de tf. 


Ejemplo: Estudiar la parametrización x= sen2t, y=cos3t (ejemplo de 
«curva de Lissajous»). 

Puesto que las funciones dadas tienen como período 2 x1, nos podemos limitar 
al intervalo [—x, + 71] (de hecho, el estudio de los puntos dobles mostrará que 
la parametrización obtenida por restricción a este intervalo es propia). Además, 
el cambio de £ por —+ equivale a efectuar sobre la curva una simetría respecto 
a Oy, y el cambio de 1 por x —1 equivale a efectuar una simetría respecto a Ox. 
Basta por lo tanto estudiar el subarco definido por 1 e [0, 1/2] y completar segui- 
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damente por simetría. Las variaciones de x(t) e y(1) en este intervalo se obtienen 
inmediatamente 


ela 


E E 
6 3 


tula 


x ¡AAA 


1 0 
y 0 0 
A 


El trazado hace aparecer puntos dobles, los cuales buscaremos resolviendo el 
sistema: sen 2 f, = sen 2 t,, Cos 31t,=C083 to; t, A to. 
Las dos primeras relaciones se escriben 


(1) sen (t, — t,) cos (t, + 1) =0 
(2) sen[ 30, - 1] sen[ 34, + 1] =0. 


Nos podemos limitar a la determinación de los valores 1, € JO, 7./2[; la relación (1) 
equivale entonces a 


U=4= o (M+6=k5 k=2+0, 
y (2) equivale a 


(1 -2=2k 3» k,=-1,+1 0+2 


(+o2=2k 5, k=-1,0,+1 0+2). 
El sistema 


(==, 1+1=2k3) 
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proporciona dos valores admisibles de 1,, a saber 1, = 1/6 y 1, = 71/2, que corres- 
ponden a los puntos dobles que se ven. 


El sistema 
Tr T. 
(+= Kk13> 4 =h= 2k23 
. E] 
proporciona 1, = (4 kz +3) yn 
de donde los dos valores posibles 1, = + th= > 
De ahí se deduce fácilmente que los cuatro valores 
La 5 7 lr 


4U=%5%, 4=%, 4u==3 


12” 12 


Figura 7. 


En el $ siguiente, estudiaremos el caso particular de las parametrizaciones ra- 
cionales (recibiendo las curvas que definen el nombre de unicursales). 
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Curvas unicursales 


Sea E un plano afín y D un abierto de R. Se dice que una aplicación f: D> E 
es racional si existe un sistema de referencia de £ en el cual las coordenadas de f 
se expresen mediante fracciones racionales del parámetro (en cuyo caso ocurre lo 
mismo para todo sistema de referencia de E). En este caso, el conjunto de defini- 
ción D de f está formado por R quitando un número finito de puntos. 

Se dice que una aplicación racional f: D> E es propia si su imagen admite 
solamente un número finito de puntos múltiples, e impropia en el caso contrario. 

Si f es una aplicación racional impropia no constante, se puede demostrar que 
existe una función racional del parámetro, tal como 0 : 1+>0(t) y una aplicación 
racional propia F de tal modo que se tiene: 


FW = FO] 


salvo para un número finito de valores de f. La imagen de f se halla entonces con- 
tenida en la imagen de F. 

Por ejemplo, la parametrización racional impropia f: x= 1?, y = 1%, se deduce 
de la parametrización propia F: x=u, y =12 poniendo u = 1? 

La imagen de una aplicación racional propia f, eventualmente completada por el 


punto lim f(t) (si existe) recibe el nombre de curva unicursal. 
It] > +00! 
Por ejemplo, la circunferencia unidad es la curva unicursal definida por la para- 


metrización 


Ejemplos 


1. Estudio de la cúbica unicursal de E, definida por 


o P 
“aaa =20 *"a=aa=29 
Se tiene 
ama 724 +11) aa HP 4413) 
“0 aaa? PO Aa 


El trinomio 1? + 41— 3 se anula para 1 = +//7—-2. El polinomio 13 + 1 —1 
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tiene una única raíz real a tal que 7—2< 2< 1. De donde el cuadro de las 
variaciones simultáneas de x e y 


1t|=o =J18 1 0 Y yz. 1 +00 
x(0) - | -0+ + 0 - 
+0 +0 b_>M, +00, 
x0) e 7 
o, =00 S >, 


y M y 
ee a = eS = dl —vo Mi 


yo | - 0 +l+ 0+ [+ 0 - - 


Con la regla de cálculo se obtiene, con una aproximación de 2-10? 


a=0,10, m=0,47, b=-—250, M,=-—2,550, M,=-— 1,60. 


El punto estacionario (para 1 = 0) es un retroceso de primera especie, siendo 
la tangente Ox, ya que y/x=t. 

Las ramas infinitas + =—1, 1=3 y 1= 1 se estudian respectivamente calcu- 
lando y + x, y—4x € y—X, 


P 1 E 
PAS 3 AR AR 
il (1-n(1-2)" * 2 
=P 
IX AED A= 20" 
De donde se obtienen las asíntotas respectivas 
y=-x+1 y=ix—d y y=x+2. 


La posición de la curva respecto a las asíntotas resulta en cada caso poniendo 
h=t+1, h=1—4 y h= 1— 1, respectivamente, de donde 


5 
13, +00), pales =2 E 


2 1E=SE 38 2 6 3 


h + 0(1?) 


y=x=)-qh+ 002). 
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Para determinar los puntos de inflexión, se puede resolver el sistema 


se encuentra de este modo un punto único, obtenido para 1 = 3/2, de coordenadas 
(9/10, 27/20). Pero hubiese sido más rápido, al ser la curva unicursal, proceder 
con ayuda de las condiciones de alineamiento (véase ejercicio V.2) (véase la figura 8). 


Ay 


Figura 8. 
, a ai 15 t-2 
2. Estudiar la parametrización x = __—= y = ——. 
1-8 (1— 1)? 
Se tiene aquí 
y PG-É) 4 13 
E 


de donde resulta el cuadro de las variaciones simultáneas: 
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| -o  -y3 -1 0 1 AB 3 +00 
al -= 0 + + 0 + + 0 - 
| 
+00 00 —27/8 
¿40 B8 a ye FN 
? ai O 
00 = —0 
-1/2 34 -2 -112_1/4 
y ¡0 q 
— 00 00 
a = + 0 - 


Se estudia la rama £= 1 poniendo 1 =1—h, de donde 


1 Y 1 1 
rn —_ +- h, y = ===> 
x TM y 


lo cual prueba que existen dos ramas parabólicas de dirección Oy. 


El trazado hace aparecer un punto doble real. Para determinarlo, vamos a 
resolver el sistema 


(9) (Xt, x(41) = M12), yt) = 117) - 


En los intervalos de definición, las dos últimas ecuaciones se escriben en la 
forma 


((,—=)A(,,1)=0, (1 —1)B(1,,12)=0, 
donde A y B designan polinomios simétricos €n t,, t,. Poniendo P=1, ¿Y S =1, + ta 
se obtiene: A = P2—S? + P, B=P—-28 +3, y la resolución de (./) se reduce, 
pues, a la del sistema 


(9) (3B5S?—-10S+6=0, P=2S-3), 


o sea 


A cada solución de (FJ, la ecuación 
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(1) T?*-ST+P=0 


asocia dos valores f,, tz de 1. Si estos valores son reales y distintos, verifican (7) 
y corresponden a un punto doble. 


a) Para S =(5—//7)/3, la ecuación (1) carece de raíces reales. Sin embargo, 
según vamos a ver, las raices complejas de (1) definen entonces un punto doble 
«aislado» real, que forma parte de la curva unicursal compleja definida, por pro- 
longación, a los valores complejos de 1, de las funciones racionales t+> x(1), 1+> y(0). 

b) Para S=(5-+//7)/3, la ecuación (7) tiene dos raíces reales distintas y 
proporciona por lo tanto los parámetros del único punto doble real de ramas reales. 

Para calcular las coordenadas del punto doble, no es necesario resolver (1). En 
efecto, si 1, y tz designan las raíces de (7) y si O(1) designa un polinomio cualquiera, 
se puede calcular Q(+,) (i = 1, 2) sustituyendo Q(t) por su resto módulo 1? — St + P. 
Existen pues dos funciones homográficas de f, a saber A(1), B(f), tales que, para 
¡= 1,2,se tiene: 


x(t) = Alt). y) = Bl). 


Estas funciones homográficas cumplen evidentemente A(1,)= A(t,), B(t,)=B(t,), 
y por tanto son degeneradas, o sea reducidas a constantes. 
Se tiene aquí 


_ (SP) -SP_P 
A PRI E 


1-2 1 


E E O E 


Las coordenadas del punto doble aislado son, pues, 
1 ñ l=y7 
x=-¿(13+/D, pica, 
y las del punto doble de rama real son 


1 1+ 4/7 
x= 2303 =D, y= 3. (véase Fig. 9) 


Resulta claro que el método expuesto en este ejemplo se aplicaría, en teoría, 
a toda aplicación racional propia 1+> (x(1), y(t)) y permitiría obtener las coorde- 


nadas de los puntos dobles . Se formaría en primer lugar el sistema (4); poniendo 
P=1,f y S = ft, + tz nos reduciríamos a un sistema en P y S. Paracada solución 


Construcción de curvas planas 447 


Figura 9. 


de este sistema. se formaría la ecuación (7), y si esta ecuación tiene dos raíces reales 
(resp. no reales), el punto doble obtenido es de ramas reales (resp. aislado). Las 
coordenadas del punto doble son siempre funciones racionales de S y P. Ello re- 
sulta evidente a priori, ya que son funciones simétricas de las raíces t,, 1 de (1); 
estas coordenadas son en efecto 


Xo = MU1) = x(19) = 3[x(01) + x(0)] 
Yo = M(t1) = y(t2) = 31) + y2)] > 
De un modo general, si M es un punto múltiple de orden k, obtenido para los 
valores ty, to, ..., ty del parámetro, sus coordenadas son funciones racionales de 


las funciones simétricas elementales de 1, ..., tp, y de los coeficientes de las fun- 
ciones dadas x(t), y(%). 


$ VIL3 CONSTRUCCIÓN DE LAS CURVAS PLANAS 
DEFINIDAS EN COORDENADAS POLARES 


En el plano afín euclídeo $, referido a un sistema de referencia ortonormal 
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(0; 7) podemos utilizar coordenadas polares para definir una curva de dos ma- 
neras: 


1. Por una parametrización; se dan entonces dos funciones r(£), 0(t), y la pa- 
rametrización viene definida por +> M(2), con DM(1) =r(1) ú(0(0)) y (0) =1cos 6 + 
+ ¡sen 0, para todo 0 eR. 

Se dice entonces que la curva ha sido definida mediante una parametrización 
en polares; 

2. Por una ecuación implícita en polares de la forma 


F(r,0) =0. 


Por definición, la curva es entonces el conjunto de los puntos M € 6, para los cuales 
uno al menos de los sistemas de coordenadas polares (r, 0) verifica f(r, 0) = 0. 

Si f es suficientemente regular, el caso 2 se reduce localmente al caso 1, por 
aplicación del teorema de las funciones implícitas. Por este motivo vamos a limi- 
tarnos a estudiar los procesos prácticos que permiten descubrir el comportamiento 
cualitativo de una curva definida por una parametrización en polares. 

En la práctica, se presentan muchas veces al estudio arcos definidos por una 
ecuación polar de la forma r =f(0) o 0 = g(r) (caso en que el parámetro es igual 
a una determinación de una de las coordenadas polares). 

El estudio de curvas definidas por parametrizaciones en polares no difiere en 
teoría del que se ha hecho en los capítulos V y VI. Se puede, en efecto, volver 
al caso de coordenadas cartesianas poniendo x = r cos 0, y = r sen 0. Existen, sin 
embargo, algunas técnicas y problemas propios de las coordenadas polares, a los 
cuales vamos a analizar. 

En lo que sigue, designaremos por y un arco simple de clase D?, definido en 
el sistema de referencia ortonormal (O; i, 17) por la parametrización polar 1+> M(0), 
donde 


0) OM) = rie) 0(0)) 


siendo r(t) y 0(t) funciones dos veces derivables en un intervalo /. 
Recordemos que la aplicación 0 ES (0) de Ren E, es indefinidamente derivable 
y que se tiene (poniendo 1(0) = —Ísen0 + Jcos 0) 


2n+1 


qa HO) = (- 130), 


para todo neN. 
Utilizando estas relaciones, se deducen de (1) las siguientes: 


2) ra 


= 180) = (- 120), 
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om 
(3) 2 = (1 —1r07)d+(r0" +21 07, 


(siendo las derivadas respecto a la variable 1). 


Estudio en el entorno de un punto ordinario 


Si el punto M(1) es ordinario (lo cual significa que r'() y r0'(£) no son a la vez 
nulos), la relación (2) muestra que la tangente By u y en M está dirigida por el 
vector de componentes (7“(t), r9'(1)) en la base (i, 0). La pendiente p de esta tan- 
gente en la base (1, 7) viene definida, cuando r'(t) +0, por 


E rO(0) 
ro 


En otros términos, el ángulo orientado de la recta Ba, con la recta 
D,= (0, iX0))> 


viene definido por 


(Ds. Tm) = Y (modn), 


donde V designa un real cualquiera que verifica 


ri 


0(t) g 
0) (véase Fig. 10). 


teV=p= 
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Recordemos que si y está orientado en el sentido de las £ crecientes y si 7 designa el vector 
unitario de la tangente orientada en M, el ángulo del vector Y con u(0) viene definido por 


(10), 7) = Y (mod 21), 
donde el real Y debe verificar 


. r0 
senV = 


yYr?+ r0? ? 
(véase $ VL6). 


Se observará que la tangente en el punto M(t) pasa por el origen si, y solamente 
si, se tiene 0'(t) = 0. 


Caso en que y pasa por O 


Sea tp €f tal que r(t,) =0, es decir tal que M(t,) =0. Al ser las funciones r 
y O continuas, se tiene 


Jimr()=0, — lim0() =0(0). 


> to 


Del teorema V.6.3, se deduce que todo subarco compacto de y que pasa por O 
tiene a la recta Do, como tangente geométrica en el punto O (y esto sin ninguna 
hipótesis de diferenciabilidad sobre las funciones r y 0). Este resultado se cumple 
incluso cuando O es un punto estacionario de y. 

En el caso en que el parámetro í es igual a una determinación continua del 
ángulo O y en que y viene definido por una ecuación polar de la forma r = r(0), 
se ve de este modo que las raíces de la ecuación r(0) = 0 son los ángulos polares de 
las tangentes a y en el punto O. 


Ejemplos 


l. La /emniscata de ecuación polar r? = cos 20 admite como tangentes en el 
origen a las rectas de ángulos polares = 1/4. 

2. La curva de ecuación polar r=|0 |? admite al eje Ox como tangente 
geométrica en el origen. 

Volviendo al estudio general de un punto ordinario, vamos a estudiar los puntos 
de inflexión de y y su concavidad respecto al origen. 
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Puntos de inflexión 


Según (2) y (3), una condición necesaria y suficiente para que M(t) (supuesto 
ordinario) sea punto de inflexión de y es £(1) =0, con 
r0' 


r 
Eye rr —r0? r0+2r0' 


Desarrollando, se tiene 
EnN=rP? 00 + r0-,)r"04+2r?0'. 


En el caso particular importante en que y viene definido por una ecuación 
polar de la forma r = r(0) (caso en que 0 = 1), la expresión de E se reduce a 


(4) E(0) =P? +21? — rr 


Si, además, la función r(0) no se anula en, / se puede poner p(0) = 1/r(0); 
mediante un cálculo sencillo se obtiene (véase $ VL4) 


1 
"20 


(5) E(0) = (00) + 9”(0)) 


La relación (5) resulta muchas veces útil en la práctica; por ejemplo, los puntos 
de inflexión de la curva de ecuación r(0) = 1/(cos0 + cos 40) se obtienen resol- 
viendo la ecuación 


2 
cos 0 + cos 40 + JE (cos 0 + 00540) =0, 


o sea. cos4() =0. 


Concavidad respecto al origen 


Supongamos que el punto M(t) sea distinto de O y no sea punto de inflexión 
de y. Diremos que el arco y vuelve, en este punto, su concavidad hacia O si, en el 
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entorno de este punto, el arco y se halla del mismo lado que O respecto a su tan- 
gente. Según el estudio hecho en el $ V.9 y en el $ VLS, ello equivale a decir que el 
punto P definido por MP = d*0M/df? queda del mismo lado que O respecto a 
la tangente Tar. 

En el caso contrario (es decir si O y P se hallan separados por Gr) diremos 
que y vuelve su concavidad_lado opuesto de O. 

Sea W el vector — r0'(Yu + r'(£)o, ortonormal a dOM/d:. Resulta claro que Y 
40M 

di? 


vuelve su concavidad hacia O (resp. hacia el opuesto de O) si MO.W y 


son del mismo signo (resp. de signos contrarios). Mediante un cálculo fácil se tiene 


MOV =r0(0, 


de donde, poniendo 


—> —>. 2, — 
H() = (MO.W) (E0%. 7) 


luego 
H() = 1? 0(0) El0) . 


El signo de H(+) determina pues la concavidad respecto a O en el punto M(1). 
Si £ =0 para t € 1 (de donde 0' (t) = 1), se tiene 


H(0) = r?(0) E(0)» 


y el signo de E(0) determina por lo tanto la concavidad respecto a O. 


Estudio de un punto estacionario 


Si el punto M(t/) es estacionario en y,el método general de estudio consiste 
en pasar a coordenadas cartesianas y en aplicar los métodos del capítulo V, $9. 

Sin embargo, cuando el punto estacionario M(1/) está en O, el arco y tiene en 
este punto la tangente geométrica Do, (véase anteriormente) a reserva, si es pre- 
ciso, de sustituir y por un subarco adecuado. 
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Estudio de las ramas infinitas 


Supongamos las funciones £+> r(t) y 1+>0(1) definidas y de clase D* (k > 2) 
en un conjunto de la forma 7. (fp), donde 1 es un intervalo abierto que contiene 
a tp, y sea T' el conjunto imagen de la aplicación 1+> M(t) definida por 


OM) = r(1) 440) . 


Se dice que /' presenta una rama infinita para 1 = ty si se tiene lim| r(1)] = + oo. 
1>to 

Nos proponemos estudiar la forma general de una tal rama. Para que esta rama 

tenga una dirección asintótica, es suficiente (*) que la función 0 tenga un límite 0, 

en el punto t, (ya que entonces la función 1+>y(1)/x(1) tiende hacia tg 0, si cos 0, 


%0 y hacia infinito si cos 0, = 0). La dirección asintótica es entonces la del vec- 
tor 1(0,) (véase la figura 11). 


Figura 11. 


Supongamos, pues, la existencia de 0, = lim 0(1) y sea H(t) la proyección orto- 


1>ta 
gonal del punto M(t) sobre la recta 1, = (O; D(0,)). Se tiene 


OM.3(0,) = r(1)sen(A1) — 00), 


o sea, orientando a la recta 4, según D(0p), 


(2) 'Se puede demostrar que esta condición es igualmente necesaria. 
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(6) r(t) sen(0(1 a 


El estudio de la función OH en el entorno de 1 = ty permite, en los casos sen- 
cillos, determinar el comportamiento de 7”. 


a) Silim|OH|= + <o, se dice que /' presenta ramas parabólicas en la di- 


Sha 
rección de Ap. 
b) Si lim OH existe, llamémosle h. Larecta D, de ecuación 


1>to 


OM.$(00) = h 


es asíntota a 1. Sk 

En efecto, la distancia de M(t) a D, es igual a| OH — h| y tiende, por lo tanto, 
hacia cero cuando 1 tiende hacia fp. 

El estudio del signo de OH — h permite obtener la posición de /” respecto a 
D, en el entorno de fp. 


Observación. En la práctica se presentan a menudo las condiciones siguientes: 


— la función 0(t) admite en £ = £, desarrollos limitados hasta cualquier orden; 
— existe un entero q >0 tal que (1 —1,)*r(t) admite en 1=1, desarrollos 
limitados hasta cualquier orden. 


En este caso, se recomienda buscar un desarrollo limitado de OH en ty hasta 
un orden conveniente, más bien que estudiar sucesivamente lim OH y (caso nece- 


ue 1>%o 
sario) el signo de OH — h. La técnica es aquí análoga a la expuesta en el capítulo V, 
$10. 


La función angular Y 


Sea y un arco plano definido, en un sistema de referencia ortonormal 4, por una 
parametrización ordinaria 1+> (x(£), y(t)) (t € 1). Resulta natural preguntarse si un 
tal arco admite, en el mismo sistema de referencia, una parametrización en polares 
th (r(0, 0(0)) (tel). Si tal parametrización existe, tiene que verificar 

(Wel) x() =r(D) cos (0) y v(1) = r(t) senó(1), 
o sea 


(MEN x0+i0 =ng e". 
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Si el arco y no pasa por el origen, el teorema del levantamiento VI.6.1 propor- 
ciona una respuesta positiva al problema propuesto: basta con tomar como r la 
función 1+>(x*(1) + y?(1)) 2, y como 6 una de las funciones continuas en / que 
verifican 


io —_ Xx) + iy(0) 
7) 


Además, si las funciones dadas x(1) e y(1) son de clase C* (resp. D*], lo mismo 
ocurrirá con las funciones r(1) y 0(0). 

Todo arco geométrico de clase k que no pasa por un punto O admite pues una 
parametrización en polares de clase k en un sistema de referencia ortonormal cual- 
quiera de origen O. 

Investiguemos ahora si la función angular 0 (definida módulo 21) define un 
cambio de parámetro admisible en y. Para ello es necesario y suficiente que se tenga 
0'(1) 4 0 para todo tel. 

Ahora bien, se tiene 


rdr=xdx+ydy y 5?d0=xdy— ydx, 
de donde 


y, si el punto M(t) (de coordenadas x(1), y(1)) no es punto estacionario de y, la 
relación x(£) y (1) — (0) y(0) = 0 significa que la tangente en este punto pasa por 
el origen. Estableceremos la siguiente condición: 

Para que un arco regular admita, en un ema de referencia ortonormal de ori- 
gen O, una ecuación polar de la forma r = g(0), basta con que no pase por O y que 
no tenga ninguna tangente que pase por O. 


$ VIL4 EJEMPLOS DE CONSTRUCCIÓN DE CURVAS 
DEFINIDAS EN COORDENADAS POLARES 


En los ejemplos que siguen, se fija de una vez para siempre un sistema de refe- 
rencia ortonormal (O; í, 7 en Ez. 


Ejemplo 1. Curva definida por 


456 
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EUR TA (06 R,cosU + cos40 4 0). 


La función r(0) es periódica de período 2 y par. Basta con hacer variar 0 en 
[0, 4] y completar el conjunto imagen obtenido, por simetría respecto a Ox. 
a) El signo (*) de r es inmediato, ya que se tiene: 


cos 0 + cos40 = 209 32, 
2 2 
Este signo viene dado por el cuadro siguiente 


ula 


E 
3 


ni 
+ 
8 
+ 
8 


—00 


0 —00 


Mediante un cálculo elemental se tienen los resultados siguientes 
; Ed % 
— poniendo t =ÓÚ ——, se tiene 


== —L— 142 9 ES 
da qa [+2 +0 |: 
5 cos 35 


, ES . 
— poniendo 1 =0— —, se tiene 


(1) Más que el sentido de la variación de r(0), lo que importa es conocer el signo de esta función 
para poder efectuar un trazado cualitativo. 
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243 _3 E 
rsent = mn) 31 +00; 


s 37% a 
— poniendo t=0— > se tiene 


9T 
5 cos <p 


1 3 91 Ñ 
rsent = E 


— poniendo 1 = xx —Ú, se tiene 


2 1 
rsen(0— 1) = — rsent = 157 + o(»)- 
Se conciuye que existen asíntotas para 
aa3a 
lp 


y una rama parabólica de dirección Ox para 0 = TI”. 
La determinación de las asíntotas se efectúa sin dificultad mediante las rela- 
ciones anteriores, tal como se ha explicado al final del $ 3. 


e) La concavidad respecto al origen se estudia poniendo 


1 
0) =q ost cos ti8 


y estudiando el signo de 
p(0) + p"(0) = — 15cos40. 
Se ve que existen cuatro puntos de inflexión (cuando 6 e [O, ]) obtenidos para 


a3a5a 7x1 
8 8” 8” 8 * 
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d) Los puntos dobles se obtienen haciendo variar Ú en j]—=, 10] y buscando 
los pares 0', 0” de valores de 0 tales que 0” =0' + xx y r(0') =—r(0”). Se llega 


así a la ecuación cos 409 =0 y se concluye que existen cuatro puntos dobles ob- 
tenidos para 


que son también los puntos de inflexión. 


Figura 12. 
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e) La curva es algebraica, e incluso unicursal: de x= r cos 0, y =rsen 0, se 
deducen, en efecto, expresiones racionales de x e y respecto a u= tg (0/2). La ecuación 
cartesiana irreducible de la curva se obtiene mediante los cálculos siguientes: 

r(cos 0 + cos40)=1, rcosó=x, 
*+y-6x y? 
(1? + y?) 


cos40 = 


de donde resulta la ecuación 
(— 19 (+ y? — (+ y 6x2 y? =0. 
(véase la figura 12). 
Ejemplo 2. Estudiar la curva definida por 
3 3 


0= r _ Fr 
P=2r+1 (-D(?4+r-1) 


El método consiste aquí en estudiar las variaciones de la función 0 =(r). De 


PG -4r) 


POR 


se deduce el cuadro siguiente 


A =/5 e 
r|-w 1254 0 1445 3/4 1 008 
Fr) + + + 0 a ce 
o) +0 =41 


IS A AS SS 


a) En cada intervalo en el que f(r) sea estrictamente monótona, se considera 


la función recíproca r =y(0) y se aplican los modos de construcción utilizados 
en el ejemplo 1. 
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b) Sea r, uno cualquiera de los valores de r, tales que 0(r) tiende hacia 
cuando r tiende hacia r,. Para cada uno de estos valores, la circunferencia r ro 
es una circunferencia asintótica, alrededor de la cual la curva se enrolla indefinida- 
mente. Se obtienen aquí tres circunferencias asintóticas, de radios respectivos 


Y 3—DJ2 1 y (/5 + DJ. 


c) Para estudiar las ramas infinitas (obtenidas cuando r+>-+ 00), se efectúa 
un desarrollo limitado generalizado de r sen (0 — 1) respecto a r hasta el orden 1, 


O sea: 
rsen(0 — 1) = E + o() ; 
r r 


00 


Figura 13. 


Las flechas proporcionan el sentido del recorrido cuando se hace variar r desde — oo hasta + oo. 
Las tangentes particulares están marcadas con el simbolo —=. 
Las rectas o circunferencias asintóticas están marcadas con el símbolo <->» . 
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De ahí se deduce que la recta de ángulo polar 0 =1 que pasa por el origen, 
es la única asíntota; la posición de la curva respecto a esta asíntota viene dada 
por el desarrollo obtenido. En la figura 13 hemos representado la marcha aproxi- 
mada de la curva. 


20 
Ejemplo 3. Estudiar la curva definida por r = sen A (0 ER). 


La función r(0) es impar y su período mínimo es 3 x.. Se obtiene el mismo 
punto del plano cambiando Ú por 0 + 61; por ello estudiaremos el arco obtenido 
haciendo variar 0 en [— 3 x, 3 1]. 


a) Reducción del intervalo de estudio: 
— al ser impar la función r(0), basta con estudiarla para 0 € [0, 371] y luego 
completar la curva obtenida por simetría respecto a la recta Op; 


— se tiene: 
r(0) = ($7 E 0) ! 


de donde se deduce que la recta D tal que (Ox, D) = 3 x1/4 mod (1) y que pasa 
por O es un eje de simetría de la figura. 

Esta simetría, y la simetría respecto a Oy engendran un grupo G de ocho ele- 
mentos de isometría vectoriales del plano (G es el grupo de las isometrías que dejan 
un cuadrado globalmente invariante; véase tomo 1, p. 87). La figura es pues inva- 
riante en G. Finalmente, basta hacer el estudio para (0 e [0, 3 7/4] y completar 
la curva obtenida aplicando las operaciones de G. 


b) Estudio en [0, 3 1/4]: El signo de r viene dado por el cuadro siguiente: 


para 0 =0, la tangente es la recta Ox. Para 0 = 3 1/4, la curva es tangente a la 
circunferencia unidad (puesto que la derivada r'(0) es nula en este punto); el punto 
de contacto es el punto de coordenadas polares (r = 1, 0 = 3 2/4). 


e) Busquemos los puntos múltiples del arco 1” obtenido al hacer variar 0 en 
| 3x, 311. 
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Se ve en primer lugar que el origen se obtiene para Y =— 3 2/2, 0, 3 a/2 y 37: 
es un punto de multiplicidad 4. 
Existen además ocho puntos dobles que se obtienen buscando los reales 


0e]—-3x,3 1] tales que 0+2xe]—3x, 311] y r(0) =r(0 +23), o tales que 
0hae]—32,31] y r(0) =—r(0 + 21). Resolviendo las ecuaciones 


20.4 20 20 21 
sono — sen( + 7) y E 


se obtienen los 8 puntos dobles siguientes (para cada uno de los cuales hemos dado 
los dos valores correspondientes de 0 e] —3x, 3 x1]): 


Tr n 3n Sn a A sa mE 
(- 4 4pV 434) 
Can. (-3,5). (7,27), (es) 


(véase la figura 14). 


Ar 


N 
O 


Figura 14. 
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$ VIL5 EVOLUTAS, EVOLVENTES, CURVAS PARALELAS 
Evolutas 


En el plano euclídeo 6,, consideramos un arco y de clase k > 3, regular y sin 
puntos de inflexión, y, para empezar, supongamos que y sea simple. Designemos 
entonces por 2, el centro de curvatura de y en M. Sif: I> 6, es una parame- 
trización admisible de y, la aplicación y : [> Ey, > Qu es de clase k-—2; 
el arco 2,, de clase k —2, definido por esta parametrización es, evidentemente, 
independiente de la parametrización elegida f.Este arco 2, recibe el nombre de 
evoluta del arco y. 

Si y no es necesariamente simple, designemos por g: J> 6, una parametri- 
zación normal de y. Para todo s € J, pongamos As) = g'(s), y, una vez orientado 
arbitrariamente 6,, designemos por 1(s) el vector normal unitario deducido de (5) 
por rotación de + 1/2. Estando definida la función radio de curvatura por 


(VWseJ) gs) = 


la función centro de curvatura queda definida por 


(1) (Vs EJ) Q(s) = g(s) + RI) WS) |; 


llamaremos evoluta de y al arco 2, de clase k—2 definido por la parametrización 
s+> Qs). 
Si y es un arco simple, nos encontramos de nuevo con la definición anterior. 


Observación. Ya que por hipótesis y no tiene puntos de inflexión, la función 
curvatura p es en todas partes no nula sobre J y mantiene un signo constante. 
Se podrá pues suponer siempre que se ha orientado 6, de manera que esta función 
sea > 0: por ello no hacemos aquí distinción entre «curvatura algebraica» y «cur- 
vatura aritmética» (véase $ VI.5). Por esta razón, el vector normal deducido de 7 
por rotación de + 1/2 se designa aquí por ; el sistema de referencia ortonormal 
(M;7, 5) (donde M= g(s)) será llamado simplemente sistema de referencia de 
Frenet ligado a la parametrización g. 
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Propiedades de la evoluta 


Supuesto el arco y de clase k > 3, la función R es derivable (por ser de clase 
k —2), y, para todo s €J, se tiene (por derivación de (1) 
ñ y MaS dr 
Q(s) = g(s) + RAS) íS) + RG 
= Us) + R(s) As) — As), 


O sea 


(2) 05) = Río) |. 


De esto se deduce: 


a) Si s varía en un intervalo en el cual se tenga R'(s) 4 0, se obtiene un 
subarco regular de la evoluta; la tangente a 2, en el punto 2(s) es la normal a Y 
en el punto (*) M = g(s) (véase la figura 15); para este arco de evoluta, la fun- 
ción s+> R(s) es un parámetro normal. 


y 


Figura 15. 


b) Los puntos (*) estacionarios de la evoluta corresponden a los valores de s 
tales que R'(s) =0. 


() En rigor, sólo se puede hablar de punto de un arco cuando este punto es simple. Pero este abuso 
de lenguaje es casi inevitable, sopena de recargar considerablemente los enunciados. 
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Observaciones 


1. Si y es un arco orientado, definido por una parametrización normal g, se 
conviene en orientar 2, en el sentido de las s crecientes. 
2. La evoluta de un arco simple no es necesariamente un arco simple. 


Tangente a la evoluta en un punto estacionario 


Manteniendo las notaciones anteriores, supongamos que y es de clase D*, con k >4, y sea 
sy un valor de s, tal que R'(sp) = 0, o sea tal que el punto (sp) sea estacionario sobre 2,,. Deri- 
vando (2) se obtiene 


de donde, para s = Sp, 
2"(59) = R*(so) Mo) - 


Si R'(sp) % 0, el arco 2, admite todavia la normal a y en el punto g(s,) como tangente gene- 
ralizada (véase $ V.6). Se puede demostrar que sigue ocurriendo lo mismo si existe un entero 
p< k—2, tal que se tenga 


R'(so) = R'(sp) == RY7Msp) Y Rs) A0. 


Arcos paralelos a un arco dado 
Definición VH.5.1 


En el plano euclídeo orientado 6, sea y un arco regular y orientado de 
clase k > 2, definido por una parametrización normal g : J => 6; para 
cada s e J, sea (M; (5), Ms) el sistema de referencia de Frenet asociado 
a esta parametrización (o sea el sistema de referencia ortonormal de ori- 
gen M = gls) definido por 


Ys) = g(s) y (Hs). Ks) = 1/2 (mod 2 1). 


Un arco paralelo a y es un arco de clase k— 1 definido por una parame- 
$ trización de la forma: 


II OO) 
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? donde ae R es una constante real arbitraria. 


Para a=0 se obtiene el mismo arco y (o, más exactamente, el arco de clase 
k— 1 definido por la parametrización g). 

Designaremos por ), el arco paralelo a y definido por la parametrización Es 

Si aeR es fijo, es evidente que el arco y, no depende de la parametrización 
normal g elegida. Intuitivamente, se obtiene y, llevando la longitud constante a 
sobre la normal orientada a y. Además, cuando a varía, la familia (y.)aeg de los 
arcos paralelos a y no depende ni de la orientación de y, ni de la de 6, (el cambio 
de una de estas orientaciones por su opuesta equivaldría a cambiar Ya POr y_4). 


0) = 
Figura 16. 
Propiedades 
Derivando la función g, definida por (3) se obtiene 
(4) gas) = g(s) + a z = [1 — ap(s] (5). 


donde p designa la función curvatura algebraica de y definida por d?/ 
que verifica d%/ds=— p? (véase $ VL4 teniendo en cuenta el cam” 
ciones). 


e Si apí(s) + 1, se ve que y, admite, en el punto M, = g,(s), una tangente 
paralela a la tangente a y en el punto M = g(s) (véase la figura 16). Esta propiedad 
justifica el nombre de «curva paralela a y». 
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e Si apí(s) = 1, el punto M, = g,(s) es un punto estacionario de y.. Se obser- 
vará que esta condición se cumple si (y solamente si) p(s) 4% 0 y si el punto M, 
es el centro de curvatura de y en el punto M (ya que la condición ap(s) =1 equivale 
a a= R(s), con R(s) = 1/p(s). 

Si el arco y no tiene puntos de inflexión, los puntos estacionarios de los arcos 
paralelos a y son pues puntos de la evoluta de y. 


Un cálculo fácil (análogo al que se ha hecho para la evoluta) prueba que en un punto esta- 
cionario M4, el arco y admite en general una «tangente generalizada» paralela a la tangente 
en Ma y. 


Eyolutas de los arcos paralelos a y 


Supongamos ahora que y sea de clase k > 3 y sin puntos de inflexión; la fun- 
ción curvatura p es entonces derivable y la función R= 1/p (radio de curvatura) 
está bien definida. Al ser fijo el número real a, consideremos un subarco simple 
y regular 1, de y, (por lo tanto tal que se tenga R(s) + a para todo s pertene- 
ciente al intervalo considerado). Por derivación de (4) se obtiene 


dm, 


> gis) = — ap(s) Us) + pls) (1 — apís)) COM 


(5) 


Puesto que las funciones p y 1 — ap no se anulan, las relaciones (4) y (5) demuestran 
que los vectores g/(s) y gá(s) no son nunca colineales, o dicho de otro modo, 7”, no 
admite puntos de inflexión. 

La curvatura de 7”, en el punto M, = ga(s) es 


[9,(s), 9a(s)] _ p(s) DL — ap(s)] 
lg. [P (1 — apís)? 


p(s) 1 


"1d Ra" 


En otros términos, el radio de curvatura de 7”, en el punto M, = gal(s) es 
R(s) — a. De esto resulta que el centro de curvatura de IT”, en el punto M, es el 


punto 


Q(s) = M, + (R(s) — a) Ms) = M + Rí5) Ms) - 


468 Construcción de curvas planas 


El centro de curvatura de IT, en el punto M, coincide pues con el centro de cur- 
vatura de I' en M y es por lo tanto independiente de a. 

La evoluta de 7”, y la evoluta del subarco correspondiente y se hallan pues 
definidas por la misma parametrización 


s+ Q(s) = M + Rí(s) Us) . 


Pero para poder decir que los arcos geométricos constituidos por estas evo- 
lutas son los mismos, hace falta que sean de la misma clase k. Ahora bien, por 
convenio, la evoluta de y es de clase k—2 y (puesto que f”, es de clase k— 1) 
la evoluta de 7”, es solamente de clase k — 3. Esta dificultad desaparece si se su- 
pone a y de clase C”, en cuyo caso todos los arcos considerados son también de 
clase C”. Además, en este caso, la relación entre 1” y T, es simétrica (es decir, /” 
es un arco paralelo a /”,). Se tiene, pues, 

Dos arcos paralelos, de clase C”, regulares y sin puntos de inflexión tienen la 
misma evoluta. 


Evolventes 


Manteniendo las notaciones e hipótesis de la definición VI.5.1, recordemos que 
una evolvente de y es un arco de clase k — 1 definido por una parametrización 
de la forma 


(6) hs + g(s) + (a —s) Us), 


donde aeR designa una constante arbitraria (véase $ VI.3). 
Intuitivamente, las evolventes de un arco se obtienen llevando sobre las tan- 
gentes orientadas a y una longitud opuesta a la abscisa curvilínea s— a. 


Observación. Si se cambia la orientación de y por su opuesta, el vector *(s) 
queda cambiado por — *(s) y el parámetro normal s queda cambiado por — s+-Cte. 
Se obtiene pues la misma familia de evolventes. 


Propiedades 


Designemos por d, al arco definido por la parametrización h,. Por derivación 
de (6) se tiene 


7) hi(s) = g(s) — Us) + (a — s) p(s) Ms) = (a — s) p(s) $Ms) 
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e Si s a, la evolvente 0, tiene por normal en el punto P, = h,(s) la tan- 
gente a y en el punto M = g(s) (véase la figura 17). 


e Si s=a, el punto P, = h,(s) es un punto estacionario de 04. 


Se puede demostrar que en un punto tal,el arco d, tiene todavía una tangente 
generalizada paralela a la normal a y en M. Para simplificar, supongamos ahora 
que y sea de clase C*”; las evolventes de y son entonces de clase C*% y se ve inme- 
diatamente que las evolventes de y constituyen una familia de arcos paralelos; o 
sea, con más precisión 

Si y es un arco regular de clase C* y si Ó es una evolvente regular de y, las res- 
tantes evolventes de y son todos los arcos paralelos a 0. 


Figura 17. 


Relaciones entre evolutas y evolventes 


Supongamos que y es de clase k >3 y orientemos momentáneamente a la 
evolvente 9, de manera que su vector unitario tangente sea 7%, = —?; la normal 
unitaria orientada de ó, es entonces Y, =7 y los parámetros normales a de d, 
verifican 

do _ 


dy 7 67 DP). 


Suponiendo d, regular y tomando un parámetro normal o sobre ó,, se tiene 


de, dy X d+ 1 Y, 
do do (a—=s)p(s)ds  a=s s=a' 


LELONG !H1-16 
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La curvatura algebraica de ó, en el punto P, = h,(s) es pues igual a 1/(s—a) 
y su radio de curvatura algebraica es 


Rs) =s-—a=P,M 


(estando tomadas las medidas algebraicas según el vector + = 7,). De ahí resulta 
que el centro de curvatura de 0, en el punto P, es el punto M de y. 

En consecuencia, la evoluta de 0, es (de acuerdo con los convenios estable- 
cidos) el arco de clase k— 3 definido por la parametrización normal g. 

Si y es de clase C”, la evoluta de 9, es pues el mismo arco y. 

En resumen, si y es un arco regular de clase C” y si se hace abstracción de las 
dificultades originadas por los puntos estacionarios o de inflexión de las curvas 
obtenidas, se puede enunciar: 


e Dos arcos regulares paralelos a y son paralelos entre sí. 
e Todo arco regular paralelo a y tiene la misma evoluta que y. 


e Las evolventes de y constituyen una familia de arcos paralelos que tienen todos 
a y como evoluta. 


e Las evolventes de la evoluta de y son los arcos paralelos a y. 


Ejemplos 


En los ejemplos que siguen se definirán los arcos mediante una parametriza- 
ción en un sistema de referencia ortonormal directo (O ; 7, /) del plano afín euclídeo 
orientado 6. 


l. Evoluta de la elipse y: x=acost, y =bsent, teR, 0 <b<a. y es un 
arco cerrado simple de clase C”” y sin puntos de inflexión. 

Las coordenadas (xo, Yo) del centro de curvatura /2 en el punto de paráme- 
tro £ son 


(8) 
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Elarco definido por (8) cuando + recorre R es cerrado simple; posee cuatro puntos 
estacionarios obtenidos para £=0, 7/2, x, 3 71/2. El estudio de estos puntos es 
inmediato, 


— para 1 =0, se tiene 


— y para t=x/2 


T T a -— 
(8) 0 ral) 232. 


Se deduce de ahí fácilmente la construcción de los centros de curvatura en los 
vértices A BA! B' de y (véase la figura 18); pongamos A = M(0), B= M(x/2) y 
designemos por / el punto de coordenadas (a, b); los centros de curvatura P, 0 
de y en los puntos A, B son los puntos de intersección de la perpendicular a la 
recta AB que pasa por /, con los ejes Ox, Oy. 


Figura 18. 
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2. Arcos paralelos a la elipse y definida en el ejemplo 1. 
Orientemos a y en el sentido de las £ crecientes. Designando por (1) el vector 


normal en M(t) a y, los arcos paralelos a y están definidos por las parametriza- 
ciones de la forma 


1+> P(0) = M(O) + MD. 


donde / designa una constante arbitraria. 
Poniendo E(t) = a? sen? 1 + b?cos? 1, las coordenadas (X(+), Y(1)) del punto 
P(t) son 


(9) X(1) = cos t[a — blE(0)7"?], Y(0 = sent[b — alE(0) 7]. 


Para estudiar el arco definido por (9) se hace variar 1 en [O, 7/2], después se com- 
pleta con ayuda de las simetrías respecto a los ejes de coordenadas. Poniendo 


H(0) = abl — (E(09y?, 
se tiene: 
E'(t) = 2(a? — b?) sent cost, 
H(t) = — 3(a? — b?) (E(0)'? sent cost, 


de donde se deduce 


X'(1) = asent(E(0) 9? H(0, 
Y (1) = — beosi(E(0) 9 HD. 


Los puntos estacionarios corresponden a los valores de 1, tales que H(1) = 0. 
Sobre [0, 1/2], la función 1+>H(t) decrece estrictamente desde abl—b* hasta 
abl — a?. Para te [0, 7/2] existe pues un punto estacionario si y solamente si 


Al no tener la elipse y puntos de inflexión, los puntos estacionarios de las para- 
lelas de y están situados sobre la evoluta de y. 

Vamos a estudiar el punto estacionario cuando se tiene b/a< 1< a?Jb (el 
lector podrá hacer un estudio análogo para /= b*/a y 1= a?/b). Sea 1, € JO, 71/21 
el valor de f correspondiente a este punto estacionario. 
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Para te ]0, 7/2[ y : X tp, se tiene 


; Y(0) b 
XAO Xx0 ota Ra 

La función Y'()/X'(t) se prolonga pues por continuidad en JO, /2[ en una 
función estrictamente creciente (y de clase C”), que varía desde — co hasta 0. 

Se deduce de ahí que la pendiente de la tangente en el punto estacionario es 
— bla cotg 1, y que la disposición es la del retroceso de primera especie. 

Se deduce también que para 7 e JO, 7/2[, la paralela obtenida es un arco simple, 
lo cual hace evidente el estudio de los puntos múltiples de la paralela entera. La 
figura 19 muestra los distintos casos que se presentan. 


..- evoluta de la elipse y 


Para 1= b*/a (resp. 1=a*/b), la paralela presenta dos puntos estacionarios 
en Ox (resp. en Oy), que son también los centros de curvatura en los vér- 
tices del eje mayor de y (resp. del eje menor de y). Estos puntos estacionarios tienen 
una disposición aplanada. 
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3. Evoluta y evolvente de una espiral logarítmica. 
Con ayuda del sistema de referencia(O ; ¡, ¡), identifiquemos a €, con el cuerpo C 
de los complejos. Definamos la espiral 4 por 


1+ z(1) = explal), 


donde a= 94 + ¡$ con « >0 y É' >0, cuando 1 recorre R. 


a) El afijo w(t) del centro de curvatura de 4 en el punto M de afijo z(1) es 
(según puede verse con un cálculo sencillo): 


w(t) = E exp(ad) . 


>) 


Se ve pues que la evoluta de Y es una espiral logarítmica deducida de F por 
la semejanza de centro O, de ángulo x/2 y de razón «/2 f. 

b) Se tiene z'(1) = «. exp (at); orientemos / en el sentido de las t crecientes 
y sea s el parámetro normal de 4 definido por 


s(1) = Lal e! en, 
El vector unitario tangente en Ma F está representado por el número complejo 
0) = al CR 
Las evolventes de Y se hallan, pues, definidas por las parametrizaciones 
14 Z(0 = 20) + (so — s(0) (0) > (sy = Cte)» 


oO sea 


Z(t) = explal) + (e =- e) Ta] ee 


o bien 


Z() = ( = 2) explat) + se”. 


Se comprueba que entre estas evolventes una y sólo una de ellas es una es- 
piral logarítmica, por otra parte semejante a 4: es la evolvente S obtenida para 
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Sa = 0. Al no tener S puntos de inflexión, las evolventes de F no son sino los arcos 
paralelos a S. 

Observación. Si «=0, la parametrización 1+> z(t) = exp (at) =elP! (16 R) 
define la circunferencia | z| =1. Los cálculos de hb) se simplifican y se obtiene 
ds/dr =f. Tomando s(1) = ft, el número complejo que representa al vector uni- 
tario tangente es Z(1) = ¡el”*, y las evolventes se hallan definidas mediante las pa- 
rametrizaciones 


te Z(0)=(U + is) — iy e (s, = Cte). 


Caso de una circunferencia 


Si“=0 y f =1, la espiral 4 se reduce a la circunferencia unidad C definida 
por la parametrización 1-+> el', Los cálculos se simplifican, se tiene aquí s(t) =1 
y las evolventes de C están definidas por las parametrizaciones 


14 Z(t) = (1 + is — ie" (sy = Cte). 
Poniendo u =1— sy se obtienen las parametrizaciones 
u+ Z(u) = (1 — iu) eletso 


En esta forma se ve que las evolventes de C se deducen a partir de una de 
ellas por rotaciones arbitrarias de centro O. Para sy =60 se obtiene la curva de 
ecuaciones paramétricas 


x= Cosu + usenu Y = senu — UCOoSsu. 


Figura 20. 


476 Construcción de curvas planas 


Este arco tiene al eje Ox como eje de simetría, y se construye fácilmente con 
ayuda de una parametrización en polares. Tiene la forma de una espiral (véase la 
figura 20) y presenta un retroceso único en el punto (1, 0). 

Se observará que todas las evolventes de C son arcos simples. Estos arcos se 
materializan desenrrollando un hilo tenso arrollado sobre una bobina. 


$ VIL6 CURVAS TROCOIDES Y CICLOIDES 


En este $ utilizaremos los resultados de la teoría del movimiento de plano sobre 
plano (véase $ XI1.12). 

El plano afín euclídeo orientado 6, se identificará con el cuerpo C de los com- 
plejos con ayuda de un sistema de referencia ortonormal directo (0:Í, 7) que se 
considerará fijo en lo que sigue. El plano vectorial E, se identificará también con 
C con ayuda de la base (77). 


Definición VIL.6.1 


Se da el nombre de trocoide de centro O a todo arco de clase C” definido 
por una parametrización de la forma 


(1) t+> z(t) = aetti0d 4 peto (1ER) 


donde t, y t, son constantes arbitrarias y donde a, b, a, $ son constantes 
reales no nulas tales que « 4 P (). 


El cambio de parámetro t+>1— 1, nos lleva al caso en que 1, = 0. Poniendo 
to — t, = h nos podemos limitar al estudio de las parametrizaciones de la forma 


Q) ti 21) = ae" + hebetn (re R) 


Observación. Cambiando convenientemente los valores de las constantes ty, 1, 
se hubiese podido suponer a >0 y b >0. Será lo que hagamos en los esquemas. 

Por una rotación de los ejes nos podríamos también reducir al caso en que 
== =0. 


() Si se tuviera a« = f, el arco definido por-la parametrización (1) sería una circunferencia. 
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Interpretación cinemática 


Siendo fijos los números a, « y $, vamos a ver que cuando bh y h varían, la apli- 
cación (2) define los movimientos de los distintos puntos de un plano móvil (véase 
$ XIL 12). Ls 

Para ello, definamos un sistema de referencia ortonormal móvil (A; 1, 7% de la 
siguiente manera 

e el afijo de A es z(1) =ael", ls 

e los afijos respectivos de los vectores / y T son ell” e ¡el”! (véase la figura 21). 

Sea entonces M(t) el punto que admite las constantes b y Bh como coordenadas 
polares en este sistema de referencia, es decir el punto de 6, definido por 


AM = bT cos (Bh) + Tsen(Bh) . 


En el lenguaje de la Cinemática. se dice que M(1) es un punto del plano móvil 2 
ligado al sistema de referencia (4; VAS) (véase la figura 21). 


Figura 21. 


Según la definición del punto A y de los vectores ET se ve inmediatamente 
que el afijo del punto M(+) en el «sistema de referencia fijo» (O; 57) es el número 
complejo z(t) definido por (2). 

La relación (2) define pues el movimiento del punto M(+); cuando b y h va- 
rían en R, se obtiene de este modo los movimientos de todos los puntos del plano 
móvil. 


Centro instantáneo de rotación 


La velocidad angular de rotación del plano móvil 2 es igual a £B (ya que el vec- 
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tor 7 de ángulo polar ft está ligado a este plano); al ser ésta no nula, el movimiento 
de 7 tiene un centro instantáneo de rotación que es, en cada instante 1, el único 
punto M(*) de velocidad nula (véase $ XI1.12). Aquí, la velocidad del punto M(r) 
es el vector de afijo 


211) = ¡an e” + ¡hp een; 
la relación z'(1) = 0 equivale a 


3 pei 2 ia 
(3) B 


Ahora bien, el número ¿= bel! es el afijo del punto M(t) en el sistema de 
referencia móvil (4; 7, Ty al ser fijos los números a, a, fi, t, la relación (3) define 
por lo tanto un punto único de velocidad nula que designaremos por K, y que es el 
centro instantáneo de rotación del movimiento considerado. 

Por definición, la rodante (o ruleta móvil) 2 de este movimiento es la trayec- 
toria relativa del punto K, y queda determinada en el sistema de referencia (4 ; 7, J) 
por la parametrización 


r an ia 
l> Ext0) == po mn 


Esta es circunferencia de centro A y radio recorrida con la velocidad 


angular constante «— f. 

La base (o ruleta fija) B del movimiento es la trayectoria del punto K en el 
plano fijo ligado al sistema de referencia (O ; 7. )). Ahora bien, el afijo del punto K 
en este sistema de referencia es (por comparación con las fórmulas (2) y (3) 


21) = a et — a dar 
po 


2x0) = all E ¿je 


La base 4 es pues la circunferencia de radio e f => 


O sea, 


recorrida con la velocidad 


angular constante «. Se comprueba que la circunferencia % es tangente a la cir- 
cunferencia 4 en el punto K (véase la figura 22). 
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Figura 22. 


Curvas cicloidales con centro 


Volvamos a la trocoide definida por la parametrización (2). Sus puntos esta- 
cionarios (si es que existen) son aquéllos que se obtienen para los valores de 1 que 
verifican la relación (3). Ahora bien, solamente existe un tal valor de £ si se tiene 


2 
15] = 07) 
O sea, 


(4) 


1 


La relación |b| = aj significa que el punto móvil M(t) verifica 
¡AM | =|a3|: 
| | 5 


en otros términos, el punto M(1) es un punto de la rodante 2 (circunferencia del 
a 


)- 

B | 
Por lo tanto si la trocoide definida por (2) tiene puntos estacionarios, es el arco 

descrito por un punto de la circunferencia móvil 2 de radio | b| al rodar sin desli- 


(+) 


plano móvil de centro A y de radio |a 


zamiento sobre una circunferencia fija de radio 
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Esta interpretación hace ver el interés que estas curvas tienen en la teoría de 
engranajes. Daremos la siguiente 


Definición VIL.6.2 


Una curva cicloidal de centro O es una trocoide de centro O que tiene 
puntos estacionarios; si la circunferencia rodante R es exterior a la cir- 
cunferencia base 2, se dice que es una epicicloide; si 2 es interior a g, 
se dice que es una hipocicloide. 


Observemos que en el caso de una epicicloide, la circunferencia base 2 puede 
ser interior o exterior a R (véanse las figuras 23 y 24). 


Figura 23. (2f > 0). Figura 24, (a f<o0). 


Para que la circunferencia 2 sea interior a la circunferencia 4, es necesario 
y suficiente que su centro A esté situado entre los puntos O y K (véase la figura 24). 
Ahora bien, los afijos respectivos de A y K en la base(O ; 7, )son 


z=aec"t y zx = af Je” 
Ñ 


Por lo tanto A está entre O y K si, y solamente si, se tiene a/8 < 0, o sea af < 0: 
en este caso, los puntos de 2 describen hipocicloides; en el caso contrario, describen 
epicicloides. En conclusión 
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VIL6.1 Para que la trocoide definida por (2) sea una epicicloide [resp. una hipo- 
cicloide], es necesario y suficiente que los números 4, b, a, f, verifiquen 


b|_a bl 4 
Pibetl-a 


Dobie generación de una curva cicloidal 


Intercambiando los papeles de los pares (a, a) y (b,fP) se ve inmediatamente 
que la trocoide definida por (1) o (2) puede ser considerada de dos maneras como 
descrita por un punto ligado a una circunferencia 2 que rueda sobre una circun- 
ferencia 2. Vamos a comparar estos dos modos de generación en el caso de una 
curva cicloidal. 

Sea £ la curva cicloidal definida por (2) en el caso en que | aa| =| BB |. 


a) Según hemos visto ya, esta curva se engendra al rodar sin deslizamiento 


la circunferencia de centro A y de radio 


al_ -É 
a(' -5) S ul a) l 
Recordemos que la velocidad angular de rotación de este plano es f. 
b) La relación 


Srl =|b| sobre la circunferencia 4 


de centro O y de radio 


R= 


Ah = ad y pet 
se escribe también: 
AN =beb"+a A) 
poniendo 7 = 1 + h. Intercambiando a con b, a con $ y cambiando h por — h se 


ve que % se engendra al rodar sin deslizamiento la circunferencia 2” de centro B 
y de radio | a| sobre la misma circunferencia 2, siendo el afijo de B 


2) = ys AN, 


El nuevo plano móvil 2” tiene por velocidad angular « y el nuevo centro ins- 
tantáneo de rotación K” (punto de contacto de 2” y 2) tiene por afijo 
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ss Br BO ein 
aso oli E jor op Pero, 


Se observará que la distinción entre epicicloide e hipocicloide es independiente de 
la generación elegida. 
Mediante un cálculo sencillo, se tiene: 


1) — 2x1) = aer + E neon = Eat — 2x0]. 

De ahí se deduce que los puntos M, K, K' están alineados (véanselas figuras 23 y 24); 
además, el punto M está entre K y K' si «$ < 0 (caso de una hipocicloide) y está 
en el exterior del segmento [K, K”] si «$ >0 (caso de una epicicloide). 

Si se supone a + f 4 0, se observará que existe siempre una generación única 
tal que el punto O es exterior a la circunferencia rodante %. Se trata de la gene- 
ración para la cual el radio de la circunferencia rodante es mínimo y que permite 
dibujar más fácilmente la curva %. Si se supone [B| >| «| (lo cual implica 
|b|<J| a|) esta generación es la primera de las que acabamos de describir. En 
el caso de una epicicloide, la circunferencia rodante 2 es entonces exterior a la 
circunferencia base 2 (véase la figura 23). 

Si se tiene a + f =0, los dos modos de generación coinciden; la circunferencia 
rodante % pasa entonces por O; la curva cicloidal correspondiente se reduce a un 
segmento de recta (ver más adelante). 


Epitrocoides e hipotrocoides 


Volvamos al caso general de una trocoide cualquiera T definida por la para- 
metrización (1) o (2), siendo las constantes a, «, b, B cualesquiera. 

Si 48 >0, se dice que % es una epitrocoide; si «f < O se dice que % es una 
hipotrocoide: según hemos visto ya, UB se puede considerar de dos maneras dis- 
tintas como descrita por un punto ligado a una circunferencia 2 que rueda sin 
resbalar sobre una circunferencia fija 2. 

Para fijar ideas, supongamos | f£ | > | «|; se dice entonces que U es una curva 
cicloidal alargada [resp. acortada] si se tiene 


Si se elige la generación para la cual el radio de la circunferencia rodante 2% 
es más pequeño (por lo tanto igual aquí a | ax/8 |), las curvas cicloidales alargadas 


an 


o1>|5| [rep. 101 < 
161>| resp. | b]| 7 


B 


Construcción de curvas planas 483 


[resp. acortadas] son las que se describen por los puntos del plano móvil exteriores 


[resp. interiores] a la circunferencia rodante. 
Las curvas cicloidales alargadas presentan «bucles». Las curvas cicloidales 


acortadas presentan «ondulaciones» (véase la figura 25). 


Observación. Del mismo modo se estudiarían las curvas cicloidales rectas des- 
critas por los puntos de un plano móvil ligado a una circunferencia que rueda sin 
deslizar sobre una recta fija. Sus propiedades se proponen en el ejercicio VI1.22. 


epitrocoide acortada epitrocoide alargada 


hipotrocoide acortada hipotrocoide alargada 
Figura 25. 
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$ VIL7 PROPIEDADES GENERALES DE LAS CURVAS CICLOIDALES 
Consideremos de nuevo la curva cicloidal $ definida por la parametrización 
t+> 21) =a e" + het 


con 
=0l e=+1l y Pa. 


Poniendo n = f/x, se obtiene 
a ae iBl+h) 
A) = (ne +es ¿8 


La transformada de % en la rotación de ángulo 0, alrededor de O está definida 
por la parametrización 


a 2d) po ” 
1+> Z(0) = 5 glu+ido 4 ggina+m+i00) 


Puesto que se tiene n % 1, se puede elegir siempre 0, de modo que se tenga 
gelrmhtióo — _ ginóo 


nh. 7 
(basta con tomar 0y les 7 si e l y0)= E E sige=-+ 1). El cambio 
n— Á— 
de parámetro ) = at + 0, nos lleva entonces al estudio de la curva cicloidal definida 
por la parametrización 


0) Z(0) = AO el — eri) 


En lo que sigue vamos a designar por M el punto de afijo Z(0) definido por (1), 
por A el punto de afijo ael”, por 7, J los vectores de afijos respectivos el”, ¡ giro, 
y por 2 el plano móvil ligado al sistema de referencia (4 LD. El centro instan- 
táneo de rotación del movimiento de 2 es el punto K de afijo 
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(véase $ 6); la base 2 de este movimiento es la circunferencia de centro O y de 


n— 


del 1 : % ; 
radio a ; su rodante es la circunferencia 2 de centro A y de radio |b] = a/n|. 


a) En un punto ordinario M de €, la tangente a % está dirigida por el vector 
de afijo 


el vector KM tiene por afijo 


JO _ ino) 


De ahí resulta que /a normal en un punto ordinario M de € es la recta MK (se 
trata de hecho de un resultado general de la teoría de los movimientos de un plano 
sobre otro plano). 

b) Busquemos ahora los puntos estacionarios de % (*), que corresponden a los 
valores de O tales que dZ/d9 =0, o sea el") =1. Estos valores constituyen el 


subgrupo G = .. Z de R. Para un tal valor se tiene 
$ 
dz , FE . 
(Q) rs pe” y q a De. 


De ahí se deduce que los puntos estacionarios son los puntos comunes a Bya 
sop (6). En un punto tal, $ tiene a la recta OM como tangente generalizada. Si 
n + — 1, la disposición en un punto tal es, según (2), un retroceso de primera 
especie. 


Caso n = — l. 


Figura 26. 


() Aunque £ no sea siempre un arco simple o cerrado simple, nos permitiremos aquí llamar puntos 
estacionarios a los puntos M(9) tales que Z'(9)= 0, ya que este $ ante todo tiene una finalidad 
práctica. 
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c) Estudiemos el caso en que n=— 1. Se tiene entonces, Z(0) =2ac0s0; 
el soporte de % es el segmento de recta (—2|a| <x<2|a|, y =0) y el mo- 
vimiento de M(0) es vibratorio. El radio de la base es 2| a| y el de la rodante es | a |. 


e En lo que sigue, vamos a suponer 1 % + 1. 


Curvas cicloidales semejantes 


Observemos en primer lugar que el soporte de la curva cicloidal % definida 
por (1) está contenido en la corona limitada por la circunferencia 2 (de centro O 
a? =- n+l1 ] 
n 
los puntos estacionarios de € pertenecen a 2 y el arco % es tangente a 2 en los 
puntos de afijo Z(0), con 


y de radio 


1 ñ A 
) y la circunferencia 2, de centro O y de radio |a 


_Qk+ br 


0 a=:] 


(keZ). 


Consideremos entonces la curva cicloidal $” definida por la parametrización 
(3) Z(0) = Lu eg). (MER). 
n 


Para que el arco %” sea semejante a €, es necesario que la razón de los radios de 
las circunferencias 2” y .£” asociadas a £” sea igual a la razón de los radios 
de las circunferencias 2, .£ asociadas a €, o sea: 


(4) 


n+l 
n=1 


E á E 1 d : 
Un estudio rápido de la función x+> ES] muestra que la relación (4) equi- 
| 


vale an =no 1 =1/n. 

Inversamente, si n" =n o n= 1/n, se ve fácilmente que el arco 8” definido 
por (3) es semejante a $ (si n' = n es inmediato; si n' = 1/n se hace el cambio de 
parámetro 0' =0/n). En resumen: para que las curvas €, €' definidas respectiva- 
mente por (1) y (2) sean semejantes, es necesario y suficiente que se tenga n' =n 
on'=1/n. 

Se pe que el cambio de n por 1/n equivale a considerar el segundo modo 
de generación de £ (véase $ 6). 
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Estudio del conjunto de los puntos estacionarios de una cicloide 


Mantengamos todas las notaciones anteriores. Distinguiremos dos casos fun- 
damentales: 


2x 


Primer caso: n$ Q; en este caso, la imagen del grupo G = Z por la aplicación 


.= 
exp : 0 +»ci0 es un subgrupo denso Y de la circunferencia unidad U de C; la restricción a G 
de la aplicación exponencial es inyectiva. La cicloide (€) tiene por lo tanto una infinidad de puntos 
estacionarios. (Se puede deducir de ahí que sop (€) no es entonces una curva algebraica.) 


Segundo caso: » e Q; la imagen Y del grupo G por la aplicación exponencial es entonces un 
subgrupo finito de U, cuyo cardinal se designará por N. En este caso la cicloide % tiene N puntos 
estacionarios. 

Resulta fácil calcular N en función de n. Pongamos n = p/q, donde p y q son enteros primos 


entre sí. 
Para que se tenga ció e Y es necesario y suficiente que existan ¿€ Z y 1 € Z tales que 


q 21 


pP=4 P-4 


0=2¿r +2 pr ip + (u— 4)g]. 


Ahora bien, según el teorema de Bezout, cuando (2, yu) recorre Z x Z, el entero Ap + (u — ¿q 
2 kx 


recorre Z; por lo tanto eió e 9 si, y solamente si,existe k € Z tal que 0 = De ahí se deduce 


N=|p-ql 


Isometrías que dejan a una cicloide globalmente invariante 


Manteniendo las mismas hipótesis y notaciones, designemos por S al conjunto de los puntos 
estacionarios de %. El grupo 2 de las rotaciones de 6, que dejan a S invariante es (*) elconjunto 
de las rotaciones ue, donde 


, con ¿€%. 


Uy iz+> E 


La aplicación ¿-+>u¿ es un isomorfismo de Y sobre 2; sea 3 el grupo engendrado por 2 y por 
la simetría od. , donde 


(9 Todo movimiento que deje a $ invariante es por necesidad una rotación de centro O, ya que O 
es isobaricentro de los puntos de $ si S es finito, y si S es infinito, su adherencia Ses una circunferencia 
de centro O. 
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Entonces 2 es un subgrupo distinguido de índice 2 en J, e 3 es el grupo de las isometrías de 
€, que dejan a S invariante. 

Es claro que toda isometría (resp. todo desplazamiento) que deja invariante a la cicloide ($) 
tiene que dejar también invariante a S. Recíprocamente, vamos a demostrar que todo elemento 
de 3 deja a (6) invariante 

— según (1), es claro que ($) es invariante en 0, 

— se tiene: 


(0 + 22) — ce 2), 


por lo tanto, para todo k e Z, la rotación 4¿, donde ¿ = ¿24 deja a (€) invariante. 
De ahí se desprende nuestra afirmación. Podemos concluir: 

— El grupo de los desplazamientos que dejan a (€) invariante es 2. 

— El grupo de las isometrías que dejan a (€) invariante es 3. 


Observemos que si ne Q, 2 e 3 son finitos y se tiene card (2) = N=|p—g], 
card (3) =2N. 


El grupo 3 recibe entonces el nombre de grupo diedral de orden N. 
Sin O, el grupo Y es denso en U. De ahí se deduce fácilmente que el soporte de (4) es denso 
en la corona circular definida por u< | =| < v, donde 


A n—1 n+1 
u=inf(| a 5 | a y U=sup 


Cicloides que tienen un conjunto finito de puntos estacionarios 


n—1 
a ; 
n 


Sea N un entero > 1 y 2 una circunferencia de centro O, de radio r > 0. Investiguemos las 
cicloides que tienen como conjunto de puntos estacionarios al conjunto 


S= (re kez). 

Una tal cicloide puede ser parametrizada en la forma: 
Ber a ino, * 
0+ 2(0) =¿0e — e”) con neQ*. 


Poniendo n en forma irreducible, sea esta n = p/q, se tiene necesariamente: 


Neilpgl 3: 


1 
a(l -»]. 


Si n > 0, se encuentra una infinidad de valores distintos posibles de n y todos estos valores son 
buenos (cada valor conduce a una epicicloide que tiene a S como conjunto de puntos estacionarios). 
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Busquemos los números racionales n < 0 que resuelven el problema. Se puede elegir entonces 
p=> 0 y q <0; p y q son primos entre sí cuando,y solamente cuando, p y N son primos entre sí. 
Se tiene además p—q > 0, de donde p< N. Existen por lo tanto g(N) enteros p posibles (p(N) 
designa el número de enteros < N y primos con N) y todos estos enteros p son buenos, definiendo 
cada uno de ellos a q de manera única. 

A cada par (p, q) así obtenido corresponde una hipocicloide con N retrocesos. Existen sola- 
mente para N >2. 


Discusión. Sabemos que dos valores distintos a”, n” de n proporcionan arcos semejantes si, 
y solamente si, se tiene nn” =1l. 

Si tomamos n > 0, obtenemos una infinidad de epicicloides con N retrocesos, no semejantes 
dos a dos. 

Si tomamos n < 0 obtenemos de hecho, salvo una semejanza, sólo 4 p(N) hipocicloides 
con N retrocesos, ya que los pares (p, g) y (p”, 9) proporcionan curvas semejantes si,y solamente 
si,(p”, q) =(p, q) o (p”,9) = (4, p). 

En particular, existe solamente (salvo una semejanza) una hipocicloide con tres retrocesos, 
y una hipocicloide con cuatro retrocesos. No existe ninguna hipocicloide con un retroceso; la 
hipocicloide de dos retrocesos tiene como soporte un segmento de recta. 

Señalemos que las cicloides que tienen un número finito de puntos estacionarios son curvas 
unicursales (por lo tanto algebraicas). En efecto, poniendo Z(0) = x(0) + iy(0), la relación 


Z(0) = E (n ció —ein0) muestra que x e y son funciones racionales de 1 =tg 0/2 q (si n= pla, 
n 


p,qZ). 
Evoluta de una cicloide 
Volvamos a la curva cicloidal % definida por la parametrización (1) y a las 


notaciones indicadas al comienzo de este $. Para obtener la evoluta 6 basta con 
buscar una función derivable p(0) tal que la curva definida por 


0 90) = Z(0) + o10) Ele” — e) 


tenga, para el valor 0 del parámetro, a la recta MX como tangente . En efecto, la 
recta MK es la normal en M a £ y tiene como vector director al vector de afijo 
aln(e? — el”o), 

Debemos expresar que g'(6) es de la forma A(e?— el"), con 2 € R. Se tiene 


g'(0) = O +p + p 00) ln + mp) i+ pp 0). 


Poniendo que el número g'(0)/e'” — el”? es igual a su conjugado, se obtiene 
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La evoluta buscada queda definida por lo tanto por 


an — 1) 


REO 


[n e? + 09], 
o sea, poniendo a, = a(n— 1/n + 1), 
Z,(0) = 2 [net + e%9], 
Se ve pues que la evoluta de G es una cicloide deducida de € por la semejanza 


representada por el número complejo 


m— 1 
s= e 
n+l 


in 1) 


Al ser % de clase C””, al considerar la semejanza inversa. resulta que: 
Una de las evolventes de la cicloide € es la cicloide deducida de € por la seme- 
janza representada por el número 


I'M ] 


etrm- 1) 
s n=1 


$ VIL8 ESTUDIO DE ALGUNAS CURVAS CICLOIDALES 
PARTICULARES 


Estudio de la cardiode 


Por definición, la cardiode es la epicicloide con un retroceso definido por 


Ut» Z(0) =5 [2 0% — 02]. 


Tomemos a >0. La base 2 es la circunferencia de centro O y de radio a/2. 
Una de las rodantes tiene por radio a/2, la otra a. Designemos por S el punto 
de afijo z(0) = a/2, por M el de afijo Z(0), por K el centro instantáneo de rotación 
de la rodante % (de centro A y de radio a/2). Designemos por Tla tangente común 
a2 y 2 en K, por H la intersección de las rectas T y SM. M es simétrico de S res- 
pecto a T. pa 

Designemos por 2” la segunda rodante, por B su centro. Se sabe que OA = BM. 
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Además, B está sobre 2 (ya que el radio de 2” es a). La longitud || BM | es pues 
constante eigual a a, y se dice quela cardiode es una curva conchoide de la circun- 
ferencia 2 respecto al punto S. 

La evoluta 4, de € se deduce de £ por la homotecia de centro O y de razón 
— 4; admite la parametrización 


0 Z.(0) =¿Re” + 0%, 
Para el valor O del parámetro, la circunferencia rodante y de radio a/6 que 


engendra a esta evoluta es tangente a 2 en K. Por lo tanto el centro de curvatura 
en M a € pertenece a y (véase la figura 27). 


Figura 27. 


Hipocicloide de tres retrocesos 
Por definición, la hipocicloide de tres retrocesos es el arco £ definido por 


0 Z(0) =5Q e 4 072) 
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(se tiene aquí n = — 2; se supone a > 0). El radio de la base 4 es r = 3 a/2. Una 
de las rodantes, llamémosla %, tiene por radio a/2 = r/3, la otra, llamémosla 2”, 
tiene por radio a = 2 r/3. El soporte de $ está contenido en la corona r/3 < |z| < r; 
€ es tangente a la circunferencia .2 de centro O y de radio »/3 en los tres puntos 
de afijos 

3 y a ¿A ; 


Ud 
3> 
la circunferencia 2 recibe el nombre de circunferencia tritangente a €. 


La circunferencia 2 es tangente a 2 en un punto que designaremos por L. 
Se sabe que la recta ML es la tangente en M = M(0) a €. La dirección de esta 
tangente está representada por el número complejo ¿(0) = e” + e-20; si se cambia 
0 por 0 +, E(0) queda cambiado en i 2£(0), donde ¿e R; M queda cambiado 
en M,, L en L,: las rectas ML y M,L, son ortogonales, por tanto se cortan sobre .£ 
ya que [L£,] es un diámetro de .2. De cada punto de .2 se puede por lo tanto 
trazar dos tangentes a € ortogonales entre sí, y se dice que £ es curva ortóptica de €. 
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La construcción del centro de curvatura (2 en M a £ es análoga a la que se ha 
hecho para la cardiode (se utiliza una generación de la evoluta de 6). La evoluta 
de € se deduce de Y por la semejanza de centro O, de razón 3 y de ángulo — 7/3 
(véase la figura 28). 


Estudio de la nefroide 
Por definición, la nefroide es la epicicloide de dos retrocesos definida por 
0+>Z0=36 0 - e, 


Se tiene aquí n = 3, el radio de la base 2 es r =2af3. Se supone a > 0. Una 
de las rodantes, llamémosla 2, tiene por radio a/3. Los dos puntos de retroceso 
son diametralmente opuestos sobre 2. Las notaciones M, A, K tendrán el signi- 
ficado habitual. Designaremos por L el punto diametralmente opuesto a K sobre %. 
La tangente en M a € es la recta ML y su dirección está representada por el nú- 
mero complejo 


- ie + 004] = — 22 can cos O. 


Se deduce de ello que la recta simétrica de ML respecto a OA es paralela al eje Ox. 
La evoluta € se deduce de G por la semejanza de centro O, de razón 4 y de 


---— evoluta de IP” 
Figura 29. 
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ángulo 1/2; de donde se deduce la construcción del centro de curvatura 2 en M, 
utilizando una generación de esta evoluta (véase la figura 29). 


Estudio de la hipocicloide de cuatro retrocesos 
Por definición, esta hipocicloide es el arco % definido por 
0> Z(0) = 36 El q 20], 


Supondremos a >0. El radio de la base 2 es r = 4(a/3), el de una de las ro- 
dantes, llamémosla 2, es r/4 = a/3. Se tiene aquí n =—3. 

Las notaciones M, K, A, L tendrán el sentido habitual. 

El punto £ es el punto medio de OK y la dirección de la tangente ML en M 
a € está representada por el número complejo 2acos 0 ei. Se deduce de ello 
que las direcciones de ML y OXK son simétricas respecto a Ox. De ahí resulta que 
ML pasa por los puntos U y V, proyecciones ortogonales respectivas de K sobre 
Ox y Oy. La longitud UV es pues constante e igual a r. 

La curva $ es de grado 6. Su ecuación cartesiana se obtiene partiendo de las 
ecuaciones paramétricas 


x=2Zacos*0, as, 


El 


Figura 30. 
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sacadas de la expresión de Z(0). Eliminando u y » entre las relaciones u* = xfr, 
1% = y[r, 2 + v2= 1, se obtiene la ecuación buscada, o sea 


(A+ Y? 19 +27X?Y2=0 con x=hY=2. 


(véase la figura 30). 


Estudio de las trocoides 


Vamos a dar breves indicaciones acerca de la construcción de las trocoides generales. Sea 
una tal curva, definida por la parametrización 


o ad) =a rt + peón (ar 0,4004 0,8 0,0% P). 


Supondremos fijos a, « y f y haremos variar b y h. La parametrización dada puede ser inter- 
pretada entonces como el movimiento de un punto ligado a un plano móvil 4, según hemos ex- 
plicado ya al comienzo del $. 

Llamaremos K al centro instantáneo de rotación, cuyo afijo es 


2x1) = ali - 7) e, 


Las notaciones A, 2, 2, M tendrán la misma significación que al comienzo del $ 6, 

Por una rotación sobre G podemos reducirnos al caso en que h = 0, lo cual daremos por su- 
puesto en adelante (permaneciendo hb variable). 

Para b = + a(x/8) se obtienen dos cicloides iguales que se dicen asociadas a la trocoide T. 
Sabemos que Ú es una epitrocoide (resp. hipotrocoide) si las cicloides asociadas son epicicloides 
(resp. hipocicloides). 

Si b% + a(u/8), sabemos que T no tiene puntos estacionarios. Es evidente, en fin, que el 
grupo de los desplazamientos (resp. isometrías) que dejan a G invariante contiene al grupo de los 
desplazamientos (resp. isometrías) que dejan invariante a una cicloide asociada, y en general, 
estos dos grupos son, por otra parte, iguales. 

Esta observación permite ya hacerse una idea de la forma de G. 

Para obtener la forma general del trazado de G, utilizaremos dos procedimientos, limitándonos 
al caso en que | x(+)| no sea nulo (es decir, a? X 5”). 


Primer método. Según el teorema del levantamiento VL.6.1, existe una función q, de clase C> 
sobre R, tal que 


(0) = |20)| ee. 


Ahora bien, para todo +, una de las funciones cotg p O tg p está definida en el entorno de f. 
Se tiene 


asenat + b sen ft 


tas _acosat + bcos Bi 
BP = acosar+ bcos ft" 


Cote o = senal + bsenfr * 


Un cálculo sencillo muestra que en todos los casos, el signo de p'(1) es el de la expresión 


E=daa+b?B+ab(u + f) cos (a — B)1. 
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Pongamos 
A=aa+b?8B+ abla + B) = (a + b) (au + DB) 
B=040+b? Bf — abla + f) = (a — b) (ax% — bp). 


Se ve que el signo de E es constante si, y solamente si, se tiene: AB > 0. Se discutirán pues 
las variaciones de p(t) según el signo de la cantidad 


AB = (a? — hb? (aa? — bp). 


Segundo método. Este método se aplica solamente cuando la función z(1) es periódica, o sea 
cuando f/x e O. (Equivale a decir que las cicloides asociadas tienen un número finito de retroce- 
sos). En este caso, pondremos f/a = n = (e p/q) (con e = + 1, siendo p y q enteros primos entre 
sí y > 0) y q0 = af. La curva G queda entonces definida por la función 


0> Z(0)=ac" + ber”, PER, 


y el período de la función Z es 27. 

Nuestro método consiste en calcular el número y de vueltas efectuado por el punto M de afijo 
Z(0) alrededor de O cuando 0 varía entre 0 y 2 7. Ahora bien, según la teoría de los índices (véase 
un curso de funciones analíticas) se tiene 


1_f[ dz(0) 
2 in) Z(0) 


designando por al camino definido por 9 +> Z(0), 0 e [0, 2 7]. Haremos el cálculo cuando e = + 1. 
Poniendo u =eió y designando por Cel camino definido por 0 +> ei0, 0 e [0, 21], se obtiene: 


_ 1 f aqué + bpu? 
Zin Jeu(al + bu) 
Si q <p, se tiene 
Ns | aqq+ bpur”? 4, 
2 in J2u(a + bu” 9) 


Esta integral se puede calcular por el método de los residuos (véase tomo 4): 

— cuando | a| > | b|, el único polo de la función a integrar interior a Ces O, siendo q el re- 
siduo correspondiente; As 

— cuando l al < | bl, el interior de C contiene, además del polo 0, los N =p —q polos ré*, 
0< k < N— 1, designando por r un número cualquiera tal que Y = —a/b y poniendo ¿ = etiz/N, 
El residuo en el polo ré* es 1. Se obtiene por lo tanto 


v=g si lal>|b]| y v=p si Ja|<|b]. 
De igual modo se vería que, si q > p, 


v=q cuando|a|>|b| y v=psila|<]|b]. 


Finalmente, cuando e = — 1, se obtiene del mismo modo 
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v=qsila|>|bl y v =psilaj<|bl. 
Combinando los métodos 1? y 2” se llega a prever los puntos múltiples y la forma de G. 
El caso más interesante es aquél en que v= 1 y en que, además, la función q es estrictamente 
monótona. Se puede demostrar entonces que G es un arco cerrado simple. 
Se observará que N = »—al es el número de retrocesos de cada cicloide asociada a %. 
Damos a continuación (véase la figura 31) la forma de las epitrocoides asociadas a una ne- 
froide y de las hipotrocoides asociadas a una hipocicloide de tres retrocesos. (Dejamos para el 
lector la determinación de la forma de estas curvas en los casos intermedios.) 


AB>0 
Jaj<|ibl,v=3 


AB >0 
jal>|bJ,Y=1 


epitrocoides 
N=2n=3 


---- nefroide asociada 


hipocicloide (con tresretrocesos) asociada 
AB>0,ja|<|bl.v=-2. 


hipotrocoides 
N=3,n=-2 AB<0,Ja|>1b1.1=1 


AB>0 
la >1b1,v=1 


Figura 31. 
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Aplicación al motor de explosión rotativo (llamado también «motor Wankel») 


Principio. Un rotor R y un árbol A están ligados por engranajes. El rotor está en contacto 
con el cárter C a lo largo de tres generatrices. Los cilindros que forman la cara interna de C, 
las dos caras de R y el árbol A son paralelos. La sección recta de las generatrices de contacto 
de C y R es un triángulo equilátero, El cárter C es fijo, y fijo también respecto al eje 4 de A. 

Las ligaduras son tales que cuando el rotor está animado de un movimiento cuya rotación 
alrededor de 4 es uniforme, el eje A es arrastrado en un movimiento de rotación uniforme del 
mismo sentido. 

El movimiento del rotor queda asegurado por la expansión provocada de gases comprimidos, 
de tal forma que se producen tres explosiones por cada vuelta del rotor, El esquema que damos 
a continuación (en el que se representan las secciones rectas de las piezas esenciales del motor en 
las distintas fases del funcionamiento) proporciona una idea del mecanismo (véase la figura 32). 


comienzo de la compresión 


SS =ox admisión admisión 


Y 
bujía 
==. SN 
S e 8 , 
gases expulsión 'xpulsión 
comprimidos 14 
gases quemados gases quemados 
1. Explosión (compresión 3. Fin del tiempo motor: 
máxima) comienzo de una nueva 
compresión y de una 
nueva admisión 
c 
A admisión 
E 


expulsión 


2. Expansión y final de 

la admisión: la expan- 

sión provoca también la 
expulsión 


Figura 32. 
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Vamos a determinar las formas posibles que se pueden dar al cárter C, y basta con des- 
cribir su sección recta. Para ello vamos a trabajar en un plano de sección recta. Sea O el 
o 
centro del árbol, Ox y OX ejes que parten de O, ligados respectivamente al árbol y al cárter. 
Se ve que los vértices M, N, P del triángulo equilátero (sección recta de las generatrices de 
contacto de C y R) describen una misma epitrocoide respecto al plano del árbol. Si se elige ade- 
cuadamente el eje Ox, el afijo (1) de M, respecto a Ox, es pues de la forma: 


di) =a et + ber, 


cona=0,b>0,%> 0, PB > Q y «> f. Sea w la velocidad angular del plano del árbol (w >_0). 
El añijo Z(r) de M respecto a OX es evidentemente (habiendo elegido convenientemente el eje OX) 


ZO) = e 2(1) = ae" + beW*, con le = El E 


Por lo tanto la trayectoria absoluta de M es otra epitrocoide. 
Expresemos que los puntos M, N, P tienen la misma trayectoria. Esto ocurre si, y solamente 
son idénticos los arcos definidos por 


ZA0 = ae = poeta, k=0,1,2. 


Para ello, es necesario y suficiente que exista f ER tal que, para todo 1, se tenga Zi(t) = 
= Zi(t + ts), lo cual equivale a la existencia de m,n € Z y de 1, ER tales que 


21 
2% tp =2mx, B' to == +2m. 


A fin de cuentas, los puntos M, N, P describen la misma trocoide si, y solamente si, la razón ['/0” 
es de la forma 


Bla" = 7 con meZ,neZ. 


Las trocoides así obtenidas son curvas cerradas (puesto que f'/x' e Q). Tienen solamente in- 
terés cuando su índice respecto a O vale + 1, y cuando no presentan puntos dobles. Según el 
estudio general, estas condiciones se cumplen cuando 


a (25 (40 —b8%> 0, 
b) siendo p/q la forma irreducible de f'/a”, se tiene o bien | a] <| b| y p=1, o bien 


lal>16] y q=1. 


Ahora bien, q = 1 es imposible. Queda pues la condición: | a] <| b] y p =1; es decir, m 
es múltiplo de 3n +1. 

La trocoide más sencilla se obtiene para m=3nm + 1, o sea q = 3; la cicloide asociada es 
entonces una nefroide. 

Los distintos puntos del rotor describen curvas definidas por 


ZO) =a O e, 
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con a fijo y con | 5] >| a(l —a/8)| (esta condición expresa que los puntos del rotor son exte- 
riores a la circunferencia que rueda sobre el árbol sin resbalar). Solamente tendrá interés práctico 
el motor realizado cuando todas las curvas así definidas satisfagan las condiciones a) y b), lo cual 
se cumple ciertamente cuando | 1 —«/f|> 1. 


Observación. El motor rotativo desarrolla a igualdad de carga una mayor potencia que el 
motor de explosión clásico de cuatro tiempos. En efecto, para un solo cilindro, el motor rotativo 
se beneficia de tres explosiones por vuelta, mientras que el motor de cuatro tiempos se beneficia 
solamente de una explosión por cada dos vueltas. 

A pesar de ello, la puesta a punto del motor rotativo resulta ser muy delicada: los problemas 
de lubrificación son en particular muy arduos. 

Otro problema difícil de resolver es el del «freno motor». 


Capítulo VIII 


Propiedades afines de las superficies 


Introducción 


En este capítulo vamos a abordar nuevamente, desde un punto de vista teórico, 
el estudio de las superficies iniciado con ejemplos en el capítulo HI. Empezaremos 
definiendo de un modo preciso el concepto de hoja geométrica, que es el análogo, en 
dimensión superior, del concepto de arco geométrico estudiado en el capítulo V; 
pero nos vamos a limitar aquí a hojas geométricas, de dimensión 2, de un espacio 
afín de dimensión 3. Estas hojas corresponden al concepto intuitivo de «super- 
ficie». El concepto esencial será el de plano tangente. 

Estudiaremos a continuación algunas clases notables de hojas. 

En el capítulo siguiente estudiaremos las propiedades métricas de las hojas 
de un espacio afín euclídeo de dimensión 3. 

e En el presente capítulo, la letra 6 designará un espacio afín cualquiera de di- 
mensión 3, ligado al espacio vectorial £. Siempre que sea necesario, identifica- 
remos é con E mediante elección de un origen. 

Recordemos que la diferencial de una aplicación con valores en un espacio 
afín ha sido definida en el tomo 2 ($ V.2). 

Si Y es un entorno del punto a en un espacio vectorial o afín cualquiera, y si 
f: V > 6 es una aplicación diferenciable en el punto a, su diferencial en este punto 
se designará aquí por Df, en lugar de f'(a). 


501 
LELONG 11-17 


502 Propiedades afines de las superficies 
$ VIL1 HOJAS GEOMÉTRICAS 


Con los convenios anteriores pondremos: 


Definición V1M.1.1 


; Una hoja parametrizada de clase C* (k > 0) de € es una aplicación de 
clase C* de un dominio de R? en €. 


Recordemos aquí que un dominio de R? es una parte abierta y conexa de R?. 

Las hojas parametrizadas constituyen lo análogo de los caminos; al igual 
que para estos últimos, vamos a introducir un concepto de C*-equivalencia. Pero 
vamos a considerar solamente aquí hojas de clase C*, con k > 1. 


Definición VIH.1,2 


Designando por D, A dos dominios de R?, sean: F:D>8€ yDd:A>6 
dos hojas parametrizadas de clase C* de € (k > 1). Se dice que F y D 
son C*-equivalentes si existe un difeomorfismo 0 : A > D, de clase C*, 
tal que D=Fo0. 


Recordemos que un difeomorfismo de clase C* de 4 sobre D es una biyección 
de 4 sobre D, de clase C*,lo mismo que su inversa. 

Para que una biyección O : 4 > D sea un difeomorfismo de clase C* (k > 1), 
es necesario y suficiente que 0 sea de clase C* y que su jacobiano no se anule en 
ningún punto de A (véase tomo 2, VI.5). 

El inverso y los compuestos de difeomorfismos de clase C* son evidentemente 
difeomorfismos de clase C*. Se deduce de aquí que la relación «F y 9 son C'-equi- 
valentes» es una relación de equivalencia sobre el conjunto de las hojas de clase 
C* de 6. Pondremos: 


Definición VIIL.1.3 
$ Una hoja geométrica de clase C* de € es una clase de C*-equivalencia 


de hojas parametrizadas de clase C*. 


Para abreviar, diremos muchas veces: «hoja de clase C*» en lugar de «hoja 


geométrica de clase C*». 
Las hojas parametrizadas que constituyen una hoja geométrica Y Se llaman 
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parametrizaciones admisibles de 2 (o, simplemente, parametrizaciones de 2). 
Si F: D > 6 es una parametrización admisible de 2, todo difeomorfismo 0:A>D 
de clase C* recibe el nombre de cambio de parámetro admisible en 2. 

Sid: A > 6 es otra parametrización admisible de 2, se observará que pueden 
existir distintos cambios de parámetro admisibles 0 : A => D tales que bH=Fo0, 
salvo que F sea inyectiva (caso de una hoja simple, véase $2). 

Resulta inmediatamente de la definición VIII.1,2 que dos hojas parametrizadas 
C'-equivalentes F: D>6 y D:4 > 6 tienen la misma imagen F(D) = (A). 

La imagen común de las parametrizaciones de una hoja geométrica 2 recibirá 
el nombre de soporte de X y será designada por sop (2). 

Adoptaremos un lenguaje análogo al del capítulo V y diremos que una hoja 2 
contiene un punto M de € si Mesop(2). 

Se observará que dos hojas parametrizadas pueden tener la misma imagen sin 
ser C'-equivalentes. Cuando se da el conjunto sop (2) no queda pues determinada 
en general la hoja 2. 


Subhojas 


Sea F: D> 6 una hoja parametrizada de clase C* (k > 1). Las parametriza- 
ciones C*-equivalentes a F son evidentemente de clase C* y constituyen una hoja 
geométrica Y de clase C*, Esta hoja será llamada simplemente hoja de clase C* defi- 
nida por la parametrización F. 

Por definición, llamaremos subhoja de 2 a toda hoja geométrica 2, de clase Ct 
definida por la restricción de F a un dominio U contenido en D. 


No abordaremos aquí el problema de la prolongación de una parametrización admisible cual- 
quiera de Ey en una parametrización de >. Tal prolongación no siempre existe. 


Arcos trazados sobre una hoja 


Sea F : D> 6 una parametrización de una hoja 2 de clase C* (k > 1), y sea y 
un arco geométrico de R?, de clase p (p < k), y de soporte contenido en D, definido 
por una parametrización f': [> D. 

Entonces la parametrización Fo f: I> € define un arco 1” de clase p de € 
cuyo soporte está contenido en sop (2). Por abuso de lenguaje se dice que este 
arco 1 está trazado sobre la hoja 2. Se ve inmediatamente que el arco geométrico 1” 
depende solamente del arco geométrico y y no de la parametrización f elegida. Con 
las definiciones establecidas en la página 319, 1” es la imagen de y por F y lo po- 
demos designar poniendo /' = F(y). 
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Sea entonces D : 4 => 6 otra parametrización de Y y sea 0 : 4 > D un cambio 
de parámetro admisible tal que D=Fo6. Se tiene evidentemente /'= P(y”, 
donde y” = 0-(y) designa el arco de R?, de soporte contenido en 4, definido por 
la parametrización p =010f: I>R?, 

El concepto de arco trazado sobre X no depende pues de la parametrización 
elegida para definir Y. 

Una vez elegida la parametrización F : D > 6, (u, v)+> F(u, v),las imágenes de 
los segmentos de recta de ecuación u = Cte, o v= Cte, contenidos en D, reciben 
el nombre de líneas coordenadas de 2 (respecto a F). 


Hojas orientadas 


Sean D, 4 dominios de R? y sea 0 :4 > D, (u, 0)+> [0,(u, 0), O¿(u, 0)] un difeo- 
morfismo de clase C* (k > 1) de 4 sobre D. Recordemos que el jacobiano de 0 
D(0,, 07) 


Dí, 0) definida en 4 por 


es la función numérica J, = 


00, . 00, 

ue vw) al (u, v) 

Ju, v) = 
O 00, 

a u, 1) vo (u, v) 


De acuerdo con las hipótesis, la función J, es de clase C*, por lo tanto con- 
tinua y en todas partes no nula. Al ser 4 conexo, se deduce que J¿ mantiene un 
signo constante sobre A. Diremos que el difeomorfismo Ú es directo (o que con- 
serva la orientación del plano) si se tiene J, > 0; si se tiene J,< 0, se dirá que 
el difeomorfismo 0 es indirecto. 

Se sabe (véase tomo 2, V.4.7) que el jacobiano de la aplicación inversa 07 
es la función J¿-: definida sobre D por 


1 
Je (0(m)) = Tim) 


por otra parte, si 9:4>D y y : D=U son dos difeomorfismos, el jacobiano 
del difeomorfismo compuesto y o O es la función definida sobre 4 por 


Jm) = Jo[0(m)].Jo(m) - 
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Se deduce fácilmente que el recíproco y el compuesto de difeomorfismos direc- 
tos son difeomorfismos directos. 

Si en la definición VIII.1.2 se sustituyen las palabras un difeomorfismo 0 por 
un difeomorfismo directo 0, se obtiene otra relación de equivalencia sobre el con- 
junto de las hojas parametrizadas de clase C*. Esta relación es más fina que la 
simple C'-equivalencia y la llamaremos C*-equivalencia positiva. 


Definición VII. 1.4 


Una hoja geométrica orientada de clase C* es una clase de C*-equivalencia 
positiva de hojas parametrizadas de clase cr 


A cada parametrización F : D > É de clase C*, asociaremos la hoja geométrica 
orientada 2, de clase C* constituida por las parametrizaciones positivamente Ct. 
equivalentes a F. Las parametrizaciones de la forma D = Fo0, donde 0: 4>D 
es un difeomorfismo indirecto de clase C*,constituyen también una hoja geométrica 
orientada X-. De esta hoja 2 se dirá que es opuesta a Xy; pero no es necesaria- 
mente distinta de +. En efecto, pueden existir dos cambios de parámetro admi- 
sibles 0, y uno directo y el otro indirecto, tales que se tenga Fo 0=Fog. 

Al igual que en el caso de los arcos geométricos, cada hoja geométrica Z está 
formada, según los casos, por una o por dos hojas orientadas que reciben el nombre 
de orientaciones de 2. Si existen dos de ellas, se dice que son opuestas, Si X admite 
una sola orientación, la hoja orientada 2 es igual a su opuesta. 

Por extensión de V.2.2 se tiene fácilmente: 


VIIL.1.1 Para que una hoja geométrica Y definida por una parametrización 
F:D> 6, tenga una orientación única, es necesario y suficiente que 
exista un cambio de parámetro admisible indirecto 0 : D>D tal que se 
tenga F=Fo0. 


Esta proposición muestra que las hojas que tienen una sola orientación son 
relativamente excepcionales. 

Todos los enunciados que siguen y que se refieren a hojas geométricas (defi- 
nición y propiedades del orden de multiplicidad de un punto, del plano tangente, 
de hojas regulares, etc...) son válidas a fortiori para hojas orientadas. Esta extensión 
es evidente y no insistiremos en ella si no es para señalar las propiedades de las 
hojas orientadas. 
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Ejemplo 


Supongamos 6 provisto de una estructura euclídea y referido a un sistema de 
referencia ortonormal y sean /, g dos funciones numéricas de clase C* sobre un 
intervalo de R. A estos datos asociamos la hoja de clase C* de ecuaciones para- 
métricas 

x=f(u)cosv, y =f(u)senv, 2= gu) (uel,ve R); 


esta hoja se dice de revolución alrededor de Oz. Para la parametrización conside- 
rada, las líneas coorderiadas son los paralelos (definidos por u = Cte, veR) y 
los meridianos (definidos por v= Cte, u € 1). 


$ VIL2 ESTUDIO DEL SOPORTE DE UNA HOJA 
Puntos simples. Puntos múltiples 


Sea Y una hoja de clase C* definida por una parametrización F': D> 6. Si 
M es un punto de sop (2), el cardinal del conjunto F-(M) no depende de la elec- 
ción de F, ya que los cambios de parámetro admisibles en 2 son biyecciones: 


— Si card (F-(M)) = 1, se dice que el punto M es simple. 

— Si card (F(M)) es un entero p > 2, se dice que M es múltiple, de multi- 
plicidad p: cuando p = 2, se dice que M es doble; se dice que es triple si p = 3, 
cuádruple si p = 4, etc... 

— Finalmente, si card (F-(M)) es infinito, se dice que el punto M es de mul- 
tiplicidad infinita . Este caso se presenta con frecuencia en la práctica. 


Un punto simple de sop (2) se llamará brevemente punto simple de 2. 


Ejemplos 
1. Sea f una función numérica de clase C* en un dominio D de R? y sea 


F: D> 6 la parametrización definida en un sistema de referencia afín dado de € 
por sus coordenadas 


(1) x=u, y=0, z=f(u,v). 
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Esta claro que F es inyectiva. Si X designa la hoja definida por f, todos los 

puntos de sop (2) = F(D) son simples. Se observará que el soporte de 2 es la 
superficie de ecuación cartesiana z = f(x, y). 
e En lo sucesivo llamaremos parametrización cartesiana a toda parametrización F 
que puede ser definida, en un sistema de referencia adecuado, mediante una para- 
metrización F de la forma (1), y diremos simplemente que la hoja 2 definida por F 
es la hoja de ecuación cartesiana z = f(x, y). 


2. Sea F:R*>6 la parametrización definida, en un sistema de referencia 
fijo de $, por sus coordenadas: 


La hoja 2 definida por F es cilíndrica (véase $ 111.5); su soporte es la superficie 
cilíndrica S de ecuación x(x? + y?) — a(x? — y?) = 0. Todos los puntos de la recta 
Oz son dobles; los demás puntos de S son simples (véase la figura 1); estas pro- 
piedades se deducen del estudio de la cúbica plana de ecuaciones paramétricas 


Figura 1. 


3. Referido el espacio £ a un sistema afín fijo, sea S el cono de ecuación 
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A+yokz=0 (k 40). 


a) Ses el soporte de la hoja 2 definida por la parametrización F de coor- 
denadas 


x= kucosu, y = kvusenu, z=v (u,veR). 


Para esta hoja 2, todos los puntos de S tienen una multiplicidad infinita. Sin em- 
bargo, si M es un punto de S distinto de O, el conjunto F-(M) es numerable, mien- 
tras que el conjunto F-1(O) es la recta v = 0 de R?, la cual no es numerable. 

b) Consideremos la subhoja 2” de Y definida por la restricción de F al con- 
junto ]—x, + 1[ x R de R?. El soporte de 2” es el conjunto S del que se quita 
la generatriz de ecuación y = 0, x =—kz. 

Todos los puntos del soporte de 2” son simples, a excepción del punto O, el 
cual es de multiplicidad infinita. 


Definición VIH.2.1 


z Una hoja geométrica se dice que es simple si todos los puntos de su so- 
porte son simples. 


Equivale ello a decir que las parametrizaciones admisibles de esta hoja son 
inyectivas. 

El ejemplo 1 anterior hace ver que toda hoja que admite una parametrización 
cartesiana es simple. 


Observación. Si F:D>6 y D: A >6 son dos parametrizaciones admisibles 
de una misma hoja simple 2, existe un solo cambio de parámetro 6 tal que H = Fo 0; 
ya que dos aplicaciones cualesquiera 0,:4>D y 0,:4>D que verifican 
Fo (, = Fo 0, son entonces necesariamente iguales. 


vHm1.2.1 Toda hoja simple admite dos orientaciones distintas. 


Demostración. Sea X una hoja simple definida por una parametrización 
F:D> 6. Si Z admitiera solamente una orientación, existiría un difeomorfismo 
indirecto 0 : D> D tal que F= Fo 6. Ahora bien, al ser F inyectiva, la relación 
F = Fo 6 implica que 6 se reduce a la aplicación idéntica de D en D y la aplica- 
ción idéntica es directa. Se llegaría por lo tanto a una contradicción.] 
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$ VIL3 HOJAS REGULARES 


Sea X una hoja geométrica de clase C* definida por una parametrización 
F:D>6 y sea Dd: 41> 6 otra parametrización admisible de 2.Si0:4>D 
es un cambio de parámetro tal que d = Fo 0, se tiene, para todo punto ed, 
y poniendo m = Qu) 


DO, = DF, o DO, . 


Ahora bien, la diferencial DO, es un isomorfismo de R? sobre sí mismo (ya que 0 
es un difeomorfismo). Se ve pues que los rangos de las diferenciales DP, y DF 
(que son aplicaciones lineales de R? en E) son iguales. En consecuencia, si, para 
todo m € D, el rango de DF,, es igual a 2, entonces, para todo u € 4, el rango de 
DG, es igual a 2. Podemos pues decir: 


Definición VHI.3.1 


Una hoja geométrica X definida por una parametrización F: D> 6 se 
; dice que es regular si la diferencial de F en cada punto m de D es una 
aplicación lineal de rango 2 (*). 
El estudio que antecede prueba que, en efecto, esta definición es independiente 
de la parametrización F elegida. 
Designemos por F(u, v) el valor de F en el punto m de D, de coordenadas u, D. 
Entonces DF, es la aplicación lineal 


RSE, (2, P) > aFi(u, 0) + PFu, 0): 


y la condición «DF es de rango 2) equivale a que los vectores F¿(u, 0) y F;(u, 0) 
sean independientes. Por lo tanto: 


VIL3.1 Para que la hoja X definida por la parametrización F:D> €, 
(u, v) +>F(u, v) sea regular, es necesario y suficiente que, para todo (u, y) € D, 


los vectores F; y F; sean independientes. 
Cuando $ está provisto de una estructura de espacio euclídeo orientado, esto 


> oF 0 
equivale a decir que el vector Mu, v) = a (uo A _ (u, v) no se anula nunca 
u Dv 
(véase capítulo IX). 


(1) Señalemos que a una aplicación F que verifica esta condición se la llama inmersión, y la hoja E 
que define se dice que está inmersa en É. 
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Ejemplo 


Sea 2 la hoja simple definida, en un sistema de referencia dado (0:57. X) 
de 6, por la parametrización cartesiana 


F:D>8,(xy+ (3%, y,2 = f(x, y) 


donde f designa una función numérica de clase C* en el dominio D de R? (k > 1). 
Los vectores Fx, y) y F;j(x, y) están definidos por sus componentes respectivas 
en la base (1, j, k) 


Fi(x, y) : (1,0, £00, y); FjGe y) :(0, 1, £(x, y) - 


Al ser su matriz de rango 2, estos vectores son linealmente independientes. Uniendo 
este resultado con el obtenido en el $ anterior, enunciaremos 


VIIT.3.2 Toda hoja geométrica de clase C* (k > 1) que admite una parametri- 
ll zación cartesiana es simple y regular. 


Vamos a ver que este resultado admite un recíproco local (1). Con más preci- 
sión, se tiene 


Teorema VIIL.3.3 


Sea E una hoja de clase C* definida por una parametrización F: D>6 
y sea my = (Uy, vo) un punto de D tal que la diferencial de F en my sea 
de rango 2. 
Existe entonces un dominio D,, contenido en D y que contiene a mp, tal 
que la subhoja Xy de E definida por la restricción de F a Dy admite una 
parametrización cartesiana (de donde resulta que 2, es simple y regular de 
Demostración. Designemos por f, g, h las coordenadas de F en un sistema de 
referencia afín arbitrariamente dado (O; 1,7, % de 6. 
Por hipótesis, la matriz 


[esa Do) giktlo, 10) Alto, bea 


filo, Vo) YrlUto: Lo) hilUo, Lo) 


() Lo mismo que para los arcos, la palabra «local» no hace aquí referencia a la topología del so- 
porte de la hoja. Se refiere a la topología del dominio de definición de una parametrización cualquiera 
de la hoja. 
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es de rango 2. Permutando las coordenadas, podemos pues suponer que el deter- 
minante funcional 


Dg) | Log 


A A 
verifica 
D(f y) , 
D(u, 1) (uo, 00) 0. 


Según el teorema de inversión local (tomo 2, teorema VI.5.1) existe un abierto Dy 
contenido en D y que contiene a mp, tal que la aplicación 


Dy > R?,(u, 0) + (S(u, 0), g(u, v)) 


define un difeomorfismo 0 de Dy en un abierto 4, de R? que contiene el punto 
(o Yo); este difeomorfismo es de clase C*, 

Se puede suponer evidentemente que D, es conexo, en cuyo caso Ay = 0(Dp) 
es conexo. 

Sea entonces 2, la hoja definida por la restricción de F a Dj; la aplicación 
bH=Fo01:A,>6 es una parametrización admisible de Zo, la cual se ve 
fácilmente que es cartesiana. En efecto, las coordenadas del punto P(x, y) son, por 
construcción 


x y y ho0 (xp). 


Por lo tanto, 2, está definida, en el sistema de referencia considerado, por una 
ecuación cartesiana de la forma z = p(x, y), ((x, y) € 40)-] 


Observación. Manteniendo las notaciones de esta demostración, se ve que la 
condición 

Df. 9) 

D(u, v) 


equivale a decir que el vector K no está en el plano vectorial engendrado por los 


(Up, 00) FO 


oF oF 6 a a 
vectores e (tp, Vo), 00 (Up, Vp); ahora bien, si el punto M, = F(up, vp) es simple, 
u Y 
este plano vectorial es la dirección del plano tangente a 2 en el punto M, (véase $ 4), 


a a d A da 7) 
y su existencia equivale a la independencia lineal de los vectores o Do), 
uu 
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ad (Up, Up). Hemos establecido pues el resultado que sigue, que completa VIIT.3.2 
0v 
y que será utilizado con frecuencia. 


VIIL.3.4 Sea (O; E K) un sistema de referencia afín dado de € y sea 2 una 
hoja geométrica que admite, en un punto simple (*) My, un plano tangente 
no paralelo al vector k. 
Existe entonces una subhoja de X que contiene a My y que admite una 
ecuación cartesiana de la forma 


z= f(x, y). 


_En consecuencia, sea 2 una hoja geométrica simple y regular, y sea R = (O; i, 
j, k) un sistema de referencia afín cualquiera dado de 6. Por cada punto M, de € 
pasa una subhoja de 2 que admite una ecuación cartesiana de la forma 


2=/f(,y) o x=902) 0 y=h,x5. 


En efecto, el plano tangente a 2 en My no puede ser paralelo a la veza los tres 
vectores í, j, k y se puede aplicar VIIIL.3.3 sustituyendo si es preciso K por ¿o j. 

El teorema VII1.3.2 muestra que el estudio de una hoja regular se reduce local- 
mente (?) al estudio de hojas simples y regulares definidas por parametrizaciones 
cartesianas, por lo que tiene mucha importancia en la práctica. Este teorema per- 
mite también establecer la relación entre los conceptos de hoja y de subvariedad 
de 6 (véase $ 8). 


Funciones diferenciables en una hoja simple y regular 


Sea 2 una hoja de clase C*(k > 1) simple y regular, de soporte S, y seaa: S>R 
una función numérica. 

Si para una parametrización F: D=>6 de 2 la función «o F es de clase C” 
en D(p < k), ocurre entonces evidentemente lo mismo para toda parametriza- 
ción de 2. (Esto resulta del hecho de que los cambios de parámetro en X son 
difeomorfismos de clase C*.) 


() La razón de suponer Mo simple es para poder dar un enunciado de naturaleza geométrica, De 
hecho, el teorema VIII.3.2 hace ver que nos podemos reducir al caso de una hoja simple reduciendo D 


si es preciso (es decir sustituyendo E por una subhoja). 


(2) Ver nota de la página 510. 
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Cuando esto ocurre, diremos (por abuso de lenguaje) que « es una función de 
Clase C” en 2. 
El conjunto de las funciones de clase C” en 2 constituye evidentemente una 


R-álgebra £”(X) con las Jeyes habituales: 


suma: (a + fB)(M) = AM) + P(M) (MES) 


producto: (aB) (M) = AM) PB(M) 
multiplicación por 2eR: (2) (M) = MAM)] : 


la subálgebra de las funciones constantes en 2 se identifica evidentemente con 
el cuerpo R de escalares. 


$ VIL4 PLANO TANGENTE 


Designemos por F:D>4 y D: A >6 dos parametrizaciones admisibles de 
una misma hoja Y de clase C* y sea 0 : 4 > D un cambio de parámetro admisible 
tal que D =Fo0. 

Si M es un punto simple de 2, existe un punto único m e D y un punto único 
14 tales que 


M = Fm) = 0(u) 


se tiene (véase $ 3) 
(0) Do, = DF,, o DO, . 


Según hemos hecho notar ya, la diferencial DO, es un isomorfismo de R? en 
sí mismo. La relación (1) muestra que las aplicaciones lineales DP, y DF, tienen 
la misma imagen. Esta imagen es' un subespacio de E, el cual depende solamente 
del punto M, que designaremos por Ta. La dimensión de T,, es igual al rango 
de DF, por lo tanto igual a 0, 1 ó 2. Se da la siguiente 


Definición VIIL.4.1 


Sea E una hoja geométrica definida por una parametrización F: D= E 
; y sea M = F(m) un punto simple de 2. 
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¿ a) El punto M se dice que es estacionario si DF,, es de rango < 1, regu- 
lar sí DF,, es de rango 2. 
b) Si M es un punto regular, el plano vectorial T,; = Im (DF,,) recibe 
el nombre de plano vectorial tangente a X en M; el plano afín Gy de di- 
rección T,, que pasa por M recibe el nombre de plano tangente a Zen M; 
los elementos no nulos de T,, son llamados vectores tangentes a Zen M, 
$ y las rectas contenidas en Gy que pasan por M son llamadas tangentes 
ta ZenM. 


El estudio que antecede muestra que en efecto estas definiciones son indepen- 


dientes de la parametrización F elegida. 

Por otra parte,los conceptos acabados de definir no se modifican si se sustituye 
la hoja X por una subhoja que pasa por M. En consecuencia, para determinar Tr, 
se puede utilizar cambios de parámetro admisibles definidos solamente en un 
entorno de m. En particular, si Y es una hoja regular, nos podremos limitar siempre 
(sustituyendo 2' por una subhoja) al caso en que Z está definida por una parame- 
trización cartesiana (véase $ 3). 


Ecuaciones del plano tangente 


Sea como siempre 2' una hoja de clase C* (k > 1) definida por una parametri- 
zación F: D> GC, (u, v)+> Flu, v) y sea M, = Fu, vy) un punto simple de 2. 

Sabemos (véase $ 3) que M es regular si, y solamente si, los vectores F(Up, Vp) 
y Fi(up, Up) son linealmente independientes; el plano vectorial T,y, está pues para- 
metrizado por 


n ,0F F A 
(e) (2,19 Mo + 4 (o, 00) + He (o, 10) (A MER). 


Designemos ahora por f, g, h las coordenadas de F en un sistema de referencia 
afín de € fijado arbitrariamente. En este sistema de referencia, el plano tangente 
Gu, admite la ecuación cartesiana 


x — f(Uo, Vo) Y-— YlUto, Lo) 2 — ho, 10) 
(2bis) Fito, Vo) Yi (Uo, Vo) h(uo, vo) | =0. 
f,(Uo, Vo) Y:(Uo, Lo) h;(, Vo) 
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Si la hoja 2 está definida por la ecuación cartesiana z =(x, y), todo queda 
reducido al caso anterior designando por F la parametrización (x, y) +> (x, y, F(x, y). 
Se ve de este modo que el plano tangente a 2 en el punto de coordenadas 


(Yo, Yo» Zo = £(Xo, Yo) 


admite la ecuación cartesiana 


Xx—Xo Y—=Yo 2 f(Xo, Yo) 
1 0 So, Yo) | = 0, 
0 1 Sy (%o, Yo) 
o sea, desarrollando 
6 2 — fo» Yo) = (Xx — Xo) S(Xos Yo) + (7 — Yo) fy(Xo» Yo) |- 


Propiedades de contacto 


Al igual que la tangente a un arco, el plano tangente a una hoja puede carac- 
terizarse por una propiedad de contacto. Para enunciarlo cómodamente, supon- 
dremos el espacio vectorial R? provisto de una norma, (siendo los resultados ob- 
tenidos independientes de la elección de esta norma). 


vII.4.1 Sea E una hoja de 6 definida por una parametrización F: D> 6 y 
sea My = F(mp) un punto simple y regular de z: 
Para que el plano afín P definido por la ecuación cartesiana p(M) = 0 
sea tangente en M, a X, es necesario y suficiente que se tenga, en el 
entorno de mo: 


(4) (Fm) = o()| mo% |) - 


Demostración. Puesto que la función compuesta y =p 0 F es diferenciable 
(ya que lo son F y pp) tenemos 


Wim) = Yo) + DY MR + (| 9% 11); 
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y la relación (4) equivale a las relaciones 
(5) V(mo) =p(M))=0, DY, =0. 
Ahora bien, se tiene 
DVmo = Dl > F)y, = DO yy, 9 DE 

y puesto que q es afín, su diferencial en cada punto es igual a su parte lineal f = L(p). 

Por otra parte, la diferencial DF,,, es la aplicación lineal R?*> E, (du, du) 
+ Fi(Uo, 0) du + F;(Ug, vp) de, designando por (up, Up) las coordenadas de mp. La 
relación L(p) o DF,,, = 0 equivale, pues, a 
(6) L(F)=0 y L(F)=0, 
y las relaciones (6) traducen el hecho de que los vectores F; y F;son paralelos al 


plano 2. Por otra parte,la primera de las relaciones (5) expresa que 2 pasa por 
Mo. Las condiciones (5) expresan, pues, que P es el plano tangente a 2 en Ma] 


Observación. Se obtiene una presentación menos abstracta utilizando las coor- 
denadas f, g, h de F en un sistema de referencia dado de 6. Pongamos entonces 


p(M)=ax +by+cz+d (a,b,c,d = Ctes), 


designando por x, y, z las coordenadas del punto M en este mismo sistema de refe- 
rencia. Si m designa el punto de D de coordenadas u, v, se tiene 


Y(u, v) = Y[F(m)] = af(u, v) + bglu, v) + ch(u, v) + d. 
La relación Dy,,, = 0, equivale entonces a las relaciones 
Yi(Uo, 10) =0, — Yi(Uo, 00) =0, 
o sea 


afi(Uo, 00) + Dgufuo, 09) + Cho, 00) =0 
afz(Uo, 10) + Dgi(uo, 10) + chí(uo, 00) =0 


y se ve que estas relaciones traducen el hecho de que los vectores F;(up, Vp) y 
F;(tp, Up) son paralelos a 2.] 
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Caso de una parametrización cartesiana 


_, Supongamos definida la hoja 2 en un sistema de referencia adecuado (0:7, 
J,k) por la ecuación cartesiana 


z=f(x,y), 


donde f designa una función numérica de clase C* en un dominio plano D de 
R?. Se puede tomar entonces como F la aplicación que, al punto m e D, de coor- 
denadas (x, y), asocia el punto M de coordenadas (x, y, z), y si, con ayuda del 
sistema de referencia (O; i, 7. se identifica R? con el plano de ecuación z = 0, el 
punto m es la proyección de M sobre este plano. 

Para que el plano 2 de ecuación 


2 Zp — PX — Xo) — Y — Yo) =0 
sea tangente a X' en el punto M, = F(mo), es necesario y suficiente que se tenga 
(7) Zo + p(x — Xo) + (Y — Yo) — F(x, y) = ol] moni |), 


poniendo m = (x, y) y Mo = (Xo» Yo)- 
La relación (7) equivale (por ser f diferenciable) a: 


(8) Zo =f(Xo, Yo), P=£fi(Xo) Yo), 4 =S(Xos Yo) - 


Nos encontramos aquí de nuevo con la ecuación del plano tangente obtenida 
directamente, o sea con (3). 

Para interpretar geométricamente la relación (7), pongamos, para cada punto 

= (x, y) de D 


2mM=f(X, y) 2p=209 + p(X— Xo) + (Y — Yo). 


El punto P, de coordenadas (x, y, z,) es la intersección con el plano 42 de la para- 
lela al eje Oz trazada por m (véase la figura 2). 

La aplicación m+> P así definida es una biyección afín del plano (Oxy) sobre 
el plano 2. Dando a 4 una norma cualquiera se ve que la relación (7) equivale 
a cada una de las relaciones 


(8) 2m — 2p = o((| mom |) 
(8) Zu — 2p = ol) M¿P |). 
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Cada una de las relaciones (8), (8”) proporciona una caracterización geométrica 
del plano tangente a Z en Mo. 

Extendiendo el concepto de contacto se pueden traducir estas relaciones di- 
ciendo que el plano tangente a una hoja 2 en un punto regular My, es el único plano 
P que tiene con 2 un contacto de orden > 1 en Mp. 


Tangentes a los arcos trazados sobre Y 


Sea 2 una hoja simple y regular de clase C* definida por una parametrización 
F:D>G6 y sea y un arco de clase p de R? (1 < p < k), de soporte contenido 
en D, definido por la parametrización f: />R?. Designemos por 1'= F(y) el 
arco trazado sobre 2 que le corresponde (véase página 503). 

Al ser inyectiva la parametrización F' es equivalente decir que y es simple o 
que 1” es simple. Por otra parte, para cada t€1, el vector 


0) Vi = ELASON= DELL 0 


es la imagen por la aplicación lineal DF;(), del vector f'(t). Ahora bien, para cada 
me€D, la aplicación DF,, es inyectiva por hipótesis (ya que se ha supuesto a X 
regular). La relación f'(t) = O equivale pues a 10) = 0 y es equivalente decir que y 
es regular o que 1” es regular. 


Un arco simple y regular trazado sobre una hoja simple y regular 2 es pues imagen 
por F de un arco simple y regular contenido en D. 


Si se pone my = f(to) y My = Fy(my) (ty € 1), la relación (9) prueba que el vec- 
tor V(1,), tangente a 1” en el punto Myestá contenido en la imagen de la aplicación 
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lineal DF)», es decir en el plano vectorial tangente a Z en My. En otros términos: 


La tangente en un punto My a un arco simple y regular trazado sobre una hoja 
simple y regular X, está contenida en el plano tangente a 2 en My. 


e A la inversa, se puede demostrar que toda recta tangente a 2 en M) es la tan- 
gente en M, a un arco simple y regular trazado sobre 2. 

Designemos en efecto por 7= 2F;(uy, Up) + 1 F:(tp, 0p) un vector cualquiera 
tangente en el punto M, = F(uy, 0) y sea h >0 suficientemente pequeño para 
que el segmento de recta 0 de R? definido por la parametrización 


u=u +4, v=0+4  (l1|<h 


esté contenido en D. Entonces la imagen de 9 por F es un arco simple y regular 
trazado sobre 2, cuya tangente en el punto M) está dirigida por el vector V. 
Tomemos en particular h >0 suficientemente pequeño para que el cuadrado 
definido por | u—uy|< h, | v—vp| < h esté contenido en D. Entonces, las dos 
líneas coordenadas I',, T'¿ definidas respectivamente por las parametrizaciones 


ue Fu, op) (Ju—=u|<h y v. > Flag, o) (Ju — vol <h) 


son arcos simples y regulares trazados sobre 2, y las tangentes a estos arcos en 


65,3 : E) 
el punto M, = F(uy, Vp) están dirigidas respectivamente por los vectores e (Up, Vo), 
U 
OF 
Ay (Uo, Vo). 


Observación. Si el soporte de una hoja Y contiene un segmento de recta g 
que pasa por un punto simple y regular M,, entonces el plano tangente a 2 en M, 
contiene a la recta 9 'que es soporte del segmento. 

Según el teorema VII1.3.2, podemos limitarnos, en efecto, al caso en que Z es 
una hoja simple y regular; el segmento g es entonces el soporte de un arco simple 
y regular trazado sobre 2 y la tangente a este arco es la recta Y que contiene a g. 

Esta observación es fundamental en el estudio de las superficies regladas ($ 6). 

Vamos a estudiar ahora los planos tangentes a algunas hojas particulares. 


Plano tangente a una hoja cónica 


Una hoja cónica X de $ está definida por una parametrización de la forma 


IxR>68,(u0)+> M(u,v)=0 + v Kw), 
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donde O designa el vértice de la hoja y u+ Ku) una función vectorial de clase 
C* (k > 1) sobre un intervalo / de R (véase p. 185). 
Se tiene aquí 
IM _ >, o0M 


— =vK(u), a 


du 00). 


—, Para a el punto M(u, v) sea regular es necesario y suficiente que los vectores 
K'(u) y K(u) sean linealmente independientes, y que se tenga v=* 0, es decir M4 0. 
Si se cumplen estas condiciones, el plano tangente en el punto M(u, v) está dirigido 
por los vectores Ku) y K' (u) ; contiene pues la generatriz Y que pasa por este punto 
(según era previsible de acuerdo con la observación anterior), y es el único plano 
que contiene a Y paralelo al vector Kw, de donde resulta que el plano tangente 
a 2 es el mismo en todo punto (distinto de O) de la generatriz Y. Se observará 
que el vector K“(u) es tangente a la curva directriz 
T:u+0 + Klu) 


en el punto m= 0 + Ku) (véase la figura 3). 


Kw) 


Figura 3, 


Plano tangente a una hoja cilíndrica 
Una hoja cilíndrica Z de £ está definida por una parametrización de la forma 
IxXR>6,(40) > Mo) =f(M+vk, 


donde K designa un vector fijo no nulo y f: 1 >4é un arco parametrizado de 
clase C* de 6. Se tiene aquí 


=1, Lat. 
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Para que el punto M(u, v) sea regular, es necesario y suficiente que el vector f'(u) 
sea no colineal con k, y el plano tangente es entonces el único plano que contiene 
a la generatriz Y de M y que es paralelo al vector K. Este plano es el mismo en 
todo punto de la generatriz $. 

Se observará que f'(u) es un vector tangente a la directriz de 2 (arco definido 
por la parametrización f). Para que 2 admita un plano tangente en un punto de 
la generatriz Y, es pues necesario y suficiente que ésta no sea tangente a la directriz 
en el punto m = fu) (véase la figura 4). 


Figura 4. 


Plano tangente a una superficie de revolución 


>> 


Estando provisto el espacio afín 4 de una estructura euclídea, sea (O; Í, 7, K) un 
sistema de referencia ortonormal. Una hoja de revolución X de eje Oz está definida 
por ecuaciones paramétricas de la forma 


x= f(u)cosv, y = f(u) senv,z = glu) (ue l,veR), 


donde f, g son funciones numéricas de clase C* en un intervalo 7 de R. 
Los vectores 4M/0u y 0M/óv están definidos por sus componentes 


(rw cosv, f'(u)senv, 9) 


zo. f(u) seno, S(cose,0). 
0v 


Para que estos dos vectores sean independientes es necesario y suficiente que se 
tenga 
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oM 
raid y fu)AH0. 


a) Si el par (u, uv) verifica estas condiciones, nos podemos limitar, sustitu- 
yendo 2 por una subhoja, al caso en que el punto M(u, v) es simple. El plano 
tangente a Z' en este punto queda entonces determinado por la tangente 4, al 
paralelo de M y por la tangente D,, al meridiano de M (recordemos que los pa- 
ralelos y los meridianos son líneas coordenadas). Destaquemos que las rectas D,, 
y 4, son ortogonales (véase la figura 5). 


Figura 5. 


Si D,, es paralelo a Oz, el cilindro de revolución de eje Oz que pasa por M es 
tangente a X a lo largo del paralelo de M; este cilindro se dice que es circunscrito 
a Z alo largo de este paralelo. 

Si D,, corta al eje Oz en un punto 7, el cono de revolución de eje Oz y de vér- 
tice /, que pasa por M, es tangente a Z' a lo largo del paralelo de M; se dice que 
es circunscrito a X' a lo largo de este paralelo. 

Señalemos que las hojas de revolución de eje Oz están caracterizadas por el 
hecho de que su normal en cada punto es coplanaria con Oz. 

b) Si se tiene f(u) = 0, el punto M(u, v) pertenece al eje Oz, y es un punto múl- 
tiple de orden infinito de la hoja a considerar. En algunos casos el soporte de la 
hoja 2 admite en este punto un plano tangente geométrico, y puesto que este plano 
tangente tiene que permanecer invariante en toda rotación de eje Oz, solamente 
puede ser el plano perpendicular en M a Oz. 

Se da este caso cuando los meridianos de 2 admiten en este punto tangentes 


perpendiculares a Oz. 
El toro cruzado engendrado por la rotación de una circunferencia alrededor 
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de una secante no diametral de su plano nos proporciona un ejemplo de una hoja 
de revolución que no admite plano tangente en los puntos situados sobre su eje. 

(En la figura 5 se han representado dos disposiciones posibles: en B la hoja X' 
admite un plano tangente perpendicular a Oz; en A no admite plano tangente.) 


Intersección de dos superficies 


Consideremos dos hojas regulares X,, X, de clase C* (k > 1) que tienen un 
punto común M, y no son tangentes en este punto (o sea que tienen en este punto 
planos tangentes distintos). Vamos a ver que en el entorno de M, la interseccción 
de Y, y 2, es un arco regular cuya tangente en M, es la intersección de los planos 


tangentes a 2, Zo. 


Tomemos un sistema de referencia afín (O; A K) de origen M, tal que el vec- 
tor É no sea paralelo ni al plano tangente a 2, en Mp, ni al plano tangente a 2, 
en M,. Existen entonces una subhoja 2; de 2, y una subhoja 2, de 2, que admiten 
respectivamente ecuaciones cartesianas de la forma 


2=f(0yY., 2=S£(09» 


siendo cada una de las funciones f, (í = 1, 2) de clase C* en un dominio D, que 
contiene al punto (0, 0) y que verifica f,(0, 0) = 0, 

El problema de la intersección de 2; y 2¿ se reduce a hallar los puntos 
(x, y) € D, N D, que verifican f,(x, y) = fa(x, y). 

Ahora bien, al no ser 2, y 2, tangentes en Mp, se tiene: 


Lo, 0 Lo, 0) o To, 9%, o. 


En otros términos, la función numérica f=f,—f, (definida en D,n.D,) 
tiene una diferencial no nula en el punto (0, 0). Por aplicación de la teoría de las 
funciones implícitas se sabe que existen dos intervalos abiertos /, J de R que con- 
tienen al origen y tales que el conjunto de los puntos (x, y) el x J que verifican 
f(x. y) =0 es el soporte de un arco simple y regular y de clase C*, cuya tangente 
en el origen es la recta de ecuación 


xf.(0, 0) + »£;(0, 0) = 0 
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(véase tomo 2, pV1.4.1).Si se designa por 0, (i= 1, 2) la subhoja de 2; definida 
por la restricción de f, al rectángulo 7 x J, se ve que la intersección de los soportes 
de 0, y 0, es un arco simple y regular /' cuya proyección sobre el plano (Mp; ij) 
es el arco y. La tangente a 1” es entonces la intersección de los planos tangentes 
a Z,, 22 en Mo» 

Enunciaremos el resultado obtenido 


VIIL.4.2 Sean X,, 2, dos hojas simples y regulares de clase C* (k > 1) cuyos 
soportes tienen un punto común M,, y no son tangentes en el punto My. 
Existen entonces una subhoja o, de X, y una subhoja 0, de 2, que con- 
tienen a My, y tales que la intersección de los soportes de 0, y 0z es el 
soporte de un arco simple y regular de clase C* (k > 1); la tangente 
a este arco en M, es la intersección de los planos tangentes a 2, 2, en My. 


Este resultado se aplica en particular al caso de la intersección de una hoja 


con un plano no tangente. 
El problema de la intersección de una hoja con uno de sus planos tangentes 


se estudiará al final del $ 5. 


$ VIILS POSICIÓN DE UNA HOJA RESPECTO 
A UN PLANO TANGENTE 


Nos proponemos precisar el estudio (iniciado en el $ anterior) de la posición 
de una hoja 2 respecto a un plano tangente en un punto My simple y regular; 
supondremos para ello que 2 es de clase C* con k > 2. 

Según el teorema VIII.3.3 nos podemos limitar (sustituyendo si es preciso Y 
por una subhoja que contenga a M,) al caso en que 2 está definida, en un sistema 
de referencia adecuado (O; E h D, mediante una ecuación cartesiana de la forma 


2=f(x,y), 


donde f es una función numérica de clase C* sobre un dominio D de R?. 
Con ayuda del sistema de referencia (O; í, j, k) identificaremos 6 con R? y 
el plano 


P=(0:1,J) 


con R?. La aplicación 


p:M= (x,y,z) ++ m = (x, y) 
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será llamada simplemente proyección sobre 4. Finalmente se dotará a 2 de una 
norma cualquiera. 
Pongamos My = (Xp, Yo» 20), CON 29 =L(Xo, Yo), Mo = (Xo» Yo) = PM); 
P= filo» Yo) > 9 =£i(Xo, Yo); 7 = fislXo, Yo) > 
s =filxo, Yo), 1 = fiadXo» Yo) - 
Aplicando la fórmula de Taylor-Young a f hasta el orden 2 en el entorno del punto 


My = (Xo» Yo), se obtiene, poniendo m = (x, y): 


(1) F(<,y) = Zo + p(x — xo) + 90 — Yo) + 3 [r(x — xo)? + 


+ 2s(x — xo) (y — yo) + (y — yo)"] + o((| mom 11?) . 
Ahora bien, la ecuación del plano tangente Uy, a X en M, es z = q(x, y) con 


p(x, y) = 29 + p(x— Xo) + qlY — Yo) + 
Al igual que en el $ anterior, designemos por M el punto de 2 de coordenadas 
(o y, Zu = £(x, y) 


y por Pel punto de By, de coordenadas (x, y, 2») = p(x, y)) (véase la figura 2, p. 518). 
La relación (1) se escribe entonces en .la forma más sugestiva 


Q) 2 2p=Mr(x—x0)?+2 (2x0) (90) +19 —Y0)”]+ol11 mom 11?) . 


Sea Q la forma cuadrática definida en R*? por 


O(X, Y) =rX? +2sXY + 1Y?. 


(esta forma no es otra que la forma cuadrática asociada a la diferencial segunda 
de f en my.) 

Esta forma OQ depende del sistema de referencia elegido en el cual el trozo de 
hoja considerado está representado por z = f(x, y). 

Sin embargo, se llega fácilmente a la conclusión de que la naturaleza de Q (o 
sea si es degenerada o no, si es definida positiva, definida negativa, o no) no depende 


526 Propiedades afines de las superficies 


del sistema de referencia elegido. Esta naturaleza de O traduce pues una propiedad 
geométrica local de la hoja X en el punto M,, que vamos a estudiar en los dis- 
tintos casos. 


Primer caso: La forma Q es definida positiva o definida negativa. Se dice entonces 
que el punto M, es elíptico. 
Este caso se presenta si, y solamente si, se tiene 


r<0|. 


Sabemos que entonces la función g: D>R 


IX, Y) = 24 — 2p =S(%, y) — p(x, y) 


admite un extremo estricto (local) en m (ver tomo 2, teorema VI.1.2). 

Dicho de otro modo, para m suficientemente próximo a Mp, Za — Zp Mantiene 
un signo constante y se hace nulo solamente para m = my. Este hecho se traduce 
por el hecho de que la hoja 2 permanece, en el entorno de M., a un solo lado del 
plano tangente Gm,; se dice que 2 presenta, en el punto M, el aspecto de un 
balón (véase la figura 6). 


Figura 6. Disposición de balón (punto elíptico). 


Se observará que, en este caso, la función f es, en el entorno de mp, convexa 
o cóncava según que sea r >0 o r<0 (véase tomo 2, VI.2.5). 
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Segundo caso: La forma O es no degenerada y no definida. Se dice entonces que 
el punto M, es hiperbólico. 
Se presenta este caso si, y solamente si, se tiene 


La ecuación Q(x — Xp Y — Yo) = O define entonces en 2 dos rectas distintas 
L,, l, que pasan por mp. Designaremos por 5, [resp. S-] al sector de P constituido 
por la reunión de (mp) y del conjunto de los puntos m = (x, y) tales que 


O(x — Xo, Y — Yo) > 0 [resp. Q(x — xo. y — Yo) < 0]. 


Sea / una recta que pasa por my y está contenida en el plano 2. Podemos su- 
poner a / definida mediante ecuaciones paramétricas de la forma 


x=xXp9+/4, y=)Yo+4b (a,b) 4 (0,0), 2€R; 


designaremos M, [resp. P,] por al punto de 2 [resp. Um,] que se proyecta en 
el punto m, = (xy + 24, Yy + 2b) de 1. El punto M, está definido para A suficien- 
temente próximo a 0, y la parametrización 2+> M, define un arco f” trazado so- 
bre 2; la tangente a /, en M, es la recta de Uy, definida por la parametrización 
A+ P, (1 ER). ] 

Según (2), se tiene, para 4 suficientemente pequeño: 


72 


(4) 2ma — 7er, = G Qla, b) + 0022). 


Si O(a, b) = 0 (es decir si 11, o si 1 = l,), la relación (4) no proporciona ninguna 
información acerca del signo de 2,1, — Z py» 

Si Q(a, b) 40, la relación (4) muestra que, para | A | suficientemente pequeño, 
el número 2,1, — Zp, es del mismo signo que Qía, b), por lo tanto >0 si IS Sy, 
y <0 si /< S_. De ello se deduce: 

Si l está contenido en S; [resp. S-],el arco I, queda por encima [resp. por de- 
bajo] de Tm, en el entorno de My y no toca a este plano más que en el punto My. 

De manera análoga se establecería el resultado más general que sigue: 

Si Tes un arco simple y regular trazado sobre X y que pasa por Mp, y si la pro- 
yección sobre P de la tangente a Y en M, está contenida en S+ [resp. S-], entonces, 
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en el entorno de M,, el arco IT” queda por encima [resp. por debajo] del plano tan- 
gente By, y solamente toca a este plano en Mp. 

La hoja Y atraviesa por lo tanto a su plano tangente Um, en el entorno de Mo. 
Se dice que Y presenta en M, el aspecto de un puerto de montaña o de una silla 
de montar (véase la figura 7). 


Tercer caso: La forma O es degenerada. Se dice entonces que el punto M, es 
parabólico. 
Se presenta este caso si, y solamente si, se tiene 


Este caso precisa de un estudio más delicado y no se puede enunciar un resul- 
tado general. Cuando la hoja 2 es de clase C*, k > 3, es sin embargo posible dar 
resultados cualitativos que cubren la mayor parte de los casos. Un caso impor- 


tante de punto parabólico es el de los puntos de una superficie reglada desarro- 
llable (véase $ 7). 


Figura 7. Disposición en puerto o silla de montar (punto hiperbólico) 
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Tangentes asintóticas 


Pongámonos en el caso en que la forma O es no definida, es decir en el caso 
de un punto hiperbólico o parabólico My (caso segundo o tercero) pero no idénti- 
camente nula, y designemos como siempre por (1, /,) el haz de rectas de 2 definido 
por la ecuación 


Q(x — xo, Y — y 


(si M, es parabólico, se tiene /, = 


e Las tangentes a Y en M, que se proyectan sobre 2 según l,, /, reciben el nombre 
de tangentes asintóticas a Xen My; sus direcciones se dice que son las direcciones 
asintóticas de Y en My. 

Según lo que antecede, el haz de tangentes asintóticas queda definido por las 
ecuaciones 


O(x—xoY—Y0)=0, 2=20 + MAX — Xo) + (Y — Yo)» 


y si M es parabólico, este haz se reduce a una recta. 

Designemos por 1, J a los vectores tangentes que se proyectan respectivamente 
según i,/ (son los vectores tangentes a las líneas coordenadas y = Cte, x = Cte 
en Mp); para que el vector tangente 


V= iD + Y 


dirija una de las tangentes asintóticas en Mo, es necesario y suficiente que se tenga 


O(?, 11) =0, o sea 
r2? + 2 54u + tu % 


Observemos que nos podemos limitar siempre (por aplicación del teorema 
VIII.3.2) al_ caso en que M, es el origen del sistema de referencia y en que el plano 
P =(Mo:; 1, J) es el plano tangente a Y en M,. En este caso, las tangentes asin- 
tóticas son las mismas rectas /,, /. 

Por convenio, si la forma Q es idénticamente nula, toda tangente a X en M, 
será considerada como asintótica. 
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Estudio de la disposición en silla de montar para una hoja de clase C*, k > 3 


Cuando la hoja > es de clase C* con k > 3, se pueden completar y precisar los resultados 
anteriormente obtenidos para un punto en silla y estudiar la intersección de la hoja >, con el plano 
tangente Cppyo 

Para ello, mantengamos las notaciones anteriores, suponiendo siempre s? — rt > 0. La función 


9%, y) = 24 — 2p = S(%, y) — p(x, y) 


tiene las mismas derivadas parciales de orden 2 que f en el punto (xp, Yp) = mo y sus derivadas 
parciales de orden 1 en este punto son nulas. 
Según la proposición V.11.3, existen por lo tanto: 


e un recinto abierto U de R* que contiene a (0, 0); 
e un entorno abierto Y de mp en 2, contenido en D; 
e un difeomorfismo de clase C*-2: db : U> V, tales que, para todo (u, 1) € U, se tiene 


gl Du, 0) = 4? — 1? 


Designemos por d, dy los segmentos intersecciones de U con las rectas de ecuaciones u =D, 
u = —b, Entonces y, = D(d,) y Ya = D(d,) son dos arcos simples y regulares del plano 2, con- 
tenidos en Y y que tienen como tangentes en » a las rectas /,, /, anteriormente definidas (p. 352). 
Designemos finalmente por /,, 7, a los arcos simples y regulares trazados sobre >, que se pro- 
yectan según y, Ya (véase la figura 9). La reunión de los soportes de £”,, Ty es el conjunto de los 
puntos M = (x, y, z) que verifican a la vez 


=1 


Figura 8. 
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yeVY, 2=f(x,y) y gy)=0; 


en otros términos, son los puntos de By, NM sop (Y) cuya proyección pertenece a V. En resumen: 


Existe una subhoja de E, que contiene a Mp, cuya intersección con el plano tangente G y, se des- 
compone en dos arcos simples y regulares I',, Pa; y las tangentes a estos arcos en My son las tan- 
gentes asintóticas a .E en Mp (véase la figura 9). 


Figura 9. 


En un punto de silla, la intersección de una hoja con su plano tangente presenta por lo 
tanto un punto doble cuyas tangentes son las tangentes asintóticas en este punto. Es pues un 
punto doble con ramas reales distintas. 

Para terminar, designemos por U, [resp. U_] al conjunto de los puntos (4, W) € U, tales que 


u? —v? > 0 [resp. 4? — vu? <0], 


y pongamos V, = W(U,), V_ = W(U-). La relación (go D) (u, v) = 1 —v* muestra inmedia- 
tamente que los puntos de Y cuya proyección pertenece a V, [resp. M_] son los que quedan es- 
trictamente por encima [resp. por debajo] del plano tangente Y yy, (véanse las figuras 8 y 9). 


Observación. Sea Ha la sección de X por el plano, paralelo a 7;,,,, de ecuación 
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2 29 —= PX — Xo0) — Y — Yo) =2. 


Con las notaciones anteriores, H, es el conjunto de los puntos de Y que verifican g(x, y) = %. 
Cuando x es suficientemente próximo a 0, la proyección ha sobre 2 es la imagen por D del seg- 
mento de hipérbola 14 —v? = x« contenido en U. Por lo tanto, H, es la reunión de los soportes 
de dos arcos simples y regulares de clase C** (véase la figura 9). 

Haciendo variar x en un entorno de 0, se obtiene de este modo una familia (Ha) de «líneas 
de nivel» (véase tomo 4 p. 182). 


$ VIIL.6 SUPERFICIES REGLADAS 


No pretendemos aquí hacer una teoría completa y sistemática de las superficies 
regladas, y nos limitaremos a presentar algunos conceptos básicos indispensables. 


Defilición VIM.6.1 


3 Una hoja reglada de clase C* (k > 1) es una hoja geométrica 2 definida 
por una parametrización de la forma 


(DD F:IxXR > €;(4,0) +> M(u, v) = P(u) + vK(u) 


donde I designa un intervalo abierto de R y donde P: I> €, K:1>E 
designan dos funciones de clase C* en 1 que verifican 


$ (Vuel) RW) 40 


Es costumbre llamar también superficie reglada a una hoja reglada, si bien es 
preferible reservar el término de «superficie» para las subvariedades de $ (véase $ 8). 


e Convendremos aquí en llamar elemento de superficie reglada a toda subhoja 
simple y regular de una superficie reglada. 


Propiedades 


Volvamos a la parametrización (1). 
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a) Para cada u€l, la aplicación v+> P(u) + vK(u) es una parametrización de 
una recta afín G(u), que pasa por el punto P(u), y está : dirigida por el vector Kw. 
Las rectas G(u) reciben el nombre de generatrices de 2 

Si el punto M = P(u) + vK(u) es simple, la recta Su) es la única generatriz 
de %' que pasa por ese punto, y se dice que es la generatriz de este punto. 

b) El arco C definido por la parametrización /—> 6, u+> P(u) recibe el nom- 
bre de curva directriz de Y. A cada cambio de parámetro 0 : / > J, admisible para 
C, corresponde el cambio de parámetros, admisible para 2, definido por 


IxR>J]xR, (uv) + (0), v) . 
c) La hoja cónica de E definida por la parametrización 
IxR => E, (0,0) K0), 


recibe el nombre de hoja cónica directriz de Y, o, simplemente, de cono director de 2. 


d) Se tiene, evidentemente 


al =P(09+0K0), - Kw). 


d > > 

Si, para un punto (u, v) e 1 x R, los vectores P'(u) + vK'(u) y K(u) son inde- 
pendientes, existe pues una subhoja simple y regular de 2' que contiene al punto 
Mu, v) y que constituye un elemento de superficie reglada. 


Ejemplos 


1. Las hojas cilíndricas y cónicas (véase $ 111.5) y las hojas conoides (véase 
página 187) son hojas regladas. 


2. Referido el espacio 4 a un sistema afín, sea S el paraboloide hiperbólico 
de ecuación cartesiana: 


xy =pz (p XA0). 


LELONG 111-18 
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Este paraboloide S es el soporte de la hoja reglada 2 definida por la parametri- 
zación 


UD. 
x=u, y=85 Ls 
Pp 


(aquí Ka) es el vector de componentes (0, 1, 1/p) y P(u) es el punto de coorde- 
nadas (u, 0, 0)). 

Intercambiando los papeles de u y v, se ve que S es también el soporte de la 
hoja reglada 2” definida por el vector Ku) de componentes (1, 0, 1/p) y el punto 
P(u) es el de coordenadas (0, u, 0). 

De hecho, X y 2' son la misma hoja geométrica (ya que el cambio de pará- 
metros (u, v)+> (v, u) es admisible). Esta hoja es simple y regular. 

De manera análoga se estudiaría el paraboloide hiperbólico de ecuación 


2 2 

y 
3-%=2pz. 
a p de 


3. Dotado el espacio £ de una estructura euclídea y de un sistema de refe- 
rencia ortonormal, sea H el hiperboloide de una hoja de ecuación 


E+E=3+1  (a,b,c%0) 


H es el soporte de la hoja reglada definida por la parametrización 
b 
€) Xx =4C0SU — VSENU, y =bsenu+ ¿vcosu, 


Cc 
2= 8 (uEeR,veR). 


Aquí Ku) es el vector de componentes (— sen u, b/a cos u, c/a) y P(u) es el punto de 
coordenadas (acos u, b sen u, 0); el cono director es el cono de ecuación 


y 


x ¿e 
a? 2 


La parametrización (3) es regular en todas partes; se obtiene pues un elemento 
de superficie reglada al hacer variar (u, v) en un dominio cualquiera D en el 
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cual esta parametrización sea inyectiva. Por ejemplo se puede tomar el dominio 
= lua, « +2x[ x R, siendo el real a cualquiera. 
Las generatrices de 2 constituyen uno de los sistemas de generatrices de H; 
el otro sistema se obtiene al considerar a H como soporte de la hoja reglada 2” 
definida por la parametrización 


b 
845) x= — 4COSsU + vVSenu, y= — bsenu — ¿vCosu, 
Cc 
=P (ueR,veR). 


Se pasa de (3) a (3) mediante el cambio de parámetros (u, v)+> (u +2 arc tg o, v) 
(lo cual equivale a cambiar v por —v y z por —z), y por lo tanto, Z y 2” son una 
misma hoja geométrica 

En el $ 111.7 hemos dado otras parametrizaciones de HA poniendo en evidencia 
la existencia de dos sistemas de generatrices. 


Plano tangente a una superficie reglada 


Sea S un elemento de superficie reglada definido por la parametrización 
(4) (u, v) > M(u, v) = Plu) + vK(w) ((u, v) € D). 


Por comodidad en la exposición, supondremos a D de la forma 7 x R, donde 7 
es un intervalo abierto de R. 


Sabemos que el plano Ty tangente a S en el punto M(u, v), está dirigido por 
los vectores 


oM óM 
6) C=Pm+ ER, E=Ku); 

ou co 
y contiene a la generatriz 9(u) que pasa por M. Vamos a estudiar las variaciones de 
este plano cuando, permaneciendo fijo u, M recorre SG(u). 

Primer caso: Los vectores P'(u), K'(u) y Kw) son lineglmente independientes. 

En este caso, se ve que (para u fijo) la aplicación v+> By,,,) es una aplicación 
inyectiva de R en el haz de planos F, de eje G(u). En cfecto, si se tiene 0, % 0, 


los vectores P'(u) + 0, KR (u), P'(u) + Va K (u) y Ku) no son coplanarios. 


Introduciendo en F,, una topología adecuada, se puede demostrar que se tiene 
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lim Gasto = To > 


poo 


donde G., designa el plano que contiene a %(u), paralelo al vector Kw. La direc- 
ción de %.,, es la del plano tangente al cono director de S, a lo largo de la genera- 
triz correspondiente. Este plano recibe el nombre de plano tangente asintótico a S 
relativo a la generatriz 9,. > 

Si se prolonga la aplicación v+>Bmw,»:a la recta proyectiva R poniendo 
Cmquco)= Ú.,, esta aplicación se convierte en una biyección de R sobre 4. 

En consecuencia, todo plano del haz F,,, distinto de T., es tangente a S en un 
punto único de G.. 


Segundo caso: Los vectores Kw, Ku) y P'(u) están ligados. 

En este caso, estos vectores constituyen un sistema de rango 2 (ya que, por 
hipótesis, los vectores ¿M/0u y 06M/9v son linealmente independientes en todo 
punto de S). Se 

Sea entonces T, el plano vectorial engendrado por los vectores K(u), Ku) y 
P'(u); según (5) se ve que el plano tangente a S, en un punto cualquiera M(u, v) 
de G(u), es el plano G,, que contiene a %(u) y es paralelo a 7,. Este plano es por 
lo tanto fijo. 

En conclusión, para que el plano tangente a S sea el mismo en todo punto de la 
generatriz G(u), es necesario y suficiente que los vectores Kw. Ku) y P(u) estén 
ligados. 

Estudiaremos más adelante ($ 7) el caso en que esto ocurre para todo valor de u: 
se dice en este caso que la superficie reglada S es desarrollable. 


Caso de las cuádricas 


Hemos visto ya que los paraboloides hiperbólicos y las cuádricas de rango 4 
de generatrices reales admiten dos sistemas de generatrices; por cada punto M 
de una tal cuádrica O, pasa una generatriz y sólo una de cada sistema, siendo estas 
dos generatrices distintas. 

El plano tangente a O en M es pues el único plano que contiene a estas dos 
generatrices. 

Se puede demostrar que los paraboloides hiperbólicos y las cuádricas de rango 4 
de generatrices reales son las únicas superficies regladas que admiten dos sistemas 
de generatrices, es decir tales que, por cada punto de 2 pasan dos rectas distintas 
trazadas sobre 2. 

Junto con los conos y los cilindros de segundo grado, son también las únicas 
superficies regladas de segundo grado. 
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Naturaleza de los puntos de una superficie reglada 


Sea S un elemento de superficie reglada definido por la parametrización 
(4) (u. v) +> Mu, v) = P(u) + e Ku) ((u, 1) € D). 


Sabemos que el plano tangente Ty en el punto M(w, 0) contiene a la generatriz 
%G(u) de M; existe un segmento de esta generatriz que contiene a M y está contenido 
en el soporte de S. La intersección del soporte de S con el plano tangente Uy con- 
tiene pues un segmento de recta, y según el estudio hecho en el $6, se deduce: 

Los puntos de una superficie reglada S de clase C* (k => 2) son hiperbólicos o 
parabólicos y, en cada punto M de S, la generatriz que pasa por M es una tangente 
asintótica. 

En particular, las tangentes asintóticas en un punto de un paraboloide hiper- 
bólico o de un paraboloide de una hoja son las generatrices que pasan por este 
punto. 

Veremos más adelante que los puntos regulares de una superficie desarrollable 
son siempre parabólicos ($ 1X.3). 


$ VIIL7. SUPERFICIES DESARROLLABLES 
Definición VM1.7.1 
Sea E una hoja reglada definida por la parametrización 


(1) IxR>68. (u5) +> Mu 1) = Plu) + vKlu) 


(véase Pp. 532). Se dice que E es desarrollable si, para cada u € I, los vec- 
tores Klu), K'(u) y P'(u) están ligados. 


PPLILLLLLIDELL 


El término de desarrollable proviene del hecho de que, si 4 se halla provisto 
de una estructura euclídea, toda hoja desarrollable es localmente isométrica a un 
abierto plano (véase ejercicio V111.32). 


Ejemplos 


1. Una hoja cónica de vértice (2 puede estar definida mediante una parame- 
trización de la forma (1) con P(u) = Q (de donde P'(u) = 0). Del mismo modo, 
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una hoja Cilíndrica puede estar definida mediante una parametrización de la forma 
(1), con K(u) = Cte (de donde K'(u) = 0). 

Las hojas cónicas y cilíndricas son pues desarrollables. 

2. Sea I' un arco regular de clase C* (k > 2) de 6, definido por la parame- 
trización 


I>é8, u—> Pu). 
Se define una hoja reglada X poniendo, para todo u € / y todo vER, 


(2) Mu, v) = Plu) + vP(u) . 


Se tiene aquí Ka) = Pu), Kw) = P"(u), lo que demuestra evidentemente 
que 2 es desarrollable. 
Esta hoja X se dice que es la desarrollable de las tangentes a 7”. 


Observemos que se tiene aquí: 


M ” 
e, Puy +vP"u), = = Pu). 


du 


Para que el punto M(u, v) sea regular, es necesario y suficiente que los vectores 
P'(u) y P”(u) sean linealmente independientes (es decir que P(u) no sea un punto 
de inflexión de 1”) y que se tenga v* 0 (es decir que M sea distinto de P(u)). Re- 
sulta que el plano tangente en M, 2 es el plano osculador en M, 

El arco /' es pues, para 2, una línea de puntos singulares, que es la arista de 
retroceso de X' (véase más adelante). 

Se demuestra fácilmente que todo arco regular C trazado sobre 2' y que corta 
al arco /' en un punto My, es tangente a en Mp. 

En efecto, un tal arco C está definido por una parametrización de la forma: 


15 M(0) = P[u(0] + vt) P [uo], 


siendo las funciones 1+>u(t) y 14 v(t) derivables; se tiene: 


Ms a apa 2 PP 
q MO0+ 01 +0 


lo cual implica que dM/d: es colineal con dP/du si v(t) = 0. 
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Vamos a demostrar ahora que, con hipótesis de regularidad suficientes, los ejemplos ante- 


riores permiten clasificar (localmente) a todas las hojas desarrollables. Consideremos una hoja 


desarrollable Y de clase C* (k> 3) definida por la parametrización 
+ 
(KG) 4 0) 


IxR => €,(40)> Mu, 0) = PG) + oK) 


(09) 
ñ + > A 
y limitémonos al caso en que el rango del sistema formado por los vectores K(u) y K'(u) es inde- 


pendiente de u. Tenemos que distinguir entonces dos casos: 
> > 
Primer caso: Los vectores K(u) y K'(u) están ligados para todo u € 1. 
En este caso, existe una función numérica A, de clase C*=1 en 7 que verifica 


(Wuel) Kw = 400 Ku. 


De ahí se deduce, designando por uy un elemento cualquiera de f: 


Ku) = Fu) Kuo) , 


con 
Fu) = cso( | AO as) Al 


uo 


3 
Siendo el vector K(u) proporcional a un vector fijo, se ve que Y es entonces una hoja cilíndrica. 


as 
Segundo caso: Los vectores Ku) y Kw) son linealmente independientes para todo u € l. 
En este caso el sistema (Ko, K'(u), P'(u)) es de rango 2 para todo u e I (ya que, por hipótesis, 


este sistema es de rango < 2). 
Existe entonces un par único (2, u) de funciones numéricas definidas en /, tal que 


(Wuel) Po) = 0) KW) + (1) Ki) 


Calculando 7 y y con ayuda de un sistema de referencia cualquiera, se ve fácilmente que son fun- 


ciones de clase CH, 
De las relaciones 


=P) +00, Sy 
aM_¿M 
TRA están 


du 


EE 


se deduce que, si u € I es fijo, existe un valor y solo uno de v tal que los vectores 


ligados, a saber: 
v= — p(u). 
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Por definición, el arco /” de clase C*1 definido por 


us Pu) — 10 Ku) (uel) 


recibe el nombre de arista de retroceso de la hoja X. 
Para estudiar el papel de la arista de retroceso nos limitaremos a estudiar dos casos: 


a) La función u+> P(u) — ¡(u) K(u) es constante (es decir, el soporte de 1” se reduce a un 
punto /2). Derivando se ve que este caso se presenta si, y solamente si, se tiene 


(Vel) Ay = p(u). 
La parametrización dada (1) se reduce entonces a 


(u,0)+> 2 + (uu) + 1) Ku) . 


Mediante un cambio de parámetros, se ve que Y es una hoja cónica de vértice /2. 


b) El arco Tes regular. Derivando se ve que este caso se presenta si, y solamente si, se tiene 


Au) — p'(u) 4 0 para todo uel; 


en efecto, si ponemos 


Qlu) = Pu) — 100 Ki, 
se tiene 


0'(u) = (Au) — (9) Ku) - 


En este caso, se tiene 


(3) (Vuel,VveR) Mu, v) = Q(u) + wO'(u), 
con 
(4) - HH o 


w= % 
Au) — u'(u) 


Para cada u € 1, la aplicación y +>w definida por (4) es una biyección afín de R en R. De 
donde se deduce que la aplicación de 7 x R en sí mismo definida por 


E uu) + v 
an (e e) 
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es un difeomorfismo de clase C*-2 y se puede considerar como un cambio de parámetros en 
la hoja de clase C*-2 definida por la parametrización dada (1). Ahora bien, la parametrización (3) 
que se deduce de (1) mediante este cambio de parámetros, es la de la desarrollable de las tan- 


gentes a IT”. 
La hoja dada E se identifica pues, salvo clases de diferenciabilidad, a la desarrollable cons- 


tituida por las tangentes a su arista de retroceso. 
Esta identificación es completa si Y es de clase C*“. 


En la práctica, si se tiene que estudiar una hoja desarrollable, se empieza por 
determinar el rango del sistema (Ko, K'(u)). Si, para un valor de u, este rango es 
igual a 2, existe un único valor de v tal que el vector Pu) + oK (u) es colineal con 
el vector Kw). El punto Q(u) = P(u) + vK(u) así obtenido es un punto estacionario 
S 2, al que se da el nombre de punto característico de la generatriz G, = (P(w), 

(u)). 
Si existe un intervalo J en el cual el rango del sistema (Kw, Km) perma- 
nece igual a 2, el punto Q(u) (donde u recorre J) describe la arista de retroceso 
de la desarrollable correspondiente (a menos que el punto p(u) no sea fijo, en 
cuyo caso, la hoja 2 es cónica). 


$ VIIL8 /NMERSIONES. SUBVARIEDADES 


Para terminar este capítulo, vamos a dar algunas indicaciones acerca del con- 
cepto de subvariedad de dos dimensiones de 6. Si bien este concepto no figura en 
el programa, resulta necesario tener de él por lo menos una idea aproximada si 
se quiere enlazar con el concepto conjuntista de superficie definida mediante una 
ecuación cartesiana (véase cap. TI). Es importante saber que, aunque la esfera 
no sea soporte de ninguna hoja parametrizada regular, es sin embargo una sub- 
variedad regular de $. 

Por otra parte, el concepto de subvariedad es indispensable para la teoría de 
la integración (véase tomo 4, cap. VI. 

La relación entre los conceptos de hoja y de variedad es proporcionado por 
la teoría de las inmersiones. Empezaremos pues por este concepto. 


Inmersiones 


Sea F: D> 6 una parametrización de una hoja Y y sea S = F(D) el soporte 
de 2, provisto de la topología inducida por la topología de €. 

Si F realiza un homeomorfismo de D en S, entonces cualquier otra parame- 
trización admisible de 2 realiza también un homeomorfismo de su dominio de 
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definición en S (ya que los cambios de parámetro admisibles son homeomor- 
fismos, y el compuesto de dos homeomorfismos es un homeomorfismo). Estable- 
cemos la siguiente 


Definición VIH.8.1 


a) Una parametrización F: D= 6 se dice que es una inmersión sí ad- 
mite, en todo punto de D, una diferencial de rango 2 y si la aplicación 
F: D+> FE(D), m+> F(m) es un homeomorfismo de D en el subespacio 
topológico F(D) de 6. 

b) Una hoja geométrica Y se dice que está inmersa en €' si sus para- 
metrizaciones admisibles son inmersiones. 

Según lo que antecede, para que una hoja 2 esté inmersa en 6, es necesario 
que una de sus parametrizaciones sea una inmersión. Una tal hoja es evidentemente 
regular y simple (ya que un homeomorfismo es, por definición, biyectivo). 

Por extensión de los resultados del $ V.3, se deduce fácilmente 


VII.8.1 Toda hoja de clase C* (k > 1) que admite una parametrización carte- 
siana está inmersa en 6. 

Demostración. En un sistema de referencia adecuado, una tal hoja Y está 
definida mediante una parametrización de la forma F' : D > €, (x, y) + (x, y, f(x, y), 
siendo la función f de clase C* en D. El punto m= (x, y) no es otro que la 
proyección, sobre el plano (O; x, y), paralelamente a Oz, del punto M= F(x, y). 
La aplicación F : D > F(D), M+> F(m), admite pues como recíproca la restricción 
a F(D) de la proyección p : (x, y, 2)+> (x, y). Al ser las aplicaciones F y p conti- 
nuas, se deduce que F' es un homeomorfismo. Sabemos ya por otra parte que Y 
es regular (véase VII1.3.2).] 


El teorema VIII.3.3 prueba entonces que toda hoja regular de 6 es una 
reunión de hojas inmersas en 6. 


Caracterización de las hojas inmersas por su soporte 


El teorema que sigue es el análogo del teorema V.3.5: 


Teorema VII.8.2 


Para que dos hojas geométricas de clase C* (k > 1) inmersas en £ sean 
| iguales, es necesario y suficiente que tengan el mismo soporte. 
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Demostración. La condición es evidentemente necesaria. Recíprocamente, sean Y, 2” dos 
hojas de clase C* de $, definidas respectivamente mediante las inmersiones 


F:iID>é, BidA>E, 
con el mismo soporte S = F(D) = D(4). Por hipótesis las aplicaciones 
F:D>S, m+ Fm) y D:A>S, m+ D(m) 


son homeomorfismos. La aplicación compuesta 0 = Flo D : A —> D es pues un homeomorfismo 
que verifica Fo O = D; para demostrar que 2'= Y basta con demostrar que 0 y 0”* son de 
clase C* (ya que ello probará que las aplicaciones F y son C*-equivalentes); con esto nos 
vemos llevados a un problema local. 

Designemos por ¡y un punto cualquiera de D, por F; y 9, (i = 1,2, 3) las coordenadas res- 
pectivas de F y D en un sistema de referencia afín dado de 6. Intercambiando si es preciso las 
coordenadas, se puede suponer que las relaciones 


(1) x 


definen un cambio de parámetros admisible en un entorno V, del punto mp = 0(uo) (véase 
teorema VII1.3,3). En otros términos, la aplicación 


f :(u, 0) + (F,(u, 1), Fa(u, v)) 


F,(u, 0); y = Fu, v) 


es un difeomorfismo de clase C* de Y, en (Vo). 
Se tiene, por construcción , 


F,00=0, y F,o0=0,, 
de donde 
folb=0P, 


designando por 0, la restricción de 6 a 07(W,) y por y la aplicación 


07UV,) > R?, (2, BP) (Dy(a, P), Dala, P)). 


Se tiene pues 0, =flo p y puesto que q es de clase C* lo mismo que f”*,esto demuestra que 0 
es de clase CF, 

Ahora bien, al ser 6 continua, el conjunto 0—X(V,) es un entorno de uy = 0—(mp). Hemos de- 
mostrado pues de este modo que cada punto 4 de 4 admite un entorno en el cual 9 es de clase 
C*, y de ahí resulta que 9 es de clase C* en 4. 

Intercambiando Y con X”, se establecería del mismo modo que 0” es de clase C*; de donde 
el resultado.]] 


Observación. Lo mismo que para los arcos, se pueden obtener ejemplos de 
hojas simples y regulares distintas con el mismo soporte. 
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Subvariedades de 4 
Definición VIH.8.2 


De una parte S de € se dice que es una subvariedad de dimensión 2 de £ 
(o, simplemente, una superficie) de clase C* si cada punto M de S admite 
en € un entorno V tal que VA S sea el soporte de una hoja de clase C* 
inmersa en 6. 


Según el teorema VIIL.3.3, esto equivale a decir: S es una superficie de clase C* 
si cada punto M de S admite un entorno V tal que el conjunto S A M admite, en un 
sistema de referencia adecuado R, una ecuación cartesiana de la forma z =f(x, y), 
siendo la función f de clase C*. 

Se puede incluso, sin restringir esta definición, imponer que el sistema de refe- 
rencia 2 pueda deducirse, mediante una permutación de los vectores de base, de 
un sistema de referencia arbitrariamente dado 2, (véase VIIL.3.4). 

Una superficie de £ es pues la reunión «de elementos de superficie» definidos 
en un sistema de referencia dado, mediante ecuaciones de la forma 


z2=f(x,y) o x=glpz) o y=hz,x). 


Se comprueba fácilmente que las esferas de un espacio afín euclídeo y, con 
más generalidad, las cuádricas no reducidas a conos, son superficies. 

De un modo más general, del teorema VI.3.4 del tomo 2 se deduce inmedia- 
tamente: 


Teorema VHII.8.3 


Sea F una función numérica de clase C* (k > 1) en un abierto Q de €, 
cuya diferencial no sea nula. Entonces, el conjunto S de los puntos M € 2 
que verifican F(M) =0 es una subvariedad de clase C* y de dimen- 
sión 2 de 6. 


Se dice para abreviar que S es la superficie definida implícitamente por la ecua- 
ción F(M) =0. 

Con las hipótesis del teorema VIII designemos por f(x, y, z) el valor de F en 
el punto de coordenadas (x, y, z) en un sistema de referencia dado 2 de 6. De 
acuerdo con el estudio realizado en el $ VII del tomo 2, sabemos además que el 
plano tangente a S en el punto de coordenadas (Xp, Yo» Zo) admite en R la ecuación 
cartesiana 
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(A—X0) Leo, Yo» Zo) H(Y—Y0) SylXo» Yo» Zo) H(2—Z0) L:(Xo» Yo» Zo) =0 j . 


Con las notaciones utilizadas aquí, equivale a decir que el plano tangente a Sen 
el punto M, está definido por la ecuación: 


DF, MM = 0 


Contacto de un arco y de una variedad 


Por definición, cualquier punto de una superficie S admite, en S, un entorno 
definido por una ecuación cartesiana de la forma z = f(x, y). 

Para el estudio local de las superficies, nos podemos pues limitar al caso de 
variedades definidas por una ecuación de la forma F(M) = 0, siendo la función F 
de clase C* en un abierto 2 de 6 y verificando 


(VWMe2)  DFy 0. 


Sea entonces S una tal variedad y sea y un arco geométrico simple y regular 
de clase C* que pasa por un punto My de S. Supongamos a y definido por una 
parametrización y : 1 > 6 tal que p(tp) = Mo. 

Designando por p un entero < k diremos que S y y tienen, en M¿, un con- 
tacto de orden igual a p por lo menos si se tiene 


F[o(0)] = o[4 — 10]. 


Para ello, es necesario y suficiente que la función compuesta Fo y verifique 
d d? 
a E- Do = Wes q hi =0. 


e Si p = 1, se dice que S y y son tangentes. En este caso, la condición impuesta 
equivale en efecto a DFm.p (10) = 0,y equivale a decir que la tangente a y en Mo 
está contenida en el plano tangente a S en Mo. 

e Si S y y tienen un contacto de orden > 2, se dice que S es osculatriz a y. 

e Si S y y tienen un contacto de orden > 3, se dice que S es sobreosculatriz a y. 

En el caso en que S sea una esfera, nos encontramos de nuevo con las defini- 
ciones dadas en el $ VL10. 

De manera análoga se puede definir el contacto de una hoja y de una super- 
ficie de 6. 


Capítulo TX 
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Introducción 


En este capítulo, designaremos siempre por 6 un espacio afín euclídeo orientado 
de dimensión 3 y por £ el espacio vectorial euclídeo asociado. 

Todas las hojas que se consideren se supondrán de clase C*, con k > 1, y regu- 
lares (véase $ VIIL.3). Según el teorema VIIL.3.3, el estudio de tales hojas se reduce 
localmente al de una hoja simple definida por una parametrización cartesiana. 
Asimismo, en todas las cuestiones teóricas, nos limitaremos al caso de hojas sim- 
ples, lo que nos permitirá hablar sin ambigiedad de «punto» de una hoja. Entién- 
dase bien que en las aplicaciones prácticas no siempre resulta fácil comprobar que 
una hoja dada es simple. Por abuso de lenguaje hablaremos del «punto» M(u, D), 
entendiéndose que esta expresión resulta correcta cuando se sustituye la hoja 
dada por una subhoja adecuada. Este abuso de lenguaje no va a originar aquí difi- 
cultad alguna, ya que al igual que en el capítulo IX nos limitamos a un estudio 
local de las hojas. Todos los conceptos que referiremos a un punto M de una hoja 
simple 2 (formas fundamentales, sistema de referencia de Darboux, curvatura 
normal o geodésica, torsión geodésica, etc...) permanecen invariantes si se sustituye 
Y por una subhoja de Y que contenga a M. 
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$ IX.1 PRIMERA FORMA CUADRÁTICA FUNDAMENTAL 
Definición IX.1.1 


Sea Ty el plano vectorial tangente a una hoja E en un punto M. La res- 
tricción a T,, de la forma cuadrática 


Ve ¡712  (VeE) 
recibe el nombre de primera forma cuadrática fundamental de Y en M. 
La primera forma fundamental de X' en M es pues una forma cuadrática 
en T,,, que designaremos por 9;' (o simplemente por 9, si no hay peligro de con- 
fusión). Vamos a buscar su expresión en la base (0M/0u, 9M/0v) de T,, asociada 
a una parametrización dada de 2. 
Expresión de D, 


Sea F: D> 6, (u, v)+> M(u, v) una parametrización admisible de 2. En el 
punto M = M(u, v) el plano vectorial tangente Tar está dirigido por los vectores 


oM Moa, 
Gu = Edu 0 D), y = Eolo). 
Para cada vector 
,0M oM 
V= A m + pu En 
de T,, se tiene 
óM 
90 = 111? = 0 A 
oM 0M oMI?, 
| Z a " |” 
Se suele poner 
oM om om _ _[om|? 
sl Esla Ea an» -| o 
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Si Y es de clase C* (k > 1), las funciones E, F, G son de clase C*1 en D. En la 
base (¿M/0u, ¿M]/0v), la forma D;' tiene pues por expresión 


(0) DAD) = ER + 2 Fan + Gp? 


designando por (2, 1) las componentes de Y en esta base. 
Se suele escribir la relación (2) en la forma «diferencial»: 


DPYdM) = Edu? + 2 F du do + G do? 


poniendo 
dM A + e 
du 0v 

Observación. Las funciones E, F, G pueden ser definidas para toda hoja de 
clase C* (k > 1), no necesariamente regular. La forma cuadrática (2, 4) +> ER? + 
+2 FAu + Gu? es evidentemente positiva y es definida si, y solamente si, los 
vectores 9M/0u, 9M/9v son independientes, es decir si M es regular. Se tiene pues 
siempre 


6) EG-F?>0, 
cumpliéndose la igualdad EG—F?=0 solamente si M es estacionario (véase 
$ VILA). 

Ponemos 


H= y/EG-F? |, 


de donde, al estar £ orientado (véase $ 11.2) 


2 


2 


¿M 
Ou 


óM 
0v 


du * dv 


*_ (2m. oMY 
0u 00 


ES oM 


=EG6=F= q, 


o sea 
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La función H así definida es de clase C* en D; es positiva y solamente 
se anula en un punto (u, v) de D si M(u, v) es un punto estacionario de 2. La vamos 
a utilizar en el tomo 4 ($ V.8) para definir el área de 2. 
Longitud de un arco trazado sobre 2 
Sea como siempre 2 la hoja de clase C* (k > 1) definida por la parametriza- 
ción F: D>46 y sea Í' un arco trazado sobre 2. Supondremos que /” es la ima- 
gen por F del arco plano y definido por la parametrización de clase C” (p > 1) 
I>D, t++»(ut), v(0) 
Entonces 1” está definido por la parametrización 
0:I>€, tF[u0, 0], 
y se tiene (con las notaciones anteriores) 
A sn 09M un 9M 
(1) = “O + 01) do > 
de donde 
| 0'() |? = Eu 2) + 2 Fu(0) v() + Guz(0). 


Si /= [a, b] es un intervalo compacto, la longitud de 7” es, pues 


b 
LT) -f Eu? + 2 Fu'v' + Gu? de, 
b 


o sea, simbólicamente 


b 
se) =| VE du? + 2 F du du + G dv? . 


Si 7” es regular, todo parámetro normal s de /” verifica 
S = Eu? + 2 Fu v' + Gu?, 


o sea, simbólicamente (poniendo du = u'(t) dt y dv = v'(t) dt) 


(4) ds = Edil +2 Fdudo + Gde? |. 
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Esta relación permite considerar la hoja 2 como una variedad riemaniana de dimensión 2, 
cuyo «ds?», en el «sistema de coordenadas u, v» viene dado por (4) [véase 13]. 


Para traducir este hecho, se suele decir que la primera forma fundamental de 
una hoja representa «el ds? de esta hoja». 


Ortogonalidad de dos vectores tangentes 


Mantengamos como siempre las mismas notaciones y designemos por 


2 IM IM > 20M, 00M 
Y, = 2 + Ar Va=42 sl 


dos vectores tangentes en M a la hoja 2, supuesta regular. Se tiene: 


ATA = El 22 + FA 2 + 2214) + Chu Ma; 
Y, V,= BMV, V) 


O sea 


designando por B;' la forma bilincal simétrica asociada a la forma cuadrática fun- 
damental D;' (lo que se podía prever teóricamente (*). 


La condición de ortogonalidad de Ye TA es pues: 


(5) Ely la + FO ha + 22M) + Gu M2 =0 |. 


Aplicación 


Consideremos dos arcos regulares f',, l', trazados sobre 2 que pasan por el 
punto M = M(u, 0), definidos respectivamente dando las funciones: 


14 (410, 0(0), 1 + (1200), 00) 


tales que 1 (tp) = Ualtp) = u, Vy(to) = Vta) = V- 
Para que estos arcos sean ortogonales en el punto M, es necesario y suficiente 
que los vectores (tangentes respectivamente a estos arcos). 


() Sea en efecto O una forma cuadrática en un espacio vectorial E y sea B la forma bilineal 
asociada a Q. Si Q, designa la restricción de Q a un subespacio E, de E, entonces la restricción B, de B 
a E, x E, es la forma bilineal simétrica asociada a Q,. 
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My OM 0M 
LA = o) 5 vito) => Y, = Uato) + vto) 7 


sean ortogonales. Introduciendo las diferenciales 
du; = u¡(tp) dt, do, = vj(tp)dr  (¡=1,2), 


donde dí designa un real cualquiera, se ve que la condición de ortogonalidad de 
T,, y T, se escribe 


E du, du, + Fídu, do, + du, dv,) + G do, du, = o). 


Caso de una parametrización cartesiana 


Supongamos que la hoja X' esté definida en un sistema de referencia ortonormal 
de 6, por la ecuación cartesiana 


2=£)), 


donde f designa una función numérica de clase C* en un dominio plano D. Po- 
demos considerar que 2 está definida por la parametrización D> 6, (x, y) 
+» M(x, y), donde M(x, y) designa el punto de coordenadas (x, y, f(x, y)); las com- 
ponentes de los vectores 4M/0x y ¿M/dy son, respectivamente (1, 0, p) y (0, 1, q) 
con p =fi(x, y), q =f;(x, y), de donde 


om lp? om |? 

=[- | =1+pP G=[->[ =1+g 

E o +p G | dy +q 

_2M dm 

xy 
La primera forma fundamental de X' es pues 
.0M oM ai n 2 
ez + 5) =(1+p)/2 +2 pgiu + (1 +3) 2. 


Diremos simplemente que el ds? de Y para la parametrización considerada es 


| ds? = (1 + p?) dx? + 2 pg dx dy + (1 + q?) d1? 
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Observemos que se tiene aquí: EG — F?= 1 + p? + q?, de donde 


$ 1X.2 NORMAL. SISTEMA DE REFERENCIA DE DARBOUX 


Normal 


Sea como siempre 2 una hoja simple de clase C* (k > 1) de 6, definida por la 
parametrización F: D > 6, (u, 0)+> M(u, v). Para cada punto m = (u, v) de D, 
pondremos 


(1) 


Con las notaciones del $ anterior, se tiene 


Q) l Nu. v) l= H(u.v) con H= /EG — p? 


y el punto M(u, v) es regular si, y solamente si, se tiene Nu, 0) 40. 
Designemos por 0 : D, > D, (u,, v,) > (u, v) un cambio de parámetros admi- 


sible en 2, y por J, = DP su jacobiano. Se tiene (*): 
D(uy, 11) 
> óM 0M 
N¡(u,,v,) = an A En 


óM du OM de 0M du 0M 0 
> 2 EE LN ers OL > 
0u 04, 0v du, 0u dt, O0v Ot, 


(= 0v 0v =) MM 


= du, 00, du, 0v,) du Nr 
O sea: 
6) Ñi(u,, 01) = Jo. 0) Mu, o). 


(*) Para simplificar, designamos aquí por (u, 0) las componentes de la aplicación 0. 
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Si el punto M = F(u, v) es regular, la dirección del vector Nu, v) no depende 
pues de la parametrización F elegida. Esta dirección es por otra parte la de la per- 
pendicular en _M al plano tangente a 2 en M. 

El vector N(u, v) definido por (1) será denominado vector normal a X en M 
asociado a la parametrización F; la recta af ín que pasa por M y es ortogonal al 
plano G,, (dirigida por lo tanto por el vector N) recibe el nombre cal normal en M 
a 2; todo plano que contenga a esta recta se dice que es normal a Z' en M. 


Normal orientada 


Supongamos como siempre que M es regular. La relación (3) muestra que los 
vectores colineales N y N; tienen el mismo sentido si, y solamente si, es Jo(u,, 0,) >0. 
Resulta de ahí que el vector unitario 


Mu, v) 
Hu, v) 


permanece invariante en todo cambio de parámetro O de jacobiano positivo. En 
otros términos: el vector hu, v) depende solamente de la orientación de X definida 
por la parametrización elegida; se cambia en su opuesto cuando se cambia la orien- 
tación de X por su opuesta. 

A cada punto M de una hoja 2 simple, regular y orientada, se puede asociar 
pues un vector unitario normal h,, que, en toda parametrización admisible de 2, 
está definido por: 


(4) Ñu. 1) = 


Este vector Tan será llamado vector unitario normal en M a la hoja orientada 2, 

Se observará que el vector ho queda cambiado por su opuesto al cambiar la orien- 
tación de 6, o si se intercambian las variables u, V. 

Desde un punto de vista práctico, resulta útil destacar que /a elección de una 
orientación de una hoja simple y regular 2 equivale a elegir una orientación sobre 
una de las normales a Y (deduciéndose la orientación de las restantes normales 
a 2 por continuidad). 

Sea S el soporte de 2; del estudio anterior se deduce que existen exactamente 
dos aplicaciones continuas B= S> E tales que, para todo MeS, Ñ (M) sea un 
vector unitario normal en M a Z. Con las notaciones anteriores, estas aplicacio- 
nes con M> Fu y M >Ta 
e En lo sucesivo, designaremos por 2' una hoja simple, regular y orientada de 
clase C*, con k > 2. 
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Sistema de referencia de Darboux 


% a) A cada par (M, 7) constituido por un punto M de Y y un vector unitario 
TE T,, (tangente en M a 2) asociaremos el sistema de referencia ortonormal di- 
>> d a de sue 

recto Z =(M'; í, g, h) de origen M definido por las condiciones siguientes: 

1) ñ = 7% es el vector unitario normal en Ma 2; 

id g=haAt. 

El sistema de referencia Z será llamado sistema de referencia de Darboux aso- 
ciado al par (M, 7). 

b) Sea y un arco regular y orientado de clase C” (1 < p < k) trazado sobre 2, 


A cada parametrización normal s+> P(s) de y asociaremos el sistema de referencia 
móvil 


s 5 Ds) = (P(5); Us). 95). Ms) 


donde *(s) = dP/ds es el vector unitario tangente a y y Z(s) es el sistema de refe- 
rencia de Darboux asociado al par (P(s), *(s)). 

El sistema de referencia móvil (1) s+> 2(s) será llamado sistema de referencia de 
Darboux de y (asociado a la parametrización s+> P(s)). El vector %(s) será llamado 
vector normal geodésico a y en el punto M = P(s); la recta que pasa por M, 
dirigida por el vector 4(s), será llamada normal geodésica en M a y (se trata de la 
normal a y contenida en el plano tangente a Y en M). 


Curvatura normal, curvatura geodésica y torsión geodésica 
Mantengamos las notaciones anteriores, suponiendo a y de clase C” con p > 2. 


Las funciones 7, g, h son entonces de clase C”=1, por lo tanto derivables. 
Derivando las seis relaciones: 


(5) = A) = $25) =1, 
35-s) = M5.) = 10.15) =0, 


se obtiene 


(1) Para una teoría general del sistema de referencia móvil, véase el capítulo X. 
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Estas relaciones expresan que la matriz A(s) de los vectores d?/ds, dá/ds, dh/ds 
en la base (r(s), g(s), Hs) es antisimétrica (*). Por definición: 
e La función 


di > dh 
Pr: 5+> prls) = hs 2 
recibe el nombre de curvatura normal de y. 
e La función 
> di > dí 
Py :5+> pgs) = 9-3 =- 1 


recibe el nombre de curvatura geodésica de y. 
e La función 


> dh da 
0, 5 0,(5) = 95 =- 15 
recibe el nombre de torsión geodésica de y. 
Con estas notaciones, la matriz A(s) es: 
0.  —pls) — pls) 
As) =|p/ls) 0 0.(s) 


ps) 045) 0 


y se tienen las fórmulas de Darboux. 


65) 


() De hecho, esto es una propiedad general de los sistema de referencia móviles ortonormales 
(véase $ X.4). 
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Las funciones Pp», Py, 9, son de clase C?-? (por lo tanto continuas). 

Si el punto M= P(s) es simple, los números p,(s), py(s) y O,(5) dependen sola- 
mente del punto M en el soporte de y y no de la parametrización elegida de y. 
Estos números se denominan entonces respectivamente: curvatura normal, curvatura 
geodésica y torsión geodésica de y en el punto M. 


Efecto de un cambio de orientación 


a) Si se cambia la “orientación de y por su opuesta, el sistema de referencia 
de Darboux (1, g, %) de y queda cambiado por (— 1, — 9, h)por lo tanto las fun- 
ciones p, y O, permanecen inalteradas, mientras que p, queda cambiada por — py» 

b) Si se cambia la orientación de la hoja X por su opuesta sin cambiar la orien- 
tación de y, el sistema de referencia (7, d h) queda cambiado por (1, — vA — hy» y 
por lo tanto la función p, queda inalterada, mientras que p, queda cambiada por 
— pn y 0, por —0y. 

<) Finalmente, si se cambia la orientación de É por su opuesta, el sistema de 

> > E >> á A 
referencia (1, g, 15) queda cambiado por (1, g, — h) (véase lo dicho anteriormente), 
y por lo tanto la función p, permanece inalterada, mientras que p, queda cambiada 
por — pn y 0, por —0). 

Se ve pues que la función 0, (torsión geodésica) depende solamente de la orien- 
tación de € y no de las orientaciones elegidas en y y en 2. 

Por otra parte, si suponemos p,(s) 4 0 y ponemos R,(s) = 1/p,(5), el punto 


Qs) = Pis) + Reis) ÍK5) 


es independiente de las orientaciones elegidas en y, Y y 6. Si M = P(s) es un 
punto simple de y, el número R,(s) es denominado radio de curvatura normal de y 
en M y el punto 42,(s) recibe el nombre de centro de curvatura normal de y en M. 

Del mismo modo, si p,(s) % 0, el número R,(s) = 1/p,(s) recibe el nombre de 
radio de curvatura geodésica de y en M; si 0,(s) % 0, el número T, = 1/0,(s) 
es denominado radio de torsión geodésica de y en M. 


Caso de un punto de inflexión 
Si el punto M = P(s) es un punto de inflexión de y, se tiene d1/ds = 0, de donde 


pls) = pls) = 0: en un punto de inflexión de y, la curvatura normal y la curvatura 
geodésica de y son nulas. 
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Propiedad fundamental de P, y 0, 


Supongamos al arco y definido mediante las funciones s+> u(s), s+> v(s), de 
manera que se tiene P(s) = M(u(s), v(s). Con las notaciones simplificadas (*), es 


+ dP_dMdu  (0Mdo 
ds “du ds * dv ds” 
dh 0hdu  0hdv 


7 dh _ óhdu , óhdo 
Mm ds — duds * dvds" 


Cuando se da el vector tangente 7 quedan determinados los números du/ds y 
do/ds por la relación (6); la relación (7) determina seguidamente dhjds (ya que los 
vectores ¿M/0u, 9M]0v, ahJóu, oñJov dependen solamente del punto P(s)= M(u, v).) 
Las relaciones 


ci, y ¡A 
Bué= DE y y = 9 q 


muestran entonces que los números p,(s) y 0,(s) quedan determinados cuando se 
dan el punto P(s) y el vector 7(s). Pero hemos visto anteriormente que el cambio 
de 7 por —? (que corresponde al cambio de orientación de y) deja inalteradas las 
funciones p, y 0,. De donde 


Teorema 1X.2.1 


La curvatura normal p, y la torsión geodésica 0, en un punto M de un 
arco regular y trazado sobre 2 dependen solamente del punto M y de la 
tangente a y en M. 


Observemos que el centro de curvatura normal Q, de y en M depende, también 
él, solamente de la tangente a y en M. 
Podemos establecer por lo tanto 


() Para aligerar la escritura designaremos con la misma letra /'la función (u, 0) > Ñsgqu,) (ase al 
punto (u, ») de D asocia el vector normal unitario en el punto M(u, 0), y la función gompuesta s > Ap(a) 
(que asocia al número s, el vector normal unitario en el punto P(s)). Los símbolos 0h/0u, 0h/0v designan 
las derivadas parciales de la primera de estas funciones y el símbolo d%/ds designa la derivada de la se- 
gunda. En la práctica, no existe pues confusión posible. 
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Definición 1X.2.1 


Sea L una recta afín tangente a la hoja regular E en un punto M. La cur- 
vatura normal, la torsión geodésica y el centro de curvatura normal de un 
arco regular trazado sobre E y tangente en M a la recta L reciben res- 
pectivamente los nombres de curvatura normal, torsión geodésica y centro 
de curvatura normal de respecto a la recta L,o en la dirección de L£. 


Recordemos a este efecto que existe siempre por lo menos un arco regular y 
trazado sobre Y y tangente en M a la recta L (véase p. 518). 

Por el contrario, se puede demostrar que la curvatura geodésica de un arco y 
que pasa por M depende efectivamente de las derivadas segundas de las funciones 
u, v que definen a este arco. 


Cálculo de p,, p, y 0, con ayuda del sistema de referencia de Frenet 


Siendo la hoja 2 de clase C* (k > 3) supongamos que el arco ) sea p_veces 
derivable, con 3 < p < k, regular y sin puntos de inflexión. Designemos por (t, v, 
el sistema de referencia de Frenet de y asociado a la parametrización s-+>P(s) y 
por p, 0 las funciones curvatura y torsión correspondientes. 

La función s+> Rs) es p— 1 veces derivable y, para cada valor de s, el vector 

(s) pertenece al plano vectorial normal a y engendrado por los vectores v(s), $) 

(véase la figura 1). Las componentes h,(s), hy(s) de hs) en esta base son pues fun- 
ciones p— 1 veces derivables, que (al ser % unitario) verifican As) + hi(s) = 1. 

Según el teorema del levantamiento VI.6.1 existe pues una función numérica 
p— 1 veces derivable s+> x(s) que verifica, para todo valor de s 


cos a(s) = hi(s) y sena(s) = ha(s) 


O sea, 
E 


Una _tal función « es única módulo 2x y será simplemente designada por 
a = (y, h) (es una determinación del ángulo del vector Í con el vector y en el plano 
orientado (v, by. 


De (8) se deduce 
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(9) ¿=hnt=vsena— Ácosa; de donde 


> > > > 
= ¿sena + hcosa,f= — gcosa + hsena. 


Por derivación, teniendo en cuenta las fórmulas de Frenet (véase $ VL8) se 
obtiene 


di _ n g+ cos 1 

as =P senag+pcosah 
dá _ > ( s) 
(10) ds 7 7 PMA r— d= ER 
ds 


ds 
dh _ —- pcosa?+ (0- E). 


Por comparación con las relaciones (5) se deduce las expresiones siguientes de 
Pm Pa Y Os: 


da 


(1) Ph =pcosa p,= psena 0=0-3 


e Se observará que las relaciones p, = pCos « y p, = p sena siguen siendo vá- 
lidas incluso cuando el punto M = P(s) es un punto de inflexión de y, ya que, en 
un tal punto, se tiene p = p, = p, =0 (véase p. 557). 


Interpretación geométrica de la curvatura normal 


Designemos por L una recta tangente a %' en el punto M y por 2 el plano 
normal a X' en M que contiene a £L. 

Según la proposición VII1.4.2, sabemos que existe una subhoja de 2 que con- 
tiene a M, cuya intersección con 4 se reduce a un arco simple y regular y. 

Designemos por s+> P(s) una parametrización normal de yy y sea sy tal que 
P(sp) = M. Se tiene entonces, con las notaciones anteriores, «(sy) =0 (mod xx) de 
donde p(so) = + plsp). Enunciamos: 


El valor absoluto de la curvatura normal relativa a una tangente dada L en un 
punto M de 2 es igual a la curvatura, en M, de la sección de X por el plano normal 
en M a Z que contiene a L. 
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Circunferencia de Meusnier 


Supongamos que la curvatura normal p, relativa a la tangente L sea no nula y designemos 
por 2, = M + RyÑ (con Ra = 1/pn) el centro de curvatura normal correspondiente. 

Si y es un arco simple y regular trazado sobre Y y tangente a L en el punto M y si Mno es 
punto de inflexión de y, el centro de curvatura (2 de y en M queda definido, con las notaciones 
anteriores, por 


1 cosa 


2=M+R5, con R= 
Ps 


= R, Cosa. 


De esto resulta (ver la figura 1) que el punto 2 es la proyección de 2, sobre la normal principal 


ayen M. 
Este resultado constituye el teorema de Meusnier. 
La circunferencia de diámetro MQ,,, contenida en el plano ortogonal a L en M recibe el nom- 


bre de circunferencia de Meusnier de YX, relativa a la tangente L. 


Figura 1. 


Según el resultado último, el centro de curvatura en el punto M de un arco y simple, regular 
y sin puntos de inflexión trazado sobre YX, pertenece a la circunferencia de Meusnier relativa a 


su tangente en M. 
Recíprocamente, se puede demostrar que cada punto (2, distinto de M, de la circunferencia 


de Meusnier relativa a una tangente dada £, es el centro de curvatura en M de un arco trazado 


sobre y y tangente a L en M. 
La circunferencia de Meusnier relativa a una tangente dada L en M es pues «el lugar» de los 
centros de curvatura, de los arcos tangentes a L en M y trazados sobre Y. 


Como resumen enunciaremos: 


1X.2.2 El centro de curvatura en un punto M de un arco regular y trazado sobre Y depende 
solamente de la tangente L a y y del plano osculador a y en M, y es la proyección, sobre 
este plano osculador, del centro de curvatura normal de Y en M en la dirección de L. 


De este resultado se hace uso en Geometría descriptiva. 
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$ IX.3 SEGUNDA FORMA CUADRÁTICA FUNDAMENTAL 


Cálculo de la curvatura normal 


Sea como siempre 2 una hoja simple regular y orientada de clase C* (k > 2) 
definida por una parametrización D > É, (u, v)+> M(u, v) y sea y un arco regular 
de clase C” (2 < p < k) trazado sobre 2. Vamos a calcular la curvatura normal 
de y y a comprobar, mediante cálculo, que esta curvatura depende solamente, en 
cada punto, de la tangente a y (véase teorema IX.2.1). 

Podemos suponer que y está definido mediante dos funciones numéricas s+> u(s), 
s+> v(s) tales que la aplicación 


s + P(s) = M(u(s). v(s)) 


sea una parametrización normal de y. 
Con las notaciones del $ anterior, se tiene 


> dí > dh 
Ph = ha o 
con 
y 
Ms) = Mu(s), (5). 
H(u(s), v(s))” 
y la relación 7. = 0 implica (1) 
EM 2h mL = — Hp» 
ly ds s 
O sea 
<-1¿4W 
0) Aa=-5tx 


Ahora bien, se tiene 


0M du % 0M dv 
du ds — dv ds 


(6) T= 


(*) Cuando escribimos símbolos de la forma dN/ds o dH/ds. se sobreentiende que consideramos 
entonces las funciones compuestas N[u(s), v(s)] y Hlu(s), v(s)]. 
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de donde 


da PMdu, 2MdvY 0M 
a E = ([224dE.: DAA, 0 
O Mw.) E ds * dudo z) no 


¿Mm (Mdu, 0%Mdo 
du dudv ds * dv? ds) 


Se obtiene fácilmente, por aplicación de (1), (2) y (3) 


con 
LL [em 2m Em] y 1 [2M 09m 02M 
A —H|0u' 0v' dudo |” 
his y=1[2M 2m 22m 
—H|0u' 0o' 0 


Las funciones L, M, N son de clase C**? en D. 
La fórmula (4) muestra entonces que la curvatura normal de y en un punto M 
depende solamente de la dirección del vector tangente unitario 


2Mdu , 0Mde 
0u ds — 0v ds” 


A la inversa, supongamos dado, en un punto M, = M(u, vo) de 2, un vector 
tangente 


¡Mm 2M 
ar E 


=i 


Resulta entonces fácil construir un arco orientado y regular y, de clase C?, 
trazado, sobre Z y que pase por M¿, cuyo vector unitario tangente en M, sea el 
vector 1 = Yi V ll; basta para ello construir dos funciones numéricas u, v de clase 
C*? en un intervalo / de R, que definan un arco plano regular contenido en D 
y que verifiquen, en un punto £, interior a /, 
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Ult) = Uy, vt) =p Ult) =4, Vltp) =p. 


La curvatura normal p, de 2 en el punto Mp, relativa a la tangente (M,, », 
es entonces igual a la curvatura normal de y en el punto M,; viene pues dada por 
la fórmula (1), designando por 


dul A y de__ a 
ds 1YI ds YI 


las componentes de 7 en la base (2M/%u, ¿M/0v) (tomados los valores de las fun- 
ciones L, M, N en el punto (4, vo). Se tiene pues 


Pp = PA (LP +2 Min + Nu?), 
A 


o sea, con las notaciones de la página 548: 


L2 +2 Min + Nu? 
(6) Ya AAA ! 
El? + 2 Fip + Gu 


Utilizando notaciones diferenciales, enunciaremos: 
1X.3.1 Si V = 0MJ0u du + 0M/%v du es un vector tangente en un punto M a | 
la hoja £, la curvatura normal de E en el punto M, relativa a la tangente 
(M, v es el número 


4 _ Ldu? +2 M dudo + Ndo? 
(6) Pr Equ + 2 Fdudo + Gdo? * 


Segunda forma cuadrática fundamental 


Siendo fijo el punto M de X, sea D]' la primera forma cuadrática fundamental 
de Xen M, definida por 


,0M oM 
ES 


= E + 2F), a 
du ) EN” + du + Gu 
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(véase p. 548) y para cada vector 


22M 
a 


<= 


tangente a Z' en £, designemos por PD) la curvatura normal de X' en M relativa 
a la tangente (M, 7). La fórmula (6) muestra que la función 


Vo (Y) DM) = LP +2 Min + Ni 


es una forma cuadrática del vector 7; esta forma cuadrática es evidentemente 
independiente de la parametrización elegida de 2 (ya que las funciones Ve PV) 
y DY lo son). Daremos la siguiente 


Definición 1X.3.1 
Sea Ta el plano vectorial tangente a la hoja X en un punto M; la segunda 
forma cuadrática fundamental de X en el punto M es la forma cuadrática 
Dy' que, para toda parametrización admisible de 2, está definida por 


óM óM 
MÍ; =EP 2 
(7) OS) LA? +2M2u + Np?, 


con los números L, M, N dados por las fórmulas (5). 


Daremos más adelante ($ 4) una definición «intrínseca» de la forma D¿”. Mien- 
tras no haya confusión posible, se designará esta forma por D,. 

Lo mismo que para la primera forma fundamental, se suele escribir la fórmula (7) 
en forma «diferencial» : 


HAM) = L du? + 2 Mdudv + Ndv?, 
donde 


óM oM 
dM = y du + y + 


designa un vector cualquiera tangente a X en M. 


Observación importante 


Si se cambia la orientación de 2 por su opuesta, la forma cuadrática D, queda 
cambiada por su Opuesta. 


LELONG I11-19 
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Lo mismo ocurre si se cambia la orientación de $ por su opuesta. 
En los cálculos prácticos, se empieza por determinar las funciones 


p=[EM 2M0M] y. _[2M 2M 09M 
du?” du dv |” | 0uóv du' dv |” 


da 0%M 0M óM 
1 =Wl == [a 
dv?” du' 0v 


y se tiene entonces 


O sea 


DAM) = q du? + 2 D' du de + D” de?) 


Observación. Introduzcamos en el espacio afín € otra estructura euclídea 
orientada; entonces todos los productos mixtos vienen multiplicados por una 
misma constante k (véase ejercicio 11.18). Resulta de aquí inmediatamente que la 
segunda forma fundamental D¿' es sustituida por una forma cuadrática propor- 
cional, O sea 


HM) DY, 


donde A designa una función numérica en 2 (téngase en cuenta que en este 
cambio de estructura, la función H no queda invariante). 

Si bien la segunda forma fundamental depende de la estructura euclidea de €, 
sus rectas isotropas sólo dependen, pues, de la estructura afín de €. 

Se deduce también que la nulidad de la forma bilineal simétrica asociada a D, 
es también una propiedad afín. Esta propiedad será utilizada más adelante. 


Caso de una parametrización cartesiana 


Supongamos que la hoja 2' se halle definida, en un sistema de referencia orto- 
normal directo de £, por la ecuación cartesiana 


2=f(, y, 
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donde f designa una función numérica de clase C? en un dominio plano. 
Designemos por MÍ(x, y) el punto de coordenadas (x, y, f(x, y)) y pongamos 
D=fi 4 =fi r fi s =fi) 1=fj. Los vectores 
¿M 0M 02M 0M 02M 
0x' dy” ox?” 0x0y y ay? 


están definidos por sus componentes 


1 0 0 0 0 
oM óM 02M 00M 00M 
— — —|0 o —]|0»- 
Ox e Oy k ox? Ox dy dy? 

P q r 5 1 


_ [5 oM o] =4 


Lay ar ay 


La segunda forma fundamental de 2 viene dada por 


(8) D(dM) = ye dx? + 25 dx dy + 1 dy?) 
con 
oM o0M era 
ci Ti dd y H=yY14+p"+4q 
(véase $ 2). 
Aplicación 


Sabemos que toda hoja 2 puede, en el entorno de un punto simple y regular M, 
ser definida por una ecuación cartesiana de la forma (1) (véase teorema VIII.3.3). 
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Por comparación de la fórmula (8) con el estudio hecho en el $ VIILS, se obtiene 
inmediatamente los resultados siguientes: 


Teorema IX.3.2 


Para que un punto M de una hoja simple y regular 2 sea elíptico, es 
necesario y suficiente que la segunda forma fundamental D;' sea definida 
(positiva o negativa). 

Para que el punto M sea hiperbólico, es necesario y suficiente que la 
segunda forma fundamental db" sea no degenerada y no definida. 
Finalmente, para que M sea parabólico, es necesario y suficiente que la 
forma Q;* sea degenerada. 


Teorema 1X.3.3 


En todo punto hiperbólico M de 2, las direcciones asintóticas son las de 
los vectores V tangentes a X en M que verifican OA) = 0; en otros 
términos, las direcciones asintóticas son las de los vectores isótropos de 
la segunda forma fundamental de Z en M. 


Lo mismo ocurriría en un punto parabólico donde la forma D¿* no es nula 
(caso de una dirección asintótica doble). 

Nos encontramos de nuevo con el hecho de que la nulidad de la segunda forma 
fundamental es una propiedad afín de 2. 


Observación. Si existe un arco regular y, trazado sobre 2 y que admite al 
punto M como punto de inflexión, entonces la tangente a y en M es, necesariamente, 
una tangente asintótica a X en M (ya que la curvatura normal, en la dirección 
de esta recta, es nula (véase página 557). De ahí resulta que M es un punto hiper- 
bólico o parabólico de 2. 

En consecuencia, los arcos regulares trazados sobre una hoja cuyos puntos son 
todos elípticos, carecen de puntos de inflexión. 


Ejemplos 
El teorema 1X.3.2 permite reconocer la naturaleza de un punto sobre una su- 


perficie 2. Para ello basta con determinar (en una parametrización cualquiera) la 
forma cuadrática 


HO, = D du? + 2 D' du dv + D” de? . 
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No hace falta calcular H. 


1. Provisto el espacio 4 de un sistema de referencia ortonormal directo, con- 
sideremos el elipsoide de ecuación 


1 (a,b,c 40). 


Utilicemos la parametrización 
x=acosucosv, y»=bcosusenv, z= csenu. 


Esta parametrización es regular en el entorno de todo punto (w, v) tal que 
cos u + 0. Las componentes de los vectores 


oM oM 02M 02M 02M 


du' óv' dv? du 


son aquí: 
— asenucos v — acos u senv 

óM oM 

— | -— bsenusenv == b cos u cos v 

du dv 

ecos u 0 

— acos u cos v a senu senv — acos u cos y 
02M 02M 02M 
=3 | - bcos u seno = bsenucosv == | — bcosuseno, 
0u 0u dv Ov 

— csenu 0 0 


de donde D = abc cos u, D' = v, D” = abc cos? u; la segunda forma fundamental es 
abc 2 3 2 
$, = q os u du? + cos? u dv”). 


Al ser esta forma definida positiva para cos u %+ 0, se deduce que los puntos 
correspondientes del elipsoide son elípticos. Para estudiar los puntos del elipsoide 
obtenidos para cosu = 0 (es decir los puntos (0,0,c) y (0,0,—c)), se ha de 
tomar una parametrización que sea regular en estos puntos; se obtiene una de 
ellas intercambiando los papeles de x y z por ejemplo, y se ve de este modo que 
estos puntos son también elípticos. 
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Se demostraría igualmente que todos los puntos de un hiperboloide de dos hojas 


son elípticos. 
2. Consideremos el hiperboloide de una hoja 


+5=>3+1 (a,b,c 4 0) 
y utilicemos la parametrización: 
b 6 
X= 4cC0Su — USENU, y = bsenu + ¿vcosu, 2=q0- 


Se comprueba que esta parametrización es regular y, mediante un cálculo aná- 
logo al anterior, se obtiene 


db, = e + v?) du? + 2 a du do) . 
a H 


Esta forma es no degenerada en todas partes y no definida; todos los puntos 
del hiperboloide son pues hiperbólicos, según ya sabíamos. 
Las direcciones asintóticas están definidas por du = 0 y 


(a? + v?) du + 2adv=0 


se puede comprobar que son las de las generatrices del hiperboloide que pasan por 
el punto considerado. En efecto, los arcos trazados sobre este hiperboloide y defi- 
nidos respectivamente por u = Cte, u + 2 arctg v/a = Cte son rectas respectiva- 
mente dirigidas por las direcciones asintóticas determinadas anteriormente. 


Caso de una esfera 


El cálculo hecho en el ejemplo 1 se aplica en particular cuando hb = c = a (caso 
de una esfera de radio a). 
En este caso, se tiene E = a? F=0, G =a*cos* y, de donde H=a?cosu y 


9, = a(du? + cos? udv?), 9, = a(du? + cos? u de?) . 


Se ve de este modo que la curvatura normal de un arco cualquiera trazado sobre 
una esfera 2 de radio a es igual a + 1/a. Podemos obtener este resultado sin cálculo 
utilizando la interpretación geométrica de la curvatura normal dada en la página 560; 
en efecto, la sección de £' por un plano normal cualquiera es un.círculo, de cur-, 
vatura 1/a. 
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Caso de una hoja reglada 
3. Sea 2 la hoja reglada definida por la parametrización 
(u, 0) + Mía, 0) = Pu) + 0K(w); 


siendo las funciones u+>P(u) y u+>X(u) de clase C* (k > 2) en un intervalo 
de R y sea S una subhoja simple y regular de X, que constituye un «elemento de 
superficie reglada» (véase $ VIII.S). Se tiene aquí 


e = Pu) + Ku) s ze = Kw) A 


D=[P(0 + vK(), Kw). P") ++K"(w)] 
D' =[P() + oK), Ko), K(0)] = [P'0, Ko), K'(u)] 
D"=0, 
La segunda forma fundamental es entonces 
d,= 70 de + 2 D' du do) . 


En general (si D' 4 0) el punto M(u, v) es hiperbólico. Si D' =0, el punto 
M(u, v) es parabólico y la segunda forma fundamental se reduce a 


0,=Ddié. 


En todos los casos la generatriz del punto M(u, v) (cuya dirección está definida 
por du = 0) es una tangente asintótica, y volvemos a encontrar los resultados del 
$ VILO. 


Si 1 es desarrollable se tiene: 
120, Kw, K'(9] = 0 


para todo valor de u, por lo tanto D' =0 en todo punto M de S: todos los puntos 
regulares de una hoja desarrollable son por lo tanto parabólicos. 
Este es el caso, en particular, de las hojas cónicas y cilíndricas. 
Recíprocamente, se puede demostrar que toda hoja simple y regular de clase 
C* (k > 2) que tenga todos sus puntos parabólicos, es una reunión de elementos 
de superficies desarrollables. 
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$ IX.4 ENDOMORFISMO ASOCIADO A LA SEGUNDA 
FORMA FUNDAMENTAL 


Sea como siempre YX una hoja simple regular y orientada de €, definida por 
una parametrización F: D> 6, (u, 0)+> M = Flu, 0), de clase C* (k > 2). 

Para cada punto m = (u, v) de D, designaremos por h el vector unitario normal 
a Zen el punto M = Flu, 0) y por DF, DÍ, las diferenciales en el punto m de 
las aplicaciones F, h. 

Sabemos ya que la aplicación 


DAR > E, (0,1) ¿Eu 0) + uE (u, 0) 


determina un isomorfismo del espacio vectorial R* en el plano vectorial Ti 
tangente a Y' en el punto M= F(u, v). Este isomorfismo se designará por DF (0) 
y designaremos por (DF,,)* : Ty > R? al isomorfismo recíproco. 


Por definición, la diferencial 
> > 
DÍ, : (2, 1) 2Kitm) + 1 hm) 


es una aplicación lineal de R? en £. Vamos a ver que su imagen está contenida en Tr. 
Derivando la relación | /2(m) | = 1, la cual se cumple para todo meD, se 
tiene en efecto 


q % 


oh 
=> h.5, =0» 


lo cual demuestra que los vectores derivadas parciales Km, Ri(m) pertenecen a Ty 
(ya que Ty es el plano ortogonal a A(m)); de donde resulta la propiedad anunciada. 

Comparando las propiedades de DF, y DÁ, se ve que la aplicación lineal 
Df, o (DF,,)* es un endomorfismo del plano vectorial Ty. 

Demostremos que este endomorfismo no depende de la parametrización ele- 
gida F de 2. 

Sea en efecto 0:4>D, 4 >m un cambio de parámetro admisible en Z 
y sea D= Fo0 la parametrización que se deduce de él. Se tiene (si m = 0(1)) 


D9, = DF, o DO,., 
de donde (considerando los isomorfismos de R? en Tag definidos por DF,, y DO,: 


Do, = DF, + DO, , 


(9), En el lenguaje de la Geometría diferencial, el isomorfismo DF es la diferencial, en el punto m, 
de la aplicación F: D> F(D), m+> Fm). 
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Y 
(1) (DO,)7* = (DO,)7* o (DF) 7". 


Si se designa por 7(u) el vector unitario normal a Y en el punto D(1), se tiene 
igualmente (1) =h0(), de donde 


0) Dim = DÍ, o DO, . 

Por aplicación de (1) y (2) se tiene 

Dr, e (DB,)7! = Dñ, o DO, o (DO,)7' o (DF)"!, 
o sea 
Di, o(D9,)7! = DÍ, o (DF)”" . 

El endomorfismo DÁ, o (DF) : Tu > Ty no depende, pues, de la parametriza- 
ción F elegida. Designaremos por y,, a su opuesto. 

Siendo fija la parametrización F, sea V=3Fi + uF; un vector cualquiera 
de Ty, (estando tomadas las derivadas parciales en el punto m = (u, 1). Setiene, 


por definición 
DE) = (0, 
de donde 
Yu) = — dh, — sis 
El endomorfismo y, está pues definido por 
6) Wa, uER) Yu(2E, + Es) = — Ah — pi, 


y es el único endomorfismo de Ty que verifica 


Utilizando notaciones diferenciales, se puede decir también que es el endo- 
morfismo de T,, que, al vector tangente (variable) 


oM oM 
dM = y Y + y do 
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asocia el vector 


— dh = — hídu— hído 


Teorema 1V.4.1 


Si el plano vectorial T,,, tangente en M a X, se halla dotado de la es- 
tructura euclídea inducida por la de E, entonces el endomorfismo Yw, 
definido por (3), es simétrico. 


Demostración. Sean VÁ =A Fi +M Fo y TA = da Fu + pu Fy dos vectores de 
Ta. Se tiene 


IO) Va == En da da DF ps pa — Fi dy pa — TF da 
El resultado anunciado equivale a establecer la relación 
(4) hs Fl = hi Fi: 


(en efecto, la relación (4) es la condición necesaria y suficiente para que la forma 
bilineal 


IAN A UANA 


sea simétrica). 
Ahora bien, se tiene: R.Fl =50, h.Fl = 0, de donde, por derivación 


E.Fi= É(M.F) — É.Ft, =—Í.Fr, 
y la relación (4) se desprende de la relación de Schwarz F;, = F?.] 
Relación con la segunda forma fundamental 


Manteniendo las notaciones anteriores se tiene 


FL Fs, 
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de donde 


PS 
el 


Se tiene igualmente 


RF = ER Fl) —h.Fn=-—h.Fo = 
du 
ia das o 
== En Fo Fl=-=q= L 
MoFr= LB. Fi) — ñ.Fn =—Ñ.Fa = 
0v 
Lo D" 
== qlo FnFl==%,=N> 


de donde, para todos los vectores V,=2 F.+mF; y V,= 22 Fi + M9 Fs: 


(5) WWBP) TP, =P). Y, = 
= LA 22 + MC M2 + 2241) + Nin Ma > 
e >> A 
La aplicación (V,, Va) +> Ya V)-V, no es sino la forma polar de la segunda forma 
cuadrática fundamental Dj”. Nos encontramos aquí de nuevo con el hecho de que 


la forma DJ” es independiente de la parametrización F elegida y podemos esta- 
blecer 


1X.4.2 El endomorfismo yw es el endomorfismo simétrico de T,, asociado a la 
segunda forma fundamental D;", es decir el endomorfismo simétrico de Ty, 
definido por 


(6) WPeTy) 0) =4:0).P. 


Para completar este estudio, daremos la siguiente 


Definición 1X.4.1 


$ Se dice que dos tangentes a Y en el punto M son conjugadas si sus vectores directores 
respectivos Y,. Y, verifican: 
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dee 
$ Yu(V).V, =0; 
R y las direcciones de estas rectas, se dice entonces que son conjugadas. 


Según lo que antecede, la relación de ser conjugadas es una relación simétrica en el con- 
junto de las tangentes en M a 2 [resp. en el conjunto de las rectas vectoriales tangentes en 
Ma 2], y las únicas tangentes que coinciden con su correspondiente conjugada son las tan- 
gentes asintóticas. 


Consecuencias prácticas 
El teorema IX. 4.2 se puede resumir en la fórmula condensada 
PLdM) = —dM:dh 
(donde dh = 19 du +R dv), que ; constituye una manera práctica de obtener fp. 


En términos generales, sea W' una «función vector normal» diferenciable cual- 
quiera en Y, es decir, una función de la forma 


W :sop(2) >E, Mi> Ma 


donde 4 designa una función numérica diferenciable en la hoja Y (véase p. 512), 
que no se anula. En tal caso, 


aN = dilo + Adi, 
de donde, puesto que Fa dM =0, 


aM-dN = 1dM- dh; 


y, finalmente 


En la práctica, el cálculo de la función 7 equivale al de una función vecto- 
rial N: DE, (u, 0) => N (u, 0), diferenciable y no nula, que verifique 


Eligiendo con cuidado esta función, la relación (6) permite a menudo el calcu- 
lo rápido de d». 
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$ IX.5 TORSIÓN GEODÉSICA. DIRECCIONES PRINCIPALES 
Torsión geodésica 


Sea como siempre X una hoja simple, regular y orientada de 6, definida por 
una parametrización F: D> é, de clase C* (k > 2). 

Vamos a ver que cuando se conoce la segunda forma fundamental D;*, en un 
punto M = F(m) de E, se puede calcular la torsión geodésica en M de un arco y 


trazado sobre 2 y que pasa por M. 
Supongamos al arco y definido por una parametrización normal - 


s+ P(s) = M(u(s), v(s)) , 


y mantengamos las notaciones del $3. 
Ponemos, pues 


poz Es 
g=BAT> dy duds ' dvds” 


la torsión geodésica de y es entonces 


> dh > > dh 
(1) ¿E [e o), 


o sea 


Ahora bien, si Pa as 7, ?, son cuatro vectores cualesquiera de E, se tiene, 
aplicando la fórmula del doble producto vectorial 


VÁ A ARUA A LA) => ALA 7, A VA = LARA A CP, A LAN 
= Y, (V,.Va) Y, + (02. Va) Va) 
HUA AAA 


o sea 


co as E V,.V, V,.V, 
(Pa Va) AV, n Va) = A 7.7. 
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Tenemos aquí 


> 0M_ ¡du ¡de >. 
T a E E 7 


y, por un cálculo hecho ya en el $ anterior, 


dh ML. E 
du du o 
Ea EE. ES PMIMIM]_ yy 
TN du dv du dv du* dv 
MN M_ a 2m 0M 0M 0 
du do dudo ETT 
% M__p UM__1[£M0M 09M N 
do do 0? H|L0o%P' 0 0 
de donde 
ah _om_(0h 0Mydu (0h 0MY do du ,,do 
6) A O 1 a io 
> > > 
añ om_(0R 0M) du, (0h 02M) de du de 
pc O MN 


Por aplicación de la fórmula (2) se tiene pues 


du du du dv 


me ¡ EG+F RG PG tes 
6) 9" H| du do du du 


LA MAN 


2 
=> lem En (+ (En Go) Y 4 (En — Gm) ' 
H ds ds ds 


Se verifica que la torsión geodésica de y en M depende solamente de la tan- 
gente a y des SE 


oM 
si V= pee _—= + y es un vector tangente cualquiera a X en M, la torsión 
geodésica selalt a la tangente (M, 14) viene dada por 


o 2 (EM- FL) + (EN — GL) du + (EN — GM)2 
1 H ER +2 FM +6 pP 
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Observaciones 


1. Se podría abreviar el cálculo anterior observando que el vector dh/ds es 
la imagen, por el endomorfismo — Y», del vector 
> 0Mdu  0Mdv 
od er ap 
0u ds — 0v ds 
(véase $ 4). 
Se obtienen de este modo directamente las fórmulas (3) y (4); se ve que la 
torsión geodésica en la dirección de un vector unitario tangente 7, viene dada por 
0,=0 m(*), con 


(6) 9x0) = — (7.0). 


2. Si se orienta el plano vectorial T,, de manera que la base (0M/%u, 9M/0v) 
sea directa, se tiene también 
o, = [+ % 
Ñ "ds |” 


donde E, d%/ds] designa el producto mixto de dos vectores Z dh/ds en Ty. La 
fórmula 


¿MM ¿M 

1 “du “0 
%=Hlaom dom 
ds du ds" dv 


resulta entonces directamente de los resultados del ejercicio 11.19. 


Utilización de un sistema de referencia ortonormal 


Designemos por á 7) Una base ortonormal cualquiera del plano vectorial euclí- 
deo Ty, tal que la base A va 0) S E sea directa. Para todo vector unitario 7 = 
í cos p + Fl sen p tangente a 2 en M, se tiene entonces 


(7) DM?) = acos? p + 2bseng cos y + csento | 


con a=93*(i 2, c= PI) y b=Í. Du = =). Bud (ya que Y yy es el endomorfismo Si- 
métrico asociado a la forma cuadrática D¿”). La matriz de Y y en la base es (i, /) en- 


tonces 
a b 
b Cc 
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y, por aplicación de (6) se ve que la torsión geodésica en la dirección de * es 


cosp acoso + bsenp 0 


0, =0(t) = —|senp bcosp + csenp 0|, 
0 0 1 
O sea 
(8) 0, = (a — c) seng cos p — b(cos? p — sen? q) 


mientras que la curvatura normal en la misma dirección viene dada por 
(9) Pn = acos? p + 2 bseng cos p + cesen? y. 
De la fórmula (8) se deduce: 


IX.5.1 | Las torsiones geodésicas de X en dos direcciones ortogonales de plano 
tangente T,, son opuestas. 


Demostración. Si se cambia p por y + 1/2, los dos números sen y cos y y 
cos? p — sen? y resultan cambiados por sus opuestos; de donde el resultado. |] 


Direcciones principales 


Según el teorema fundamental de la teoría espectral (véase, tomo 1, teorema 
XII1.7.1), se sabe que existe por lo menos una base ortonormal A 7 de Di formada 
por vectores propios del endomorfismo Ya intercambiando, si es preciso, los 
vectores ¡,¡, se puede suponer que la base (i, j, h) de E es directa. 

Con las notaciones anteriores, se tiene entonces b= 0, de donde 


DM +) =ab + cp, 
con 
a=0YÓ, c=0%): 


> 
la torsión geodésica en la dirección del vector 7 = ¡cos p+ Jsen pes 


(1) [0 =(a- osenocoso |, 


Para interpretar estos resultados, establecemos la definición que sigue (habida 
cuenta del teorema 11.1.1). 
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Definición IX.5.1 


En cada punto M de la hoja X, se da el nombre de dirección principal a 

¿ toda dirección principal de la segunda forma cuadrática fundamental en 
este punto, es decir a toda recta vectorial, tangente a Z en M, dirigida 
por un vector propio del endomorfismo y, asociado a la forma Dj. 


Una recta afín, tangente a X en M,se dirá que es una tangente principal si su 
dirección es una dirección principal; los vectores propios del endomorfismo Yw 
se dirá que son principales. 

Se tiene inmediatamente, 


ze 
IX.5.2 Para que un vector V, tangente en M a 2, sea principal, es necesario 
y suficiente que exista un número p que verifique 


(1) Yu) = pV; 


este número p es entonces igual a la curvatura normal de 2 en la direc- 
ción de V. 


Se dice que p es la curvatura principal asociada a la dirección del vector 7. 


Discusión 
Primer caso: el endomorfismo Yu admite dos valores propios distintos Pi Pa 


Se puede considerar este caso como el «caso general» . Existen entonces sola- 
mente dos direcciones principales en M, que son ortogonales. 
Designemos por ¡, j dos vectores unitarios de 7, que verifican 


2 > 2 
WD =p 7, 1D =03. 
A Cambiando si es preciso 7 por — se puede suponer que la base ortonormal 
(i, j, h) es directa. La segunda forma fundamental es entonces 
$ $ 
UNS) = MP +; 


los números p,, pz se dice que son las curvaturas principales de 2 en M. 
A La curvatura normal p, y la torsión geodésica 0, en la dirección del vector 
T=i¡COSQ + sen q son 
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(12) Pn= picos? p + pasen” y 
(13) 0, = (p2 — p1)seng cos p 


La relación (12) muestra que la curvatura normal está comprendida entre los 
números p, Y pa; de un modo más preciso: las curvaturas principales son los ex- 
tremos de Pn al variar y (0 <2 <2x). 

La relación (13)'muestra que la torsión geodésica en una dirección dada es 
nula si, y solamente si, esta dirección es principal. 


Segundo caso: el endomorfismo Vw tiene un solo valor propio p. 
En este caso, toda dirección de A), es principal; el endomorfismo y, se reduce 
a una homotecia de razón p y la segunda forma fundamental viene dada por 


9 + y) =p + 10). 


Las relaciones (12) y (13) siguen siendo válidas con p, = pa = p. De donde 
resulta que la curvatura normal en una dirección cualquiera es igual a p; la tor- 
sión geodésica es siempre nula. 

Para enunciar estos resultados, daremos la 


Definición 1X.5.2 


Un punto M de una hoja X se dice que es un punto umbilico si toda 
dirección tangente en este punto es principal. 


En resumen 
Teorema IX.5.3 


Sea M un punto de una hoja simple y regular 2. 


la) Para que una dirección tangente en M sea principal, es necesario y 
suficiente que la torsión geodésica en esa dirección sea nula. 

b) Si M no es umbilico, existen solamente dos direcciones principales; 
los extremos de la curvatura normal relativa a una dirección variable, 
son las curvaturas principales p,, Pa. 

c) Si M esumbilico, la curvatura normal es la misma en todas direcciones. 


Observación 


a) Si M no es umbilico, la fórmula (12) muestra inmediatamente que M es 
elíptico si p, pa > 0, hiperbólico si p, p< 0 y parabólico si p, pa = 0 (es decir, si 
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una de las curvaturas principales es nula). 
Si M es hiperbólico, las direcciones asintóticas se hallan definidas por 


picos? p + pasen?p = 0 


y se ve inmediatamente que las direcciones principales son las bisectrices de las di- 
recciones asintóticas. 


b) Si M es umbilico y si P designa la curvatura normal en este punto, se ve 
inmediatamente que M es elíptico si p 4 0 y parabólico si p =0. 


Centros de curvatura principales 


Si las curvaturas principales p,, pz son no nulas, los números R, = 1/p, y Ra=1/pa 
reciben el nombre de radios de curvatura principales en el punto M. Los centros 
de curvatura normal correspondientes, definidos respectivamente por 


2,=M+R,Í, 2,=M+R,h, 


se denominan centros de curvatura principales de 2 en M. Estos puntos desempeñan 
un papel importante en Hidrostática, para el estudio del equilibrio de los cuerpos 
flotantes. No dependen ni de la orientación de 2, ni de la de €. 


Una caracterización de las direcciones principales 


Si el punto M de E no es umbilico, se tiene inmediatamente (véase definición 1X.4.1): 


IX.5.4. Para que dos direcciones del plano tangente en M a E sean direcciones principales en 
este punto, es necesario y suficiente que sean a la vez ortogonales y conjugadas. 


Demostración. Designemos por TJ dos vectores unitarios principales, por lo que las dos 
formas fundamentales en M son 


Adra) =P 
AIR) MP 


Para que dos vectores tangentes no nulos Y = ¿ai + pajla = 1,2) sean ortogonales, es nece- 
sario y suficiente que se tenga 


(14) 442 + Mm = 


y para que sus direcciones sean conjugadas es necesario y suficiente que se tenga 


(15) P12142 +21 12 =0. 
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Puesto que es 0,7% pa, las relaciones (14) y (15) equivalen a 21 2h=14 pa=0, o sea 2,=p9= 
=0, o 2¿= ui =0: Las direcciones de los vectores , j son pues las únicas que son a la vez Or- 
togonales y conjugadas.] 

De hecho, la determinación de las direcciones principales no es sino una interpretación 
geométrica del problema de la reducción simultánea de dos formas cuadráticas fundamentales 
(véase tomo 1, capítulo XI). 
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Según (1) se ti os =!1 am 2] 

egún (1) se tiene 0g = a al 

O sea 

(16) ds0g =4103 = [h, aM, dh. 


De modo más general, sea DF =h una «función vector normal» en Y (véase 
página 576). Según la ecuación (16) la torsión geodésica 0g en la dirección de dM 


viene dada por la fórmula 
(17) 117 12 as*0g =F, [dM, d Y]. 


Eligiendo con cuidado la función Y, la ecuación (17) permite a menudo el 
cálculo rápido de Og. 


$ IX.6 DETERMINACIÓN EFECTIVA DE LAS DIRECCIONES 
Y CURVATURAS PRINCIPALES 


Para completar el estudio teórico que antecede, vamos a ver de qué modo se 
puede determinar las direcciones y curvaturas principales partiendo de una para- 


metrización dada F: D > de la hoja 2. 


Direcciones principales 


mida >_.,0M óM 
Por definición, un vector no nulo V =2-——— an tangente a Z en M es 
cu JU) 


llamado principal si existe un real p que verifique 


A > 
(1) YY) = pV: 
y este número p es la curvatura principal relativa a la dirección del vector v. 


Ahora bien, la relación (1) equivale al sistema. 


oM > cM 
(02) WD) GV 


Propiedades métricas de las superficies 585 


(ya que los vectores ¿M/%u y 9M/%v constituyen una base del plano vectorial 7,,). 
Con las notaciones ya utilizadas, se tiene 


7 _0M oM o0MY 0M 4 
% ES . = El + Fi 
d du (ERES) 0u el 
a. ¿M oMY 0M 
. = Fi + G 
Ls 2 du rt x) do ida 
y aplicando las relaciones (5) del $4 
M 
Y a Ms UD) MN 


El sistema (2) se escribe 


o LA + Mu = p(El + Fu) 


MA + Nv= p(FA + Gp) 


Ahora bien, puesto que EG — F?* >0 y (2, 11) 4 (0, 0), se tiene 


(El + Fu, FA + Gp) 4 (0, 0); 
por lo tanto: 
Para que exista un número P que verifique (3), es necesario y suficiente que el 
par (A, 1) verifique 


Li + Mu El + Fu 


(4) % s 
M1 + Nv FA + Gu 
o sea 
(4) (FL — EM) 22 + (GL — EN) du + (GM — FN) 2 =0. 


Para cada par (2, ) distinto de (0, 0) que verifique (4), la dirección del vector 


M 4 óM 

TNA 

es una dirección principal de X en M. Comparando este resultado con la expresión 
de la torsión geodésica obtenida en el $ 5, nos encontramos de nuevo con el hecho 


+ 
V=1= 
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de que las direcciones principales son las direcciones para las cuales la torsión geo- 
désica es nula. 


Caracterización de los puntos umbilicos 


Para que el punto M sea umbilico, es necesario y suficiente que la ecuación (4) 
o (4') se reduzca a una identidad. Dicho de otro modo (al no ser todos nulos los 
números E, F, G), es necesario y suficiente que exista un número P que verifique 


(5) L=pE, M=pF, N=pG. 

Esto equivale a decir que la segunda forma fundamental DP; es proporcional a 
la primera forma fundamental 9;”, ya que (5) equivale a 
(5) DN = pol; 


este número p es entonces igual a la curvatura normal de 2' en una dirección cual- 
quiera de Tar. 


Cálculo de las curvaturas principales 


Si M no es umbilical, las curvaturas principales vienen determinadas por las 
relaciones (3), donde (2, 1) designa una solución no nula de (4). 

La ecuación en curvaturas principales se obtiene eliminando /, yy entre las ecua- 
ciones (4); escribiendo que el determinante del sistema (4), con las incógnitas 4, /, 
es nulo, se obtiene 


L =— pE M-—pF 


(6) Mepr Np6 |] 
O sea 
(6) (EG — F?) p? — (LG + EN — 2FM) + LN — M?=0. 


Las curvaturas principales p,, pzson las raíces de la ecuación (6/); se comprueba 
por otra parte fácilmente que el discriminante de (6) es positivo y que solamente 
es nulo si el punto M es umbilico. 

Los puntos umbilicos son por lo tanto los puntos para los cuales la ecua- 
ción (6') admite una raíz doble. 
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Curvatura total y curvatura media 


Sigamos designando por p,, pz las curvaturas principales de Y en M, convi- 
niendo en que p, = pa=p si M es un punto umbilico (siendo entonces p el nú- 
mero que verifica (5)). 

Por definición el número K= p, pa recibe el nombre de curvatura total de Y 
en M; el número y = Hp, + pa) recibe el nombre de curvatura media de Zen M. 

Al ser los números p,, p, raíces de (6'), se tiene inmediatamente 


_IN-M? y = LLO + EN— 2 FM 
EG-F? * 2 q? 


Se podrá observar que la curvatura total K es el determinante del endomor- 
fismo yy, y que el número 2 y es su traza (para verlo, basta utilizar una base (1, /) 
formada por vectores principales). 

Observemos que la curvatura total es >0 si M es elíptico, < 0 si M es hiper- 
bólico y nula si M es parabólico. 


Interpretación de la curvatura media 


Volvamos a la Tórmula que proporciona la curvatura normal en la dirección 
del vector 1 = Tcos p+ Jsen p, donde (/./) es una base formada por vectores 
principales, o sea p, = g(p), con 


a(p) = pi cos? p + pasento. 


Se tiene inmediatamente, para todo y eR, 


9 (e E 


1X.6.1 La curvatura media en un punto M de la hoja E es igual a la semisuma 
de las curvaturas normales relativas a dos direcciones ortogonales cuales- 
quiera tangentes a Zen M. 


bla 


) go) = pi + Pa: 


de donde: 


Este resultado se utiliza en Física, principalmente en la teoría de la capilaridad. 

Mediante un cálculo sencillo se ve, por otra parte, que la curvatura media es 
nula si, y solamente si, las direcciones asintóticas son reales y ortogonales. En este 
caso, las direcciones asintóticas son las bisectrices de las direcciones principales, 
y se deducen de esta por rotación de ángulo + 7/4. 


588 Propiedades métricas de las superficies 


Las hojas cuya curvatura media es nula en todo punto desempeñan un papel 
importante en Física matemática: se las denomina superficies mínimas. Entre todas 
las superficies que contienen una curva cerrada dada C, las superficies mínimas 
son, en efecto, aquéllas que realizan el mínimo del área limitada por esta curva. 
Se puede obtener una realización material de ellas introduciendo un alambre (to- 
mando la figura de la curva dada C) en agua de jabón: la «burbuja de jabón» así 
obtenida es (supuestas ciertas condiciones de regularidad), la superficie mínima 
buscada. 

Las superficies mínimas han sido el origen de numerosas investigaciones, a la 
vez teóricas y experimentales. Más adelante daremos algunos ejemplos de las mismas. 


Caso de una parametrización cartesiana 


Supongamos la hoja XY definida por una ecuación cartesiana de la forma 
z = f(x, y), siendo la función numérica f de clase C? en un dominio plano D. Con 
las notaciones usuales (véase pp. 552 y 566) se tiene aquí 


E=1+p? F=pq G=1+g? H=/1+pP+q 


E 1 1 
L=Í M=>5 N=+FÍ- 


La torsión geodésica en la dirección del vector tangente 


es pues. 
L|a+phi+pqu p+(0+)p 
rA+su si+ tp 


O sea 
1 


A =s(14+p39]2 + 
rre (Le 0 + omi 


q 


Er + 47) — 11 + p3)] ¿q + [sl + q?) — pat] 12) . 


El haz de las direcciones principales en el punto [x, y, f(x, y)] viene definido por 


[pgr = s(1 + p?)] dx? + [r(1 + q?) — 41 + p?)] dx dy 
+ [s(1 + q?) — pat] dy? =0. 


La écuación en las curvaturas principales es pues 
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r 5 


pan 2 
(1+p)p ¿Pap 


== 


=0 
es Ea 2 á 
7 P9 A Ue 
o sea 


2 
(14 po 92) p?— [+ y?) + (1 + 97) 2 p8]p + 25% = 
[ q pas] p Ae 


La curvatura total de 2' es por lo tanto 


su curvatura media es 


O + p?)+r(1 + q?) — 2 pgs 
pe 21 + p? pu gy? $ 


$ IX.7 EJEMPLOS 


En lo sucesivo, vamos a considerar hojas 2 de €, definidas por parametriza- 
ciones de clase C? de la forma F: D> €, M+> M(u, v). Utilizaremos preferen- 
temente notaciones diferenciales, lo que equivale a designar por 


¿M oM 
dM = du de + y Lo 


un vector cualquiera tangente a 2. Las dos formas fundamentales serán pues desig- 
nadas simplemente por 


b, = Ed? + 2 F dudo + G dv? 
D, =Ldi? + 2 M dudo + Ndv? . 


Las direcciones asintóticas vienen entonces definidas por 


L du? + 2 M du do + Ndv? = 0 
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y las direcciones principales son definidas por: 


| £Ldu+ Mdv Edu+ Fdo 0 
Mdu+N dv Fdu+Gdo | 


Finalmente, la curvatura normal p relativa a una dirección principal (du, du) 
viene dada por 


L du + M dv = plE du + Fdo) M du + N do = píF du + G dv) . 


Observaciones importantes 


1. Para que las direcciones principales en el punto M(u, v) sean las de las 
tangentes a las líneas coordenadas, es necesario y suficiente (si M no es un punto 
umbilico) que se tenga F =0 y M=0. 

En este caso, la curvatura principal en la dirección del vector ¿M/0u (definida 
por dv =0) es p, = L/E; la curvatura principal en la dirección del vector 4M/0v 
(definida por du = 0) es p, = N/G. 

2. Si se tiene E= G y F=0, la condición de ortogonalidad de dos vectores 
tangentes 


A 
Or (i =1,2) 


se reduce a 4, 2, + 4, 3 =0. 


Para que las direcciones asintóticas sean ortogonales es entonces necesario y 
suficiente que se tenga L + N =0 (véase $ 11.7). 

3. Para que un punto M(u, v) de X' sea regular, es necesario y suficiente que 
la primera forma fundamental en este punto sea no degenerada (es decir que se 
tenga EG—F* 40): esta observación dispensa de discutir a priori la regula- 
ridad de 2. 

En la práctica, no intentaremos comprobar si las hojas consideradas son simples; 
nos basta saber que en el entorno de todo punto regular, nos podemos limitar al 
caso de una subhoja simple. 


Hojas de revolución 


Provisto el espacio 6 de un sistema de referencia ortonormal directo (O ; DL h, 
sea Y la hoja de revolución de eje Oz definida mediante las ecuaciones paramétricas 
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(1) x= flu)cosv y= f(u)senv z=glu) (uel.veR), 


donde f. g designan dos funciones numéricas de clase C? en un intervalo 7 de R. 
Los vectores 9M'2u, ¿M/0v, 42M/0u?, 2?M/0u 0vo, 6?M]0v? admiten respectiva- 
mente las siguientes componentes 


om pe cos . Si — f(u) sen dd 
Du Ju) senv e f(u) cos v 
gu) 0 
¿Mm AS cos LD pS = Al senv o - Su cos v 
ET Suso f'(u) cos y ar | = f(u) senv 
gu) 0 0 


De ahí se deduce 


E=f?+g?,F=0.G=f*, H=If/f7+g* 


Dota tos 1 
pS -F 9). M=0, N=gfg; 


¡AS 
de donde se obtienen las formas fundamentales: 
Dd, =($7 + 9 del + f? de? 
b,= ¿UI yg” —f"g)de + f? g de?]. 
Para que un punto M(u, v) sea regular, es necesario y suficiente que se tenga 


40 y f +g? 40; para que tal punto sea umbilico, es necesario y suficiente 
que las formas 9, y D, sean proporcionales, es decir que se tenga 


PILA) PULG FU) =0» 


ISTRIA. 


o sea 


En un punto regular que no sea umbilico, las tangentes principales son, la 
tangente al meridiano (definido por v= Cte), y la tangente al paralelo (definido 
por y =Cte) (véase la observación 1 anterior). 

La parametrización anterior no permite estudiar la hoja en los puntos situados 
sobre su eje de revolución (ya que estos puntos, dados por f(u) = 0, son singulares 
para la parametrización considerada). 
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Situémonos ahora en el punto de vista de las subvariedades de £ (véase 
$ VIIL8). Diremos que una subvariedad S de $ es de revolución alrededor de una 
recta A si el conjunto S permanece invariante en toda rotación de eje 4. Hemos 
visto ya que en todo punto de S situado sobre 4, el plano tangente a S es orto- 
gonal a 4. Por otra parte, la curvatura normal de un arco trazado sobre S permanece 
invariante si se somete este arco a una rotación cualquiera de eje 4. De ahí se deduce 
que la curvatura normal de S, en un punto P situado sobre 4,es la misma en todas 
las direcciones; por lo tanto todos los puntos de una superficie de revolución situados 
sobre:su eje son puntos umbilicos. 

En particular, nos encontramos: de nuevo con el hecho de que todos los puntos 
de una esfera son umbilicos. 


Ejemplos de hojas de revolución 


l. Sea Y la hoja de revolución definida por 
x=coshucosv y=coshusenv z=u. 
Se verifica que esta parametrización es regular. Se tiene 
db, = cosh? u(du? + dv?) 9d, = dv? — du? 


Las direcciones principales están definidas por du = 0, dv =0. 

Las direcciones asintóticas (definidas por dv + du = 0) son las bisectrices de 
las direcciones principales, de donde resulta que la curvatura media de 2 es nula; 
en otros términos: 2' es una superficie mínima. 

Se puede demostrar que el soporte de 2 es una subvariedad de 4 denominada 
catenoide; se puede demostrar también que esta superficie es (salvo por una se- 
mejanza) la única superficie de revolución que es a la vez una superficie mínima (véase 
ejercicio 1X.38). 

2. Sea 2 la hoja de revolución definida por 


z=u-—tghu (uveR). 


Cost, 


x= —— Sen y 
cosh u cosh u 


Si se designa por y la catenaria de ecuaciones x= cosh u, y= 0, z= u, se puede 
comprobar que Y es engendrada por la rotación, alrededor de Oz, de la evolvente 8 
de y que pasa por el punto 4 = (1, 0, 0) (véase ejercicio VIL.19 y véase la figura 2); 
la curva Ó se dice que es una ?ractriz. 
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z4 


o 


Figura 2. 


Esta parametrización es de la forma (1) con f(u)= 1/coshu, g(u)=u — tghu. 


Se tiene aquí 
senh u senh? u Isenh u] 
(== a E poa 
40 cosh7u e cosh?u” de:donde cosh? y 
said: a senh? u 
popa LE $ coshu=- . 
SES du f' Ecos cosh* u 


y las dos formas fundamentale:, son 
2 


9, = tgh? u du? + PET dv 
ES EIA — du). 


Y = 
cosh? u 


La primera forma fundamental es no degenerada si (y solamente si) se tiene 
u+0; luego todo punto M(u, v) tal que u>%0 es regular (el punto de pará- 
metro u = 0 es un punto estacionario de la semimeridiana 3). 

Las curvaturas principales correspondientes respectivamente a las direcciones 
principales du = 0, du = 0, son 


1 
TT | senh u |. 
La curvatura total de X' es pues constante e igual a — 1. 
La hoja definida por (2) recibe el nombre de pseudoesfera. 
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Un ejemplo de superficie reglada: El helicoide recto 


Referido el espacio 6 a un sistema ortonormal directo, sea 2 la hoja definida 
por las ecuaciones paramétricas: 


(3) x=avcosu, y =avsenu, z=bu (ueR,veR,a%0,b AH 0). 


Es la hoja conoide engendrada por las normales principales a la hélice circular 
de ecuaciones paramétricas x= a cos u, y = asen u, z = bu. Su soporte recibe el 
nombre de helicoide recto (queda realizado aproximadamente por las escaleras de 
caracol). 

Mediante cálculos sencillos se tiene aquí 


db, = (av? + 1?) du +ade?, d,= 


con H=/A4 + Be. 

Esta hoja es regular (ya que en todas partes se tiene H(u, v) 4 0). 

Las líneas coordenadas son las generatrices G, (definidas por u = Cte) y las 
hélices circulares /”,, obtenidas para v= Cte, que son mutuamente ortogonales 
(véase la figura 3). 

Las direcciones asintóticas vienen dadas por du = 0, dv = 0, y por lo tanto las 
tangentes asintóticas son las tangentes a las líneas coordenadas; al ser ortogo- 
nales, resulta que la curvatura media de 2 es nula en todo punto. Por lo tanto z 
es una superficie mínima; se puede demostrar que las únicas superficies mínimas 
regladas son (salvo semejanzas) subhojas de Y (ejercicio 1X.15). 

Las direcciones y curvaturas principales vienen definidas por el sistema 

2 2 
ab ab 
Fw = pla? v? + b?)du, 7 du = pa? dv. 
Eliminando p se ve que las direcciones principales están definidas por 
a? de? = (a? v? + b?) du?; 
al eliminar du, dv se obtiene la ecuación en curvaturas principales 


ab 


(a? v? + b?) p? — 0, 


O sea, 


(Av? + 1? p?—b?=0. 
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Se comprueba que su suma es nula 


Figura 3. 


$ IX.8 CURVAS NOTABLES TRAZADAS SOBRE UNA HOJA 


En la teoría de superficies, los arcos para los cuales una de las funciones p, 
Po» 0, (definidas en el $ 2) es nula desempeñan un papel importante. 


Definición 1X.8.1 


) Un arco regular, trazado sobre una hoja regular 2 se dice que es 


e una línea de curvatura si su torsión geométrica 0, es la función nula; 
e una línea asintótica si su curvatura normal p, es la función nula; 
e una geodésica si su curvatura geodésica p, es la función nula. 


El estudio que antecede muestra inmediatamente que las líneas de curvatura 
[resp. las líneas asintóticas] son los arcos regulares cuya tangente en cada punto M 
es una tangente principal [resp. una tangente asintótica] a Xen M. 

Con las notaciones de los $$ anteriores, resulta 


1X.8.1 Sea E una hoja simple y regular definida por la parametrización F : D>6; 
| y sea y el arco, trazado sobre 2, definido por la parametrización 


I>€, t+ Fu, ot). 
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donde u, v designan dos funciones numéricas de clase C? en un inter- 
valo TI de R, cuyas derivadas no se anulan simultáneamente. 


a) Para que y sea una línea de curvatura de X, es necesario y sufi- 
ciente que las funciones u, v verifiquen la ecuación diferencial 
0 Lu" + Mv' Eu + Fo | 0 
Mu + Nov Fu +Gu |” 
o sea: 
(FL — EM) u? + (GL — EN) u'v' + (GM — FN)v? =0. 


b) Para que y sea una línea asintótica de 2, es necesario y suficiente 
que las funciones u, v verifiquen la ecuación diferencial 


0) Lu? + 2 Mu'v' + Nu? =0. 


En otros términos, las líneas de curvatura [resp. las líneas asintóticas] de Z 
son las imágenes por F de los arcos planos regulares, de soporte contenido en D 
que verifican la ecuación diferencial (1) [resp. la ecuación diferencial (2)]. 

Puesto que las condiciones (1) y (2) permanecen invariantes en todo cambio 
de parámetro admisible sobre y, las pondremos en la forma diferencial simbólica 


L du+ Mdv Edu+ F dv 


1" = 
0 Mdu+ WN dv Fdu+G dv 


(25) L du? + 2 M dudo + Ndv? =0. 


Si / es una «función vector normal» cualquiera en Y (véase pág. 576), las 
ecuaciones (1') y (2”) son respectivamente equivalentes a las siguientes (véanse 
páginas 576 y 583). 


(1) [7,4M, 47] (2) dM.dÑ 


Eligiendo con cuidado la función Y, las fórmulas (1”) y (2”) permiten a me- 
nudo determinar rápidamente las ecuaciones de líneas de curvatura y asintóticas. 

La existencia de soluciones de estas ecuaciones diferenciales será discutida más 
adelante ($ 9). Veremos entonces que si 2 es de clase C* con k > 3: 


* por cada punto M de 2 no umbilico, pasan dos arcos regulares de clase 
CH, que son líneas de curvatura de X y que son tangentes respectivamente a las 
dos direcciones principales de 2 en M; 

e por cada punto hiperbólico M de 2, pasan dos arcos regulares de clase C*A, 
que son líneas asintóticas de X, y que son tangentes respectivamente a las dos di- 
recciones asintóticas de 2 en M. 


Propiedades métricas de las superficies 597 


De momento, nos limitaremos a las observaciones siguientes, que en la práctica 
resultan muy útiles: 


1X.8.2 a) Para que las líneas coordenadas de 2, relativas a la parametrización 
F: D> €, sean líneas asintóticas de 2, es necesario y suficiente que se 
tenga en todo punto de 2: L=0yN=0. 
b) Para que las líneas coordenadas sean líneas de curvatura, es necesario 
y suficiente que en todo punto de E, que no sea umbilico, se tenga: 


F=0 y M=0. 

Demostración 

a) Para que las líneas coordenadas sean líneas asintóticas, es necesario y sufi- 
ciente que la ecuación (2) se cumpla cuando se tiene w" = 0 o v' = 0, de donde el 
resultado. 

b) Para que las líneas coordenadas sean líneas de curvatura, es necesario y 
suficiente que en todo punto de X que no sea umbilico, las direcciones principa- 
les sean las de los vectores 2M/0u, 0M/dv, y hemos visto ya que ello se cumple si 
(y solamente si) se tiene F = 0 y M = 0. Se vuelve a encontrar este resultado po- 
niendo que la ecuación (1) se cumple si w" = 0 o v' =0, y así se obtienen las rela- 
ciones FL— EM = 0, GM—FN = 0, de donde (si GL— EN %0, es decir si M 
no es umbilico) F = M = 0.1 


Caso de una parametrización cartesiana 


Supongamos que 2 esté definida por una ecuación cartesiana de la forma 
z =f(x, y). Con las notaciones introducidas en la página 566, se ve que la ecua- 
ción diferencial de las asintóticas, es 


rdx? + 2 s dx dy + 1dy? =0, 
mientras que la de las líneas de curvatura, es 


rdx + sdy (1. + p?) dx + pg dy =0 
sdx + 1 dy pq dx + (1 + q?) dy 


Las ecuaciones diferenciales que determinan las geodésicas se establecerán en 
el $10. 


Propiedades geométricas 


Sea y un arco regular de clase C” con p > 2, trazado sobre Z. En todo punto 
M de y que no sea de inflexión, se tiene (véase $2) 


LELONG !11-20 
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Pn=PCOS4, p¿=psena, 


donde p designa la curvatura de y y « una de las determinaciones del ángulo E, ». 

Puesto que se tiene p % 0 en el punto M considerado, la relación p cos « = 0 
equivale a cos «=0, o sea P= + Z (véase fig. 1, p. 561). Para que la curvatura 
normal de y en el punto M sea nula es necesario y suficiente que el plano osculador 
en M a y sea el plano tangente a 2 en M. p 

Del mismo modo, la relación p sen « = O equivale a sena = 0, o sea =+Wh 
(véase la figura 1). Para que la curvatura geodésica de y en el punto M sea nula, 
es necesario y suficiente que el plano osculador a y en M sea normal a Z en M. 

Por otra parte, si M es un punto de inflexión de y, se tiene p, = p, = 0 (véase 
página 557). De ahí se deduce 


1X.8.3 Para que un arco regular y de clase C” (p > 2), trazado sobre 2, sea 
una línea asintótica [resp. una línea geodésica] de X' es necesario y sufi- 
ciente que en todo punto de y que no sea de inflexión, el plano osculador 
a y sea tangente [resp. normal] a Y en ese punto. 


En particular, observemos que todo intervalo de recta contenido en el soporte 
de Y, es a la vez una línea asintótica y una línea geodésica de 2. 


Dos caracterizaciones de las líneas de curvatura 


Sea y un arco regular trazado sobre 2, definido por la parametrización normal 
s+P(s) = M(u(s), v(s)) y sea como siempre h el vector unitario normal a 2' en 
el punto P(s). 


a) Para que la torsión geodésica de y sea nula, es necesario y suficiente, según 
las fórmulas de Darboux (fórmulas (5), p. 556), que exista una función numérica 
p : s+> pls) que verifique 


dh P di, dP 
(€) q PT, 9ísen qtog="» 


y esta función p es entonces igual a la curvatura normal p, de . 
Pondremos la relación (3) en forma diferencial 


(4) 
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Se ve entonces que la relación (4) caracteriza a las líneas de curvatura, cualquiera 
que sea el parámetro que se elija. Esta fórmula es la fórmula de Olinde Rodrigues. 

Se vuelve a encontrar observando que dhlds es la imagen, por el endomor- 
fismo Yar, de dP/ds (véase $ 4). La relación (3) expresa simplemente que dP/ds es 
un vector propio de este endomorfismo. 

b) Según las fórmulas de Darboux (p. 556) la torsión geodésica de y es 


Designemos por d la hoja reglada definida por la parametrización 
(s, 0) + P(s) + U Ki) 7 


que es la hoja reglada engendrada por las normales a 2 a lo largo de y. Según la 
definición VII1.7.1, la relación [dP/ds, h, dh/ds] = 0 es la condición necesaria y 
suficiente para que la hoja 3 sea desarrollable. Enunciaremos, 


1X.8.4 Para que un arco regular y trazado sobre la hoja X sea una línea de 
curvatura, es necesario y suficiente que la hoja reglada engendrada por 
las normales a Z a lo largo de y sea desarrollable. 


Para precisar este resultado, consideremos a la desarrollable engendrada por las normales a Z 
a lo largo de una línea de curvatura y y busquemos el punto característico Q de la normal a Y 
en un punto M = P(s) de y (véase el final del $ VIIL.7). Se ve fácilmente que este punto existe si 
la curvatura normal p de y en el punto M es no nula; es entonces el único punto Q = M + vh 
tal que el vector dP/ds + v dh/ds sea colineal con h, Según la relación (3) es el centro de curvatura 
normal £2 de y en M (definido por 2 = M + 1/p K); en otros términos, es el centro de curvatura 
principal de E que corresponde a la tangente a y en M. 


Las desarrollables engendradas por las normales a una hoja 2 a lo largo de 
sus líneas de curvatura reciben el nombre de evolutas de X; estas superficies de- 
sempeñan un papel importante en Optica geométrica (teoría de las cáusticas y del 
estigmatismo). 


Ejemplos 


Sea YX el helicoide definido, en un sistema de referencia ortonormal directo, 
por las ecuaciones paramétricas 


x=avcosu, y =avsenu, z=bu (a*0,bH0). 
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Su segunda forma fundamental ha sido determinada en la página 593, o sea 
ab 
d,= Sr du dv. 


Las líneas coordenadas, definidas por u = Cte y v = Cte, son pues asintóticas 
de 2. Se comprueba fácilmente que no existen otras. 
2. Sea Y la hoja de revolución definida por la parametrización 


x=f(u)cosv, y»=f(u)jsenv, z= glu). 


En todo punto regular de X' que no sea umbilico, las direcciones principales 
son las de las tangentes a las líneas coordenadas (véase p. 591). De ello resulta 


que las líneas coordenadas de Y son líneas de curvatura; si Y no tiene puntos 


umbilicos, son las únicas. 

Se comprueba aquí que las normales a 2 a lo largo de las líneas coordenadas 
engendran desarrollables. En efecto, en primer lugar, las normales a 2 a lo largo 
del meridiano definido por u = Cte engendran un cono o un cilindro de revolución 
según que corten al eje de revolución o le sean paralelas. 

Por otra parte, se ve inmediatamente que los meridianos de una hoja de revo- 
lución Y son geodésicas, ya que son curvas planas cuyo plano es normal a Zen 
cada uno de sus puntos. Pero no son las únicas geodésicas de 2 (véase $ 10). 


3. De un modo más general, sea X' una hoja cuyo soporte S admite un plano 
de simetría ortogonal, llamémosle P. Salvo excepciones, este plano P es entonces 
normal a 3' en cada punto de la intersección de los conjuntos S, P. Si es así, y si 
la intersección SM P es el soporte de un arco regular y, entonces y es a la vez una 
línea de curvatura y una geodésica de 7 .Enefecto, las normales a 2 a lo largo de 
y están contenidas en el plano P, por lo tanto engendran una desarrollable; el 
plano osculador a y, que no es otro que P, es normal a 2' en cada punto de y. 

En particular, los círculos máximos de una esfera son geodésicas de esta esfera. 


4. Vamos a demostrar mediante un razonamiento riguroso que las únicas 
geodésicas de una esfera son los arcos de círculo máximo de esta esfera. 

Sea en efecto y una línea geodésica de una esfera S de 6. Al ser todo punto 
de S elíptico, el arco y no puede admitir puntos de inflexión (véase p. 570). Admite 
por lo tanto en todo punto un plano osculador normal a S, es decir que pasa por 
el centro O de S. Como la tangente a y no pasa nunca por O, la proposición V.8.4 
demuestra que el soporte de y está contenido en un plano que pasa por O, de donde 
el resultado. 
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5. Según una observación ya hecha, las generatrices de un hiperboloide de una 
hoja o de un paraboloide hiperbólico son, a la vez, asintóticas y geodésicas de estas 
superficies. La proposición 1X.9,4 permitirá demostrar que son las únicas asintó- 
ticas de esta superficie. Por el contrario, admiten otras geodésicas (véase $ 10): 
por ejemplo, las secciones de un hiperboloide de una hoja por sus planos de simetría 
son también líneas geodésicas. 


6. Sea X una subhoja regular de una hoja desarrollable. Se ve inmediatamente 
que las únicas asintóticas de 2 son sus generatrices. 

Estas generatrices constituyen igualmente una familia de líneas de curvatura; la 
otra familia está constituida por las trayectorias ortogonales de las generatrices. 
Estos resultados son válidos, en particular, para las hojas cónicas y cilíndricas. 


7. Sea E una hoja cilíndrica regular de generatrices paralelas a la direc- 
ción 0. Las geodésicas de X son los arcos trazados sobre E cuya normal principal 
es ortogonal a ó (ya que la normal principal a una geodésica es normal a la hoja). 
Resulta de ello que las geodésicas de 2 son hélices de eje d (véase $ VI.12). 


8. El plano osculador a un arco plano (si existe) no puede ser normal al plano 
que contiene el soporte del arco. Se deduce de ello que las geodésicas de una hoja 
plana son arcos cuyos puntos son todos de inflexión: en consecuencia, las geodé- 
sicas de un plano son las rectas de este plano (véase prop. V.8.1). 


$ IX.9 ECUACIONES DIFERENCIALES DE LA FORMA A du? + 2 B du dv + 
+ Cdv? =0. DETERMINACIÓN DE LAS ASINTÓTICAS Y DE LAS 
LÍNEAS DE CURVATURA 


La investigación de las asintóticas y de las líneas de curvatura de una hoja geométrica se reduce, 
según hemos visto ya, a la determinación de los pares (u, v) de funciones numéricas que verifican 
una ecuación diferencial de la forma 


0) Alu, v)u? +2 Blu, v) ue + Clu,v) o? =0, 


donde A, B,C designan funciones numéricas continuas dadas en un dominio D de R?; la 
naturaleza geométrica del problema nos obliga a buscar solamente las soluciones (u, 0) de (1) 
cuyas derivadas no se anulen simultáneamente. 

En otros términos, buscamos los arcos parametrizados regulares, de soporte contenido en D, 
cuyo vector tangente (u'(£), 0'(1)) verifique (1) en cada punto. 

La teoría de ecuaciones diferenciales (véase tomo 4, cap. HI) no se aplica aquí directamente, 
ya que tenemos una sola ecuación diferencial con dos incógnitas u, V. Pero si (u, v) es una para- 
metrización que verifica (1), entonces toda parametrización (uo 0, vo 6) deducida de ella mediante 
un cambio de parámetro derivable, sigue siendo solución de (1). 
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La integración de (1) equivale pues al problema geométrico siguiente: encontrar los arcos 
geométricos regulares, de soporte contenido en-D, cuya tangente, en cada punto (u, v) de su so- 
porte, admite como dirección a una de las rectas vectoriales del haz definido por la ecuación 


0) A(u, v) X? + 2 Blu, v) XY + C(u, v) Y? =0. 


Las soluciones de (1) son entonces las parametrizaciones admisibles de estos arcos. 
Para abreviar, los arcos geométricos de clase C* cuyas parametrizaciones admisibles verifi- 
quen (1) recibirán el nombre de curvas integrales de la ecuación diferencial 


3) Alu, 0). du? +2 Blu, v) dude + Clu, 1) de? =0. 


Una curva integral de (3) se dirá que es maximal si no existe ninguna curva integral 1” de la 
cual y sea un subarco estricto. 

Para que exista por lo menos una curva integral de (3) que pase por un punto (u, v) de D, es 
necesario que la ecuación (2) tenga una solución (X, Y) distinta de la solución nula. Para discutir 
la existencia de curvas integrales estableceremos las definiciones siguientes. 


Definición 1X.9.1 


— Alu v) C(u, v) > 0; se dice que es elíptico [resp. parabólico] si BYu, v) — A(u, UV) 


; Un punto (u, v) de D se dice que es hiperbólico para la ecuación (3) si se tiene: Bu, v)— 
Cu, v) <0 [resp. si Bu, v) — A(u, 0) C(u, v) = 0]. 


Integración local de (3) 


La idea más natural para el estudio de la ecuación (3) consiste en factorizar su primer miem- 
bro (si ello es posible) escribiéndola en la forma 


(4) (P, du + Q, de) (P, du + Q, dv) = 0; 


veremos más adelante que esta operación es posible, localmente, en el entorno de cada punto 
hiperbólico de (3). 
Se tiene en primer lugar: 


1X.9.1 Sean Pi, Q; (i = 1,2) funciones numéricas continuas en un abierto U de R?, tales que 
el determinante 


PP, 


A= 
0  Q: 


sea no nulo en todo punto de U. 
Para que un arco regular y de clase C* (k> 1) sea una curva integral de la ecua- 
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ción (4), es necesario y suficiente que sea una curva integral de una de las ecua- 
ciones diferenciales 


(5) P,du+Q,dv=0 P,du+ Q,dv=0. 


Demostración. Es evidente que toda curva integral de una de las ecuaciones (5) es curva inte- 
gral de (4). 
Inversamente, sea y una curva integral de (4) definida por la parametrización 


I=>R?, 14 (uo, (0); 


y sea E; (i = 1,2) el conjunto de los r € / que verifican 


(6) Puy + Quo) =0. 


Es evidente que se tiene E,U E,= 1; por otra parte, puesto que / es regular y se tiene 
PO Q(0) — PA1) Q(O) H O para todo 1 € 1, no existe ningún valor de £ que verifique (6) a la vez 
para ¡ = 1 y para ¡ = 2. Se tiene pues E,N E,= SY. Finalmente, si y es de clase C?, las funciones 
P¿u + Qu” (i = 1,2) son continuas, y de ahí resulta que E,, E, son cerrados relativos de 1 (véase 
tomo 2, p. 102). 

Ahora bien, al ser / conexo, no puede existir ninguna partición de I en dos cerrados relativos 
E,, Ey. Se tiene pues / = E, o [ = E), de donde el resultado.] 

Este resultado reduce la determinación de las curvas integrales de (4) a la de las curvas 
integrales de las dos ecuaciones diferenciales (5). 

Ahora bien, puesto que hemos supuesto que P, y Q; verifican en todas partes Pi, Q;) X (0, 0), 
las curvas integrales de la ecuación diferencial 


0) Pu, v) du + Qu. v) de = 0 


son las trayectorias del campo de vectores de componentes (Q; — P;). 

Si las funciones P;, Q;, son de clase C” con r > 1, la teoría clásica de las ecuaciones diferen- 
ciales asegura la existencia de una curva integral maximal única de (7) que pasa por un punto 
dado (uy, Uy) de U (véase tomo 4, p. 176); se puede demostrar entonces que esta trayectoria es 
un arco regular de clase C”+! (véase tomo 4, prop. 1.2.1). De ahí se deduce 


1X.9.2 Sean Pi, Qi (i = 1, 2) dos funciones numéricas de clase C' en un abierto U de R?, 
tales que la función A = P, Q.— Pa Qino se anula en U. Por cada punto my = (uo, o) 
de U pasan entonces exactamente dos arcos regulares de clase C"+** que son las únicas 
curvas integrales maximales de la ecuación diferencial 


(4) (P, du + Q, dv) (P, du + Q, du) = 0 


que pasan por este punto. 


Nos queda por demostrar que, con hipótesis adecuadas, la ecuación diferencial (3) se reduce 
localmente a una ecuación de la forma (4) en el entorno de cada punto hiperbólico. 
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Sean en efecto 4, B, C,tres funciones numéricas de clase C! en un dominio D de R? y sea 
Mo = (Uy, Uy) un punto de D que verifica ó(mo) > 0, con 


$(m) = Bm) — A(m) C(m) . 


a) Silos números A(my) y C(mp) no son ambos nulos, supongamos para fijar ideas A(mp) % 0. 
Por continuidad, existe entonces un entorno abierto U de mo en el cual se tiene Am +0 
y ó(m) > 0. 

En este entorno U se tiene 


Adu? + 2 B du dv + C dv? = (P, du + Q, do) (P, du + Q, do), 


con A 
B+ y0 
P,=4, Pa=1, Q=B-y5, yn, 


b) Si A(my) = C(mp) = 0 se tiene necesariamente B(mp) 4 0, y nos podemos limitar al caso 
en que B(mo) > 0. Por continuidad existe entonces un entorno abierto U de mo en el cual se 
tiene B>0,9>0y A+ C+2B>0. 

En ese entorno U, es 


Adu? + 2 B dudo + C dv? = (P, du + Q, de) (P, du + Q, do), 


con 
A+ B- Ji A+ B4y5 B+C+y5 
¡O AAA + 
5 
0-1 y 1 JA+C415 


(esta construcción equivale a aplicar la primera fórmula, sustituyendo du, dv por du — du y du + dv). 
En cada uno de los casos las funciones obtenidas P,, Pa, Q,, Q, son de clase C? lo mismo que 

A, B, C, y verifican P, Q, — Pa 0, % 0 (siendo esta última relación consecuencia inmediata de 9> 0). 
Agrupando los resultados obtenidos, tenemos 


Teorema IX.9.3 


Sean A, B,C tres funciones numéricas de clase C” en un dominio D de R*? y sea 
mp un punto de D. 
Si el punto m, es un punto elíptico de la ecuación diferencial 


6) Ad” + 2 Bdudvo+ Cdv?=0, 


por my no pasa ninguna curva integral de esta ecuación. 

Si el punto mo es hiperbólico de la ecuación (3), existe un abierto U que contiene 
a m, tal que, por cada punto m de U, pasan exactamente dos arcos regulares de clase 
Cr+1, que son las únicas curvas integrales maximales de (3) contenidas en U y que 
pasan por este punto. 
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El estudio que antecede demuestra efectivamente la existencia de un entorno abierto U de my 
en el cual la ecuación (3) se pone en la forma (4); podemos entonces aplicar la proposición 
IX.9.2 a cada punto de U. 

Traduciremos el teorema 1X.9.3 diciendo que en el entorno de cada punto hiperbólico de (3), 
pasan, por cada punto, dos líneas integrales de (3). 

El estudio de la ecuación (3) en el entorno de un punto parabólico presenta grandes dificul- 
tades, salvo que todo punto de D sea parabólico. Se da este caso si se tiene AC —B»P=0en 
todo D, y la ecuación (3) equivale entonces a 4 du + Bdv =0 si A% 0, y a Bdu + Cdv =0 
si CA0. 

Se observará que los resultados obtenidos son esencialmente locales; el estudio global de la 
ecuación (3) excedería con mucho los fines de esta obra. Indiquemos sin embargo la dificultad que 
se presentaría. Suponiendo incluso que todos los puntos de D sean hiperbólicos, no siempre es 
posible encontrar funciones P;, O; definidas y continuas en todo U, que verifiquen 


Adu? + 2 Bdudv + C do? = (P, du + Q, do) (P, du + Q, do) 


Aplicación a la determinación de las líneas de curvatura de una superficie 


Sea Y una hoja de clase C* de 6, definida por una parametrización F': D> 6. 
Hemos visto que las líneas de curvatura de 2' son las imágenes por F' de las curvas 
integrales de la ecuación diferencial 


6) Edu+ Fdv Ldu+ Mdv =0 
Fdu+Gdv Mdu+Ndo | 


que es una ecuación diferencial de la forma (3) con 
A=EM-EL, B=EN-GL, C=FN- GM. 


Se puede comprobar por cálculo que todos los puntos (u, v) de D tales que 
M(u, v) no es punto umbilico de 2, son hiperbólicos para (8); se puede ver tam- 
bién lo mismo sin cálculo observando que las direcciones (du, dv) que verifican (8) 
son las que definen las direcciones principales de Z en el punto M(u, v). 

Por otra parte, si X' es de clase C*, con k > 3, las funciones E, F, G son de 
clase C*A y L, M, N son de clase C*2, 

Por aplicación del teorema 1X.9.3 podemos enunciar 


1X.9.4 Sea E una hoja simple y regular de clase C* con k > 3. Por cada punto 
de Y que no sea umbilico pasan dos líneas de curvatura ortogonales en 
este punto, que son arcos de clase CF, 
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Ejemplo 
Busquemos las líneas de curvatura del paraboloide hiperbólico (llamado equi- 
látero) de ecuación cartesiana z = axy (a 4 0) en un sistema de referencia orto- 


normal de 6. 
Aplicando las fórmulas de la página 587 se ve que están definidas por la ecua- 


ción diferencial: 


(1 + a? y?) dx? — (1 + 4? 1?) dy? =0. 


(9) => o ie 


Y + a? x? 144 y? 


Figura 4. 


Las soluciones se hallan definidas implícitamente por 


Arg senh za + Arg senh a = Cte, 
a a 


O sea 


(10) ax? + y? -2kxy)=k?*-1 
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donde k es una constante real arbitraria tal que | k| > 1. 

Las curvas definidas por la ecuación (10) son las proyecciones, sobre el plano 
Oxy, de las líneas de curvatura del paraboloide 2; son hipérbolas de centro O, 
que tienen como ejes principales a las bisectrices x = y, x =— y. Para k< —1, 
el eje mayor es x= y, para k >1l, el eje mayor es x =— y. Para k= +1, se 
obtienen las bisectrices. 

Algunas de estas cónicas se hallan representadas en la figura 4. 


Aplicación a la determinación de las asintóticas 


Manteniendo las mismas notaciones, sabemos que las asintóticas de 2 son las 
imágenes, por la aplicación F, de las curvas integrales de la ecuación diferencial 


(11) Ldu? + 2 Mdudov N do? =0. 


Para que un punto (u, ») de D sea hiperbólico [resp. elíptico] para (11), es ne- 
cesario y suficiente que el punto M(u,v) sea hiperbólico [resp. elíptico] en 2. 
Por aplicación del teorema [X.9.3 se tiene inmediatamente 


1X.9.5 Sea Y una hoja simple y regular de clase C*, con k > 3. 
Por un punto elíptico de X no pasa ninguna línea asintótica. 
Por todo punto hiperbólico de X pasan dos líneas asintóticas que son arcos 
regulares de clase CH. 


Ejemplos 


1. Las generatrices que pasan por un punto de una cuádrica reglada (hiper- 
boloide de una hoja o paraboloide hiperbólico) son las asintóticas maximales que 
pasan por este punto. 


2. Busquemos las asintóticas del toro de garganta cerrada, definido en ejes 
ortonormados por la parametrización 


(12) x=R(l + cosu)cosvo, y= R(l +cosu)senv, z= Rsenu 


(R>0). 


Se obtiene una hoja regular (pero no simple) haciendo variar (u, 9) en J 7, x[xR. 
Un cálculo sencillo nos permite obtener los coeficientes L, M, N relativos a la para- 
metrización (12) 
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L=RYAl +c08u), M=0, N=R?*cosu(l + cosuY. 


Teniendo en cuenta el hecho de que, para (u,v) e ]—x,7x1[ x R, se tiene: 
1 + cos u A 0, se obtiene la ecuación de las líneas asintóticas 


(13) du? + cos u(l + cos u) dv? = 0. 


Los puntos hiperbólicos del toro se obtienen para 


ci y we] JE R, 


y los puntos elípticos para (u, v) € - 3 A 5 Xx R. Los puntos parabólicos son 


T 
2 


los de las dos circunferencias paralelas u= + 1/2, veR. 


La integración de (13) proporciona, poniendo 1 = tg u/2: 


Log|:+ /4=1|, con e=+l1. 


Estudiemos una línea asintótica situada en la zona en que se tiene z > 0 (por 
lo tanto 1 > -+ 1 si el punto es hiperbólico). La ecuación 


VD = + /? Arg cosh :, 51 


equivale a 
=cosh Lo —0) y vADo. 


>> 
La ecuación polar, en el plano (O; i, j), de las proyecciones de las líneas corres- 
pondientes es 


r= R(l + cosu), 
O sea 


2R 2R 
++ 


r= (v< vw) Ó v> 0). 


=T+4 coshY(v — vp) 


Se obtienen dos líneas simétricas respecto a la recta v = 0, que tienen al origen 
como punto asíntota. Estas dos líneas forman parte del arco único de ecuación 
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3% 2R 
1 + cosh(0—0p) 


Para v = Uy, el punto obtenido sobre esta línea es parabólico en el toro (véase 
la figura 5). 


2R 
de 
1+cosh(v—vp) 


Figura 5, 


$ IX.10 DETERMINACIÓN DE LAS GEODÉSICAS 


Curvatura geodésica 


Sea como siempre X una hoja simple y regular de clase C* (k > 2) definida 
por la parametrización F : (u, 0)+> M(u, V), y sea y un arco regular de clase C” 
(2 < p < k) trazado sobre 2, definido por la parametrización normal 


(1) s + P(s) = M(us), v(s) - 
Poniendo siempre 
¿E a LA 2 
ds 5d Hu ón ” 


se tiene, con las notaciones del $2 (fórmulas (8) y (11), p. 559 y 560) 


> di 2d? dP d?P 
o, =psena =g.—=|h,zr, lA Ñ 
Apo Sas [a 5) [ ds” ds? 
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Si 145 P(t) es una parametrización admisible cualquiera de y, se tiene, con un 
abuso cómodo de escritura (véase p. 558, nota 1). 


dP_dPds  dP_dP (5) dP dis 


dr ds dr” de dear ds de. 
de donde 
dP  dP dsY dP  d?P 
A = A * 
dr” de di) ds ” ds? 
y: 


dsY? [y ap ap 
2 (5) Mz 


La relación (2) permite, si se quiere, obtener una expresión de la curvatura 
geodésica de y por medio de las derivadas primeras y segundas de las funciones 
u(t) y v(t); se ve de este modo que las geodésicas de 2 son los arcos cuyas para- 
metrizaciones admisibles verifican la ecuación diferencial 


2 
1] 
[7 de de 


No terminaremos el cálculo, ya que vamos a dar un procedimiento más cómodo 
para la determinación de las geodésicas. 


Otra caracterización de las geodésicas 


Para que el arco y definido por la parametrización normal (1) sea una geodésica 
de 2, es necesario y suficiente, según las fórmulas de Darboux (p. 556) que el 
«vector aceleración» d7/ds = d*P/ds? sea, para todo valor de s, nulo o normal 
a Z enel punto P(s). 

Al ser la hoja 2' regular, esta condición equivale al conjunto de relaciones 


DM EL_ y 0M 8 


3 e 
6) du ds? 0 ds? 


Recíprocamente, sea s+> P(s) = M(u(s), v(s)) una parametrización (no necesa- 
riamente normal) de un arco y trazado sobre 2 que verifica las relaciones (3). Se 
tiene inmediatamente 
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2 us SS 
ds ds? 0u ds dv ds] ds? 


2 
a (5) =0 
ds ds 


Para que la parametrización s+>P(s) sea normal, basta que para un valor 
de s se tenga || dP/ds | = 1; de lo contrario se tiene solamente | dP/ds || =a, con 
a = Cte, y u= as es un parámetro normal en y. En todos los casos y es una 
gcodésica de 2. 

Inmediatamente se deduce 


dP dp [a du, 0M 2] AP 


O sea 


IX.10.1 El sistema diferencial (3) caracteriza las parametrizaciones de las geo- 
I désicas de Y que satisfacen a | dP/ds || = Cte. 


Interpretación cinemática 


Si a la variable s se la llama tiempo, el sistema diferencial (3) es el que se obtiene 
al investigar el movimiento de un punto móvil sobre 2, cuya aceleración en cada 


instante es normal a 2. Podemos enunciar (véase p. 653): 


1X.10.2 Si en cada instante la aceleración de un punto móvil sobre una super- 


ficie X es normal a esta superficie, la trayectoria de este punto es una 


geodésica de X y el movimiento es uniforme. 


En consecuencia, una partícula que se mueve sin rozamiento sobre una su- 
perficie y que no está sometida a ninguna fuerza exterior, describe una gcodésica 
de esta superficie con una velocidad constante. 

En efecto, la partícula considerada no se halla sometida más que a la reacción 
de la superficie, la cual es (al no haber rozamiento) normal a esta superficie (con- 
súltese un curso de Dinámica). 


Ecuaciones de Lagrange 


Poniendo en forma explícita las relaciones (3) vamos a obtener un sistema dife- 
rencial que determina las geodésicas. 
Según el teorema de la derivación de las funciones compuestas, se tiene 
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E E 
ds? ds du 0v 
oM óM 0? 02M 02M 
” +0 4 y? 2uv 
du 0v dl du? eS du dv dv? 


Ahora bien, hemos puesto (véase $ 1) 


MY _ 0M 0M_ MY? _ 
(4) -e. du A. ( ) -0. 


De aquí se deduce, por derivación, 


A A 
do .0?  20X0v a” 
M,EM_10(MP_1 yg, DM. 0M_ 10 (IM? 1 
du dud 200) 2” dv dudo 200) 2” 
y finalmente 
2M 2M_2(M,IM_0M_PM_ po 1 
du 0?  óXLóu 0v  0u0v AA 
M PM_ 0 (2M IM)_0M 2M_ po 1 po, 
0 02  0duNóo 0 du dudo "2" 
de donde 


2 
MO a FA EE U? + Ejuo + (+. - 39) y? 


2 
E (5 -35)u + Gu v +6,0?. 


Las relaciones (3) se traducen por lo tanto en las ecuaciones diferenciales 


4) Eu” + Fo" + 3 Eu? + Eju v' + (F¿- 1G/v?=0. 
Fu" + Go” + (F,— 3Eju?4+G,uv +34G/v?=0. 
Se observará que los coeficientes de este sistema diferencial se expresan única- 
mente por medio de los coeficientes E, F, G de la primera forma fundamental y 


de sus derivadas. 
Para recordar estas ecuaciones, resulta cómodo ponerlas en la forma 
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E e + Fu) — 50, vu? +2 Fu v +G/v?)=0 


d A e iz o Pza — 
q E + Gu”) 3 (Es u +2F¿4v +G;¿v?)=0 


conviniendo en que el símbolo d/ds designa una derivada de función compuesta, 
o sea desarrollando 


Eu + Fo) = En” + Fo" + Eu? +(E, + Fi) uv + F, y? 
(6) d 
ds (Eu +Go')=Fu+Go"+Fju?4(EI+G;)u vo +G¿0?. 


Teniendo en cuenta las relaciones (6), se ve inmediatamente que el sistema (4) 
es equivalente a (5). 

Las ecuaciones (5) son un caso particular de las ecuaciones de Lagrange esta- 
blecidas en Mecánica (véase [5)). 


F 
el sistema (5) en forma normal (véase tomo 4, p. 5). Por otra parte, si Z es de clase C* (k > 3), 
los coeficientes del sistema (5) son (por lo menos) de clase C*. Por aplicación del teorema de Cauchy- 
Lipschitz, se tiene entonces: 


Al ser invertible la matriz E 6 (ya que la hoja Y se supone regular), resulta fácil poner 


Sea E una hoja simple y regular de clase C*, con k > 3. Por cada punto My de E pasa 
una geodésica maximal única,tangente en M, a una dirección arbitrariamente dada 


1X.10.3 
| del plano tangente a Y en Mp; esta geodésica es un arco de clase C!, 


Observación. Cuando se vaya a integrar el sistema (4) o (5), no hay que olvidar 
que implica la relación: 
Eu? +2 Fu'v' + Gu? = Cte 


la cual traduce la relación (anteriormente establecida): = Cte. En otros 


A 3 
[ds | 

términos, la función Eu? + 2 Fu' v' + Gu”? es una integral primera de las ecua- 
ciones de Lagrange y se obtienen las parametrizaciones normales de las geodésicas 


al imponer la ecuación suplementaria Eu? + 2 Fu' v' + Gu? = 1. 


Ejemplos 


1. Si X es un plano, se puede suponer que u, v son las coordenadas del punto 
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M(u, v) en un sistema de referencia ortonormal de este plano. Se tiene entonces 
ds? = du? + dv?, osea E=G=1 y F=0; el sistema (5) se reduce a u” = v” =0; 
nos encontramos de nuevo con el hecho de que las geodésicas de un plano son 
las rectas de este plano. 

2. Tomemos como 2 la hoja de revolución definida, en un sistema de referencia 
ortonormal (O; x, y, z) de £, por las ecuaciones paramétricas 


x=rcos0 y=rsenm0 z=f(r) (0<0<2r,rel) 


siendo la función f de clase C* en un intervalo / de R. Su primera forma funda- 
mental es 


ds = dr (1 +?) +17 d0?; 


poniendo u =r y v=0, se tiene aquí E=1+f(r), F=0, G =r?. Las ecua- 
ciones de Lagrange que determinan las geodésicas son 


Ana 12 0 $N d ñ 
0 a+ -Ff"=0 (*0)=0 


e implican la relación r?9” = Cte, Desde el punto de vista mecánico esta relación 
(llamada Ley de las áreas) proviene del hecho de que la aceleración del movimiento 
correspondiente es paralela al plano MOz (ya que la normal a 2 en el punto M 
es coplanaria con Oz). 

Las relaciones 


?o=C y (14/)r?4r0?=1 


constituyen un sistema diferencial de primer orden verificado por las parametriza- 
ciones normales de las geodésicas de 2. Se puede demostrar que toda solución 
(r, 0) de este nuevo sistema es una solución de (7) si la derivada r” no se anula. 
Para C =0, se obtienen los meridianos de 2, de los cuales sabemos ya que 
son geodésicas (véase $ 8). 
Vamos a concluir los cálculos en el caso en que 2 es el cono de revolución de 
eje Oz y de semiángulo en el vértice a, definido por las ecuaciones paramétricas 


x=rcos0 y=rsenO z=rcotgw (0 < a < 1/2). 


Las parametrizaciones normales de sus geodésicas verifican el sistema diferencial 


do 1 dry? d0y? 
8 AE = 2 = 
6) nee (5) qa E) : 
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si C 40, la función 0 es un parámetro admisible en todo arco de geodésica que no 
pase por O. Tomando 0 como parámetro, se ve que la función r(9) tiene que veri- 
ficar la ecuación diferencial (obtenida formalmente al eliminar ds entre las dos 


ecuaciones (8)): 
E AA A 
résen? a Xd0 po” 


d 1 ce 
El cambio de variable p = — lleva a la ecuación 
F 


l doy 2 
sen? q Es) e: 


Sus soluciones son todas las funciones de la forma 


p= cos [(0 — 0y)senx] con 0/= Cte. 


Las proyecciones de las geodésicas de 2 sobre el plano xOy son pues las curvas 
de ecuación polar 


reos [(0 — Op)sena] =C con C=Cte, 0y= Cte. 


Téngase en cuenta que no son hélices. Si se desarrolla el cono 2 sobre un plano 
las geodésicas se desarrollan según rectas. 


Observación. Supongamos de un modo general que entre dos hojas 2, 2” 
exista una correspondencia biyectiva que conserve la longitud de los arcos trazados 
sobre las mismas; entonces las geodésicas de Y y de 2” se corresponden en esta 
biyección: esto proviene del hecho de que las ecuaciones diferenciales de las geo- 
désicas dependen solamente de la primera forma fundamental. 


Propiedades extremales de las geodésicas 
Un estudio más detallado permite establecer la proposición siguiente: 
1X.10.4 Si M, es un punto regular de una hoja X de clase C* (k > 3), existe 


una subhoja 2, de X, que contiene a My, y que verifica las propiedades 
siguientes: para todo punto M, de Y, existe un arco de geodésica único y 


616 Propiedades métricas de las superficies 


de extremos M,, Ma; entre los arcos rectificables de extremos Mo, Mx 
trazados sobre Xy, el arco y es el de menor longitud. 


Abreviadamente se dice que las geodésicas son los arcos «de longitud mínima». 
Pero, entiéndase bien, esta propiedad extremal se cumple sólo localmente; para ver 
los fenómenos que se pueden producir, basta estudiar el caso de una esfera. 

Se puede materializar el arco de geodésica de longitud mínima que une dos 
puntos M¿, M, de una superficie por medio de un hilo tenso sobre la superficie 
que une los dos puntos. 


Capítulo X 


Sistema de referencia móvil 


Aunque no figure explícitamente en los programas, la teoría del sistema de 
referencia móvil constituye un instrumento casi imprescindible para la Cinemática 
del sólido (véase cap. XII); desempeña un papel importante en el estudio de curvas 
y superficies (sistemas de referencia de Frenet y de Darboux). A un nivel más ele- 
vado, es la primera técnica utilizada en Geometría diferencial. 

En este breve capítulo nos limitaremos a proporcionar algunas indicaciones 
sobre esta teoría; los resultados principales se utilizarán en el capítulo XIL 


e En este capítulo, designaremos por 6, un espacio afín euclídeo orientado de 
dimensión » > 2, ligado al espacio vectorial euclídeo E,. El grupo de las biyecciones 
afines de €, se designará por GA(S,) y el conjunto de las bases (con índices de 
N*) de E, se designará por 2(£,) (*). 

Por otra parte, adoptaremos el convenio que sigue: 

(C) Si el espacio 6 (de dimensión 3) está orientado y si Z designa un eje (recta 
orientada) de £,, llamaremos simplemente rotación de ángulo 0 (0 € R) alrededor 
del eje A al desplazamiento de £, definido por 

(x, y, 2) + (xcos0 — y sen0, xsenU + y cos 0, 2) 


en todo sistema de referencia ortonormal directo de 6 del cual Z sea el tercer eje. 

Este convenio equivale a orientar cada plano yectorial P perpendicular a 4 de 
tal modo que si (i, j) es una base directa de P y k un vector director de 4, la base 
(1, j, k) de 6, sea directa (véase p. 141). 


() ZE) es pues el conjunto de las bases ordenadas de E. Para abreviar diremos aquí que es el 
conjunto de las bases de En. 


617 


618 Sistema de referencia móvil 


Este convenio, que con excesiva frecuencia se olvida, simplifica mucho el len- 
guaje; corresponde a la idea intuitiva de rotación «vista por un «observador»» 
esquematizado por el eje 4. 


$ X.1 PRELIMINARES 


a) Una base de E, es un sistema (e,, ..., €,) de n vectores linealmente inde- 
pendientes de E, y puede por lo tanto identificarse con un punto del espacio pro- 
ducto (E,)”. El conjunto de las bases de E, es una parte de (E,)” que designaremos 
por 2(E,); por otra parte resulta fácil demostrar que 2(E,) es una parte abierta 
de (£,)", pero esta observación no es esencial para lo que va a seguir. 

Un sistema de referencia afín de €, es una n-upla (4;8,,..., é,) constituida 
por un punto A de 6, y una base (¿,,..., é,) de E, ; en otros términos, es un punto 
del conjunto producto $, x 2(E,). 


b) Sea q una biyección afín de 6, y sea f su parte lineal. Si 
2R=(A:f,,... 2.) 


es un sistema de referencia de 6,, designaremos simplemente por y(2) el sistema 
de referencia 
2 = (PASES, Sn): 


diremos que el sistema de referencia 2” = y(2) es la imagen de R por q. 

A la inversa, si 2= (A; É,,....8,) y R'=(4': 8), .... é,) son dos sistemas de 
referencia de 6, existe una biyección afín única y de 6, tal que se tiene 2' = p(R). 
Diremos que esta biyección y es la que hace pasar de 2 a 2' o que lleva a 2 sobre %”. 

Esta biyección y se halla definida por la condición 


(1) o(a + y %0)= 4 + $ Xx 0i, 
1 =1 


donde x,, ..., Xx, designan reales arbitrarios (si M es el punto de coordenadas (x;) 
en 2, el punto M' = p(M) es el que tiene los mismos números x, por coordena- 
das en 2”). 


Se tiene fácilmente 


X.1.1 Para que la biyección afín p que lleva el sistema de referencia R = (A; 
é,, ..., 2,) al sistema de referencia P' = (A';8,, .... É;) sea una isome- 
tría, es necesario y suficiente que, para todos los i,j,1,2,..., n, se tenga 


de =8%. 
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Demostración. Designemos por M, P dos puntos cualesquiera de 6,, de coor- 
denadas respectivas (x,) e (y,) en el sistema de referencia 2 y sean M”', P', sus 
imágenes por q. Según (1) se tiene 


— Ll > 
MP = de, 
i=1 
de donde 


[MP 2= Y Y 0003 Dé0é). 


i=1 i 
mientras que se tiene 


¡MEP $ 00-04. 


Para que q sea una isometría, es necesario y suficiente que las formas 
cuadráticas 


Ms 


qu) = 


Y 2.2, qd0)= Y Y Eta, 
J=l i =1 


13 


W 
W 


1 


(definidas en R”) sean iguales; de donde el resultado.] 
Finalmente, utilizaremos el lema siguiente 


X.1.2 Para que un endomorfismo f de E, sea antisimétrico, basta que exista una 
base (E), <1<n de E, tal que se tenga, para todos los indices i,j =1,2,...,A, 


SO). +10).2=0. 


A la inversa, si f es un endomorfismo antisimétrico de E, esta propiedad 
se cumple para toda base de E,. 


Demostración. Sea (é;) una base de E, y f un endomorfismo. Para todo vector 


P= 


Ma 


2, e, de E,, se tiene 


¡OP= Y ES0)h a 
i=1 j=1 


>> 
el operador.f es antisimétrico si, y solamente si, se tiene: f(V).V = 0 para todo 
Ve E,.. Por lo tanto, f es antisimétrico si, y solamente si, la forma cuadrática 
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a = Y Es6). 


(definida en R”) es nula; de donde el resultado.] 


$ X.2 CONCEPTO GENERAL DE SISTEMA DE REFERENCIA 
MÓVIL CON k PARÁMETROS 


Definición X.2.1 


Un sistema de referencia móvil de 6,,, con k parámetros, es una aplicación 
de la forma 


(1) p:d>6x (E). us (4();8,(w), ..., é,(u)) > 


donde A designa un dominio de R*, tal que: 

a) Para cada ue A, los vectores é(u), ..., 2,(u) constituyen una base de E; 
b) Cada una de las funciones A: A>86,y8,:A=>E,(i=1,2,...,1n) 
es continua. 


Abreviadamente, el sistema de referencia móvil p es una aplicación continua 
de 4 en el espacio producto 6, x 2(E,) (hallándose dotado el conjunto 2(E,) 
de la topología inducida por la de (E,,)”). 

El sistema de referencia móvil P se dirá que es de clase C” [resp. p veces diferen- 
ciable] si cada una de las funciones A: 4>686,y%,:4>E, (1 <i<n) es de 
clase C” [resp. p veces diferenciable]. Podemos traducir esta hipótesis diciendo 
que p es una aplicación de clase C” [resp. p veces diferenciable] de A en 6, x W(E,). 

Eventualmente hablaremos de base móvil de E,, definida en A. Se trata de 
una aplicación continua de 1 en 2(£,); en otros términos, es una aplicación de 
la forma 


B:4 => (E), us (é,(w), ..., é,(1)) 


donde los 2, (¡= 1, 2, ..., n) designan funciones vectoriales continuas en A tales 
que, para todo u e 4, los vectores 4,(1), ..., 2, (u) constituyen una base de E, la 
base $ se dice que es de clase C? si estas funciones son de clase C?. 

Al haberse supuesto el conjunto de definición A conexo, se tiene el resultado 


fundamental que sigue: 
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Teorema X.2.1 


Sea A un dominio de R* y p:4>€, x 2(E,) un sistema de referencia 
móvil definido en A. 

Entonces, cualesquiera que sean los puntos u, v de A, los sistemas de refe- 
rencia p(u) y p(v) tienen la misma orientación. 


Demostración. Fijemos un punto cualquiera u de 4. Las componentes de los 
vectores 2,(0), ..., 2,(u) en la base fija (é,(u), ..., é,(u)) son entonces funciones 
continuas del punto v (ve 4); el determinante de los vectores 


(E,(o), .... 3,0) 


en la base (2,(u), ...., 8,(u)), que llamamos 0,(v), es una función numérica continua 
de », que evidentemente verifica ó(u) = 1. Por otra parte, la función 0, no toma 
nunca el valor 0, ya que los vectores 2(v) constituyen una base. De ahí resulta 
que la función g, (definida y continua en un conjunto conexo 4) toma solamente 
valores > 0, de donde el resultado.] 


En lo que sigue vamos a considerar esencialmente sistemas de referencia mó- 
viles con un parámetro, cuyo conjunto de definición será un intervalo I de R. De 
acuerdo con las convenciones corrientes, no será entonces necesario suponer que / 
sea abierto. En este caso, la demostración del teorema X.2.1 sencillamente hace 
uso del hecho de que una función numérica continua y no nula en todo punto 
de un intervalo, mantiene un signo constante. 

Al ser el espacio 6, orientado, el teorema X.2.1 nos permite dar la siguiente 


Definición X.2.2 


Un sistema de referencia móvil p de E, se dice que es directo [resp. indi- 
recto] si, para todo valor de la variable u el sistema de referencia plu) 
es directo [resp. indirecto]. 


Ejemplos 
1. Sea 4 un dominio de R? y sea f : 4 > 6, (u, 0) +> M(u, v) una aplicación 


de clase C* que define una hoja regular X de € (es decir tal que los vectores 9M/0u 
y 2MJóv son independientes en todas partes). Si 
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designa el vector normal asociado a la parametrización f, obtenemos un sistema 
de referencia móvil p (con dos parámetros) de €, definidos en 4, poniendo 


(Vu, v)e 4) plu,v) = (ot »); La, 0), ze (u, 0), Nu, 0) ó 


este sistema de referencia móvil desempeña un papel importante en la teoría de 
las superficies. 


2. Sea 4 un dominio de R” y sea 
F:4 => 6, (Uy, 9) + F(U1» «2. 45) 


una aplicación de clase C!. Una tal aplicación se dice que es de rango n si su dife- 
rencial es de rango n en todas partes (véase tomo 2, V1.6.1); en lenguaje geomé- 
trico equivale a decir que los n vectores derivadas parciales 9f/0u, (i= 1,2, ...,m) 
son independientes. Si es así, obtenemos un sistema de referencia móvil p de €, 
definido en 4, poniendo : 


(Vue 4) p(u) = (10: Lo... (1), . e de ,). 


Este último ejemplo es de particular importancia. Al haberse fijado la aplicación f, 
se dice que la n-upla u = (u,, ..., 4,) es un sistema de coordenadas curvilíneas del 
punto M = f(u). En Cinemática, se dice también que son parámetros que definen 
la posición del punto M (estando justificadas estas definiciones por el hecho de 
que la aplicación f es invertible localmente). El estudio del sistema de referencia 
móvil p asociado a este sistema de «coordenadas curvilineas» permite tratar pro- 
blemas de Geometría o de Cinemática con ayuda de estas «coordenadas». 

Las coordenadas polares, cilíndricas y esféricas constituyen ejemplos; más ade- 
lante tendremos ocasión de estudiar sistemas de referencia móviles asociados a 
estos sistemas de coordenadas. 


Biyecciones afines asociadas a un sistema de referencia móvil 
Sea p : 4 > 6, x 2(E,) un sistema de referencia móvil de €,. A cada par (u, 0) 


de puntos de 4 asociaremos la biyección afín Yu» de £, que lleva p(u) a p(o), 
por lo tanto tal que 


Y lp(u) = p(o) 


(véase preliminares, $ 1). 
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Del teorema X.2.1 resulta que las biyecciones afines y,, son todas directas. 
Según su definición, se tiene inmediatamente 


0) (Vu, v,we 4) Wuw=Vow Yun, 


de donde 
(Vu, ve A) Vu = (Wu)! Y uu = Me, 


Sistemas de referencia móviles indeformables 
Definición X.2.3 


3 Un sistema de referencia móvil p de €, se dice que es indeformable si las 
$ biyecciones afines asociadas son isometrías. 


Resulta entonces, de lo que antecede, que tales isometrías son desplazamientos. 
Por aplicación de X.1.1, se tiene inmediatamente 


X.2.2 Para que el sistema de referencia móvil 
p:b> Ex BE), um (4(1);2,(W), ..., é,(u)) 
sea indeformable, es necesario y suficiente que la matriz 
M(u) = (0.81), <i<n, 1<j<n 
sea independiente de u (u € 4). 
Entre los sistemas de referencia móviles indeformables, los más utilizados serán 
los sistemas de referencia ortonormales. 
Definición X.2.4 
Un sistema de referencia móvil p =(4 ¡Or o €n) de En, definido en 
$ un dominio A de R*, se dice que es ortonormal si para todo u € A, el sis- 


tema de referencia p(u) = (A(u); é,(u), ...., 8, (u) es ortonormal. 


Un sistema de referencia móvil ortonormal es, evidentemente, indeformable. 
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Sistemas de referencia ligados 
Definición X.2.5 


Sean 


p=(Azér e) y 0=(Biñoosio 


dos sistemas de referencia móviles de €, definidos en el mismo domi- 
nio A de R*. Se dice que el sistema de referencia móvil a está ligado a p 
si las coordenadas del punto Blu) y las componentes de los vectores f(u) 
en el sistema de referencia p(u) son independientes de u (u € 4). 


LILLLLLIL ILLIA 


Se ve inmediatamente que la relación «o está ligado a p» es una relación de 
equivalencia en el conjunto de los sistemas de referencia móviles de $, definidos 
en 4. Se puede traducir pues esta relación diciendo que los sistemas de referencia 
Pp y 0 están ligados. 

Se establecería fácilmente la proposición que sigue: 


X.2.3 Para que los sistemas de referencia móviles p, o de € ,, definidos en 
el mismo dominio A, estén ligados, es necesario y suficiente que admitan 
la misma familia asociada (y), yen de biyecciones afines. 


En consecuencia, todo sistema de referencia móvil ligado a un sistema de refe- 
rencia indeformable es indeformable (resulta fácil comprobarlo directamente). 

En términos de la Cinemática, dos sistemas de referencia móviles indeformables 
ligados se dice que son fijos uno respecto a otro. 

Vamos a dedicarnos ahora al estudio, más elemental, de los sistemas de refe- 
rencia móviles con un parámetro (definidos en un intervalo de / de R). En el $6 
volveremos al caso general. 


$ X.3 SISTEMAS DE REFERENCIA MÓVILES CON UN PARÁMETRO 


Según la definición general X.2.1, un sistema de referencia móvil con un pará- 
metro de 6, queda definido cuando se dan un intervalo I de R y n+ 1 funciones 
continuas: 


A:1>8,, é,:1> E, (¡=1,2,....1) 


tales que para cada 1 € 1, los vectores É2,(1), ..., 3,(t) constituyen una base de En. 
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Se dice que el sistema de referencia es de clase C* [resp. D*] si estas funciones 
son de clase C* [resp. D*] en 1; es indeformable si, y solamente si, la matriz 


E(0) = (é(0.é0)1 <i<n. 1<j<n 
es constante. 
Sea p =(4;8,,....8,) un sistema de referencia móvil derivable en un inter- 
valo 7 de R. Para cada 1 el, existe un endomorfismo único D, de E, que verifica 


> 


d 
(1 (Vi=1,2,.... 1) Dfé(0) = de 
Se tiene en primer lugar: 


X.3.1 Para que el sistema de referencia móvil p sea indeformable, es necesario 
y suficiente que, para cada t€l, el endomorfismo D+ definido por (1) 


sea antisimétrico. 


Demostración. Para que el endomorfismo D; sea antisimétrico, es necesario y 
suficiente que se tenga (véase prop. X.1.2) 


(Vi,j =1,2,...,n) Aa E de, «É(1) =0, 


O sea, S (2,.€)) = 0; de donde el resultado.] 


Si el sistema de referencia móvil p es ortonormal (por lo tanto indeformable), 
resulta que la matriz del operador D, en la base ortonormal (4(t), .... 2,(1)) 
es antisimétrico. Ahora bien, esta matriz es la matriz W(1) =(0(0)1 <1<n1<s<n defi- 
nida: por las relaciones 


de 
0) a 080 =1,2..m. 
e 


Esta propiedad admite una recíproca, que se desprende del teorema que sigue: 


Teorema X.3.2 


Sea I un intervalo de R y 


B:1> BE), t> (é0),.... 8,(0) 


una base móvil derivable en 1. 
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Para que esta base sea ortonormal, es necesario y suficiente que 


a) exista un valor ty el, tal que la base f(tp) = (ésto), ..., 2, (tp) sea 
ortonormal,. 

b) para todo tel, la matriz W(t) = (00) <ienejen definida por 
Y 007, 


j=1 


Q) 


sea antisimétrica. 


Demostración. Según lo que antecede, la condición enunciada es necesaria. 
Nos bastará demostrar que es suficiente. Para ello, designemos por « = (CAS! 
una base fija cualquiera de E, y, para cada 1 €/, designemos por B(t) = (0) 
la matriz de paso de la base « a la base f(1), definida por 


A 


200= Y b40%, (=1,2 
ja 


Según la definición de los «»,, se tiene 


E 
=$ y Ojo b,(0 EAN 
j=L K=1 


de donde 
E % Z (0 bi 0, 


o sea, bajo forma matricial 


0) E = BW) WO. 
Designemos aquí (excepcionalmente, y para evitar confusiones) por *M la tras- 
puesta de una matriz M. Se tiene, según (3) 


dam BN << E 
502) = (5) = W0'B0. 
de donde, al ser la matriz W(t) antisimétrica (o sea, al verificar "W(t) + W(t) =0), 


d 


B(1) + HBO = = BO) W(D)"B(0) + B(0) W() *B(0) 


= BO) [W() + W(9]"B() =0. 
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En otros términos, se tiene: 


60 *B(1)) = 0, de donde B(1)*B(1) = Cte. 


Ahora bien, según la hipótesis a), la matriz B(t/p) es ortogonal y por lo tanto 
verifica B(t,)"B(t,) = [,, donde /, designa la matriz unidad de E,. Se tiene por 
lo tanto 

(Mel BOB) = l,, 


lo cual demuestra que la base (4,(1), ..., é,(1)) es ortonormal para todo 1 € 1.] 


Funciones ligadas a un sistema de referencia móvil indeformable 


Designemos por p:1> (4;%,,...,é,) un sistema de referencia móvil inde- 
formable cualquiera definido en el intervalo /. Daremos la definición siguiente (*): 


Definición X.3.1 


Es 
. Se dice que una función vectorial V : I> E,, está ligada al sistema de 
referencia p cuando es de la forma 


> Vo = Y 440 
i=1 


donde las 7, designan constantes. 
Se tiene entonces (si el sistema de referencia p es derivable) 


Po. de a 
a Lg" ADO) =D, Y 40, 
i=1 i=1 i= 
o sea E 
Pu rm. 
(4) Gr = PO) 


designando siempre por D, el endomorfismo asociado a p y definido por (1). 


() Esta definición puede extenderse a los sistemas de referencia móviles cualesquiera con k pará- 
metros, no necesariamente indeformables. 
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Veremos que esta fórmula tiene una importancia particular en dimensión 3. 


Definición intrínseca del operador D, 


Manteniendo las mismas notaciones, designemos por yr la biyección afín de $, que lleva 
p(1) a p(u) (véase $ 1) y por Ún su parte lineal (que es un elemento de Z(E,)). Al ser fijo el 
punto + € /, todo vector de E, puede escribirse de manera única en la forma 


siendo Ay, ..., An constantes. Se tiene, evidentemente 
> > e 
Y,LW)= Y ed, 
ia 


de donde (si el sistema de referencia p es derivable) 


A + . + 
(5) 7 = AG E ADAC): 
y, para u=f, 
. 
(6) E 7, 17)| DP. 


Al ser el vector We E, arbitrario, la relación (5) permite demostrar que la aplicación 
1>2L(E), u> 


es derivable; la relación (6) demuestra que la derivada en el punto u = f está definida por 
ds 
(0) 7u e) . =D, 


La relación (7) muestra que el operador D, depende solamente del punto r y de la familia (Y...) 
de las biyecciones afines asociadas al sistema de referencia móvil e; ésta podría servir para dar 
una definición intrínseca de este operador. 


Determinación de un sistema de referencia móvil dando el campo de sus velocidades 


Aplicando el teorema general de existencia y de unicidad de las soluciones de 
un sistema diferencial lineal (tomo 4 p. 12), se obtiene inmediatamente: 
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Teorema X.3.3 


Sea (E; 01) (ij = 1,2, ....n) un sistema de n + n? funciones numéricas 
continuas en un intervalo 1 de R y sea R, un sistema de referencia 
fijo cualquiera de €. 

Para cada t, el, existe entonces un sistema de referencia móvil único 


tal que p(t)) = R, y que verifica, para todo t € 1, las relaciones 


dA n ra ” 
o L= T5080; SO E 
co A dad 


Además, si las funciones dadas (E;, w,;) son de clase C”, entonces el sistema 
de referencia p es de clase C?+. 


Demostración. Designemos por x;(1) las coordenadas del punto A(t) en el 
sistema de referencia dado Z, y por by(1) (¡= 1,2, ...,1m) las componentes del 
vector 2,(1) en este sistema de referencia (i= 1,2, ..., 1). El sistema diferencial (8) 
equivale entonces al sistema diferencial numérico que sigue (formado por n + mn 
ecuaciones con n + n? incógnitas x;, b;;) 

dx; db; E E 
(9) a 2 Es Diz; ar di 2 W0u6Dby (ij=1,2,...,). 

Es un sistema diferencial lineal con coeficientes continuos en /. Admite pues 
una solución única, definida, en / y tomando un sistema de valores dados en 
el punto y, de donde el primer aserto (de acuerdo con el sistema de referencia ele- 
gido, estos valores iniciales son aquí x;(o) = 0 y by(to) = O, donde ó,, designa 
el símbolo de Kronecker). 

Para ver que esta solución define bien una referencia, se pone A(t) = det ([b;,(0)]) 
y se ve, como en el estudio hecho en el tomo 4, p. 46 que 


E a E 040) AD 


7 


y como las condiciones iniciales implican A(t.) +0, se deduce que A(t) no se anula 
nunca, puesto que 


A(t) = Alto) esp | ( 040) dr. 


Si las funciones É, y «,, son de clase C”, el segundo aserto resulta de la propo- 
sición 1.2.1 del tomo 4, de donde el resultado.] 


LELONG 11-21 
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Observación importante. Si el sistema de referencia %Z, es ortonormal y si, para 
todo 1 € 1, la matriz w,,(1) es antisimétrica, el sistema de referencia móvil obtenido p 
es ortonormal y de la misma orientación que %, (véase teoremas X.2.1 y X.3.2). 

Cuando el sistema de referencia móvil p es indeformable, la matriz (w,,(1)) de- 
finida por (9) recibe el nombre de matriz de rotación en el instante 1 del sistema 
de referencia móvil p. 

Vamos a estudiar ahora el caso (el más importante para las aplicaciones) en 
que n =3.En este caso, tendremos una interpretación cinemática de la matriz 
(cw,(1)); dar las funciones (£,; «;¿) equivaldrá a dar el campo de velocidades de p, 
en cada instante 1, respecto al sistema de referencia p(t). 


$ X.4 SISTEMAS DE REFERENCIA MÓVILES INDEFORMABLES 
EN DIMENSIÓN 2 Ó 3 


Empezaremos con el estudio de los sistemas de referencia móviles de 6; el 
caso (fácil) de los sistemas de referencia móviles de 6, se estudiará al final del $. 


Rotación instantánea de un sistema de referencia móvil indeformable de $, 


Sea p:I>683 Xx 2(Es), > (A(0;8,(0, 2,(0), é,(1)) un sistema de referencia 
móvil (con un parámetro) de £, definido y derivable en un intervalo / de R 
y, para cada 1 € /, sea D, el endomorfismo de E, definido por 


dé, 
(Mm DEL) = q (i= 1,2, 3). 


Sabemos que el sistema de referencia móvil p es indeformable si, para todo 1€1, 
el endomorfismo D, es antisimétrico. Ahora bien, los endomorfismos antisimétricos 
de E, (supuesto orientado) son de la forma X= Ka X. donde E: designa un vec- 
tor fijado de Es. 

Si el sistema de referencia móvil p es indeformable, existe una función vectorial 


> 


D:I> Es, > 20 


que verifica, para todo 1 € /, las relaciones 


sr 
0) —= QU) ek (¡=1,2,3) 


di 


_, Al ser independientes los vectores 8,(0), 2,(0), éx(0). se observará que el vector 
Q(t) queda totalmente definido por las relaciones (2). Daremos la siguiente 
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Definición X.4.1 


Si p=(4;É,, é,, é,) es un sistema de referencia móvil indeformable del 

espacio afín euclideo orientado 6, el vector Q(t) definido por (2) se deno- 

mina rotación instantánea de este sistema de referencia para el valor t 
+ del parámetro (o en el instante t). 


Entiéndase bien que la función 2 depende solamente de la base móvil (2), 2, 24) 
y no del origen A del sistema de referencia móvil. Por otra parte, queda cambiada 
por su opuesta al cambiar la orientación de €y. 
e En lo que sigue, supondremos fija la orientación de $. 


Caso de un sistema de referencia ortonormal 


Sea p = (4; 2, €, 24) un sistema de referencia móvil ortonormal de 6, (y, por 
lo tanto, indeformable). Cambiando si es preciso la función 2, por su opuesta, po- 
demos suponer siempre que este sistema de referencia móvil es directo (véase p. 621). 
Si se designan por (p(t), q(t), r(()) las componentes del vector 2) en la base 
(é,(0)1<i<s» se tiene, al aplicar (2), 


3) 
de donde 
r= .2 A 


Las relaciones (4) permiten determinar las funciones p, q, r por derivación de las 
funciones ¿;, da, 23. 


Observación. Se hubiesen podido definir a priori tres funciones p, q, r mediante 
las relaciones (4) y comprobar seguidamente que la función 


= > > > 
Q = pe, + qe, + rez 


satisfacía (2). Es un procedimiento elemental para demostrar la existencia de la 
función (2. 
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Ejemplos: Sistemas de referencia de Frenet y de Darboux 


La introducción del vector rotación nos permitirá dar una interpretación sen- 
cilla de las fórmulas de Frenet (p. 403) y de Darboux (p. 556). 


a) Sea y un arco orientado de clase D? de €,, regular y sin puntos de inflexión, 
definido por una parametrización normal 
I+>G6, s+M(s) 
y sea 
Fis > (MIOS, KO) (sel 
la función referencia de Frenet asociada a esta parametrización (ver p. 401). Es 


un sistema de referencia móvil de clase C* en /, que verifica las fórmulas de 
Frenet dM/ds =7 y 


di > de > A > 
an Ps SO, 0%, 


donde p y 0 designan las funciones curvatura y torsión de y. 


Por comparación con (3) se ve que la rotación instantánea de este sistema de 
referencia móvil es la función 


I>E,, s+2 ls) = — Ms) Ys) + p(s) ON 
o sea 


(5) E 


b) Sea X una hoja geométrica de clase C? de £,y sea 2 un arco regular de 
clase C? trazado sobre 2, definido por una parametrización normal 


I>8, s + P(s). 


A este arco va ligado un sistema de referencia móvil, denominado sistema de 
Darboux (véase p. 555), sea éste 


s + (P(5):%), 49.5) (sel) 


que verifica las relaciones 
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> > 
di > dy > dh E: 
=P o, > — pt 04h, q — nt + 0,9; 
Pr> Ps Y 0, designan respectivamente la curvatura normal, la curvatura geodésica 
y la torsión geodésica de y. Por comparación con (3) se ve que la rotación instan- 
tánea de este sistema de referencia móvil viene dada por 


> > > 
(6) Q(s) = — 0,1 —P.9+ pyh 


>» 

Designemos por (PT, y, 1 el sistema de referencia de Frenet de este mismo arco. y por p, Ú 
las funciones curvatura y torsión asociadas a la parametrización considerada. Introduciendo una 
función continua « tal que A = Ycos a + ¿sen a (igual por lo tanto a una determinación con- 
tinua del ángulo orientado (v, 7) y suponiendo a y de clase D*, hemos establecido (p. 560) las 
relaciones: 


Pn=PC0S%, P¿=PSena, 0,=0- 3: 


Se deduce de ahí que la rotación del sistema de referencia de Darboux verifica 


O sea, 


o) Br, 


designando por 7 la rotación instantánea del sistema de referencia de Frenet de y. 

Se podría establecer directamente la fórmula (7) mediante aplicación de la teoría de compo- 
sición de movimientos ($ XI1.10) observando que el movimiento relativo del sistema de referencia 
de Darboux respecto al sistema de referencia de Frenet es una rotación de velocidad angular da/ds 
alrededor del eje (P,7) (ligado a F). 


Funciones ligadas a un sistema de referencia indeformable 


Volvamos al caso general de un sistema de referencia móvil derivable e inde- 
formable p = (4; E, Es, ds) de $, definido en un intervalo / de R, y sea 0 su 
rotación instantánea. 

Por definición, una función vectorial ligada a p es una función de la forma 


Vil > Ey, to XAO + X 240 + X3 240, 


donde X,, X,, X, designan constantes arbitrarias (véase p. 627). Una tal función 
es derivable en 1 y verifica 
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PV dal. > > TU 
q” X= Y XQ » el) = 20) » VO). 
21 toa 
o sea, abreviadamente: 
(8) añ = 2 A v. 


Del mismo modo, una aplicación de J en €, se dirá ligada a p si es de la forma 
” 
to MO =A4(0+ Y x él, 
i=1 


donde x,, Xy, xy designan constantes arbitrarias. En el lenguaje de la Cinemática, 
una tal función se dice que es un movimiento puntual ligado a p. Una tal función 
es derivable en / y verifica, para todo 1€f: 


M == 
em = da + 2 A AMÓ. 
dí dí 
Para conocer las derivadas en el punto f de todas las funciones de esta forma, 
basta por lo tanto conocer los vectores dA/dr y (2(1). En general estos vectores se 
definen mediante sus componentes en la base (éL0)1<i<s, Y Se pone 


dA 
(9) IN RD = pe, + 90, + 105. 


Determinación de un sistema de referencia móvil ortonormal de 6, dando las fun- 
ciones E, y, E, P, 9, 7 


Particularizando el teorema X.3.3, se obtiene (teniendo en cuenta el teorema 
X.3.2): 


Teorema X.4.1. 


Sea (E, 7, £, p, q, r) un sistema de seis funciones numéricas continuas en 
un intervalo I de R y sea R, un sistema de referencia ortonormal directo 
de €E,. Para cada ty € l, existe un sistema de referencia móvil único p = (4; 
3,,8,, 8,)de Ey, de clase C! en I, que verifica plto) = Roy 
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dA 
(Vel) a % + 1áé, + [és, 


d 
de, é. dé. 
ar = 1% ds ar =P a, a = Rs pea: 


además, este sistema de referencia es ortonormal y directo. 


Esto resulta inmediatamente del teorema X.3.3 y del hecho de que la matriz 
W(t) viene dada aquí por 


0 10 q) 
Wo=| roy 0. —p0) 
-q0 pm 0 


que es pues antisimétrica.] 

La determinación de un arco de $, por medio de sus ecuaciones intrínsecas es 
un caso particular de este resultado general (véase p. 420). Corresponde al caso 
en que se tiene ¿=1, 9 =f=0, p=—0, q =0, r= p (designando por p y 0 
las funciones curvatura y torsión y siendo la variable un parámetro normal). 


Sistemas de referencia móviles ortonormales de 6, 


En el plano orientado 6,, elijamos un sistema de referencia ortonormal directo 
(fijo) (O; £, 7). Dar una función vectorial 


I>E,, t+%0) 


de norma constante y de clase C” en el intervalo / equivale a dar una función nu- 
mérica 0, de clase C” en 1, que verifica 


(Vel) 21) = ríicos 0(0) + J sen0(0) . 


Esta función O es una determinación continua del ángulo orientado E An). 

E Se ve entonces que dar un sistema de referencia móvil ortonormal directo (A; 
€,, €) de 6, equivale a dar una función A : 1 > 6,, 1+> A(t) (que define el origen 
del sistema de referencia) y una función numérica 0 : I=> R, que verifica 


(10) A = 1c0s 0 + send, e = —7seng + J cos 0. 


El sistema de referencia es de clase C” si, y solamente si, las funciones A y 0 
son de clase C”. 
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Por derivación de (10) se obtiene: 


dé, de, de, de 
erro Paid > tt 


0) de — di dí di 


Para interpretar las relaciones (11), identifiquemos $, con un plano afín 2 del 
espacio orientado 6, y tomemos un vector unitario K ortogonal a P, tal que el 
sistema de referencia (O; í, J, k sea directo. Poniendo 

20 =00k, 


las relaciones (11) equivalen a 


El vector 0) es la rotación instantánea del sistema de referencia móvil 
ortonormal directo (O-; e, €, 15) de 6, (véase la figura 1). 


edo) 


¿(0 


0) 
Figura 1. 


El caso de un sistema de referencia móvil ortonormal de 6, se reduce pues al 
de un sistema de referencia ortonormal móvil de 6, lo cual permite darle un signi- 
ficado cinemático. 
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$ X.5 SISTEMAS DE REFERENCIA MÓVILES INDEFORMABLES 
CON k PARÁMETROS DE €,. EJEMPLOS 


Teniendo que ocuparnos solamente de aplicaciones cinemáticas, nos limitaremos 
al estudio de sistemas de referencia móviles con k parámetros de 63. 

Supondremos el espacio 6 orientado. 

Sea A un dominio de R* (k > 2) y 


pd > 8 x B(Es), u + (A(u): 2,(u), é,(u), é3(u)) 


un sistema de referencia móvil indeformable y diferenciable definido en 4. 
Designemos por (44, ..., uz) las coordenadas de un punto cualquiera ue 4 y 
por 0f/0u, la derivada parcial A-ésima de una función cualquiera f diferenciable 
en 4. 
Para cada ¿=1,2,...,k y cadaueA definimos un endomorfismo Dj,, de Ey 
por las condiciones 


de, 
Dale (0) = 5 (0 ((=1,2,3); 


del hecho de ser el sistema de referencia p indeformable se deduce que este en- 
domorfismo es antisimétrico; los cálculos son los mismos que en el $ X.3. Existe 
pues un vector 2,(u) que verifica 


de, > da 
(1) a e) = Qu) a e (i= 1,2, 3). 
a 


Este vector Zu) recibe el nombre de rotación (instantánea) virtual del sistema 
de referencia p en el punto u, respecto a la variable u,; diremos también que es la 
/-ésima rotación instantánea parcial. 

En lenguaje intuitivo (pero eficaz): el vector Zu) es la rotación instantánea del 
sistema de referencia móvil con un parámetro obtenido al hacer variar solamente u 
(permaneciendo fijas las restantes coordenadas de u) . Esta interpretación permite 
muchas veces determinar sin cálculo los vectores £2,(u) (2 = 1,2, ..., k) apoyándose 
en el principio siguiente, que se desprende del estudio hecho en el $ anterior. 


Si, para todo real au suficientemente próximo a 0, el desplazamiento que lleva el 
sistema de referencia plu;, ..., uy) al sistema de referencia pl, ... Un + %-...> Ur) 
es una rotación de ángulo « alrededor de un eje d, entonces la A-ésima rotación 
instantánea parcial 2,(W), del sistema de referencia P en el punto u = (U,.. . Uy) 
es el vector director unitario del eje Z. 


(Utilizamos aquí el convenio establecido en la página 617.) 
Este caso se presenta con frecuencia en la práctica. 
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Entiéndase bien que antes de aplicar este principio es preciso a veces tomar 
un sistema de referencia móvil pp = (O; É,(u), ..., 2,(u)) de origen O fijo, que de- 
fine la misma base móvil (é,). Sabemos, en efecto, que los sistemas de referencia 
P y Pp admiten las mismas rotaciones parciales instantáneas. 


Observación. Sea 
3 
V:iad> E, uo Y X, eu) 
j=1 


i 
(donde X,, Xa, X¿ designan constantes) una función vectorial ligada al sistema de 
referencia móvil p. Esta función es diferenciable y sus derivadas parciales vienen 
dadas por 


Za > 


V ES de; a > > 
e = >> Xx; oa (y) = 2 X,Qu(u) A eu)» 
O sea 

500 To a Y. 


Su diferencial en el punto u viene definida por 
k VÁ k 
d7= Y EL) du,= Y Bu) du, a Vw) 
a=1 0%, 4=1 
k 
El símbolo Y Zu) du, (que representa una forma diferencial con valores en E,) 


4=1 
recibirá el nombre de rotación infinitesimal del sistema de referencia móvil p. 
El ejemplo que sigue es fundamental. 


Sistema de referencia definido por ángulos de Euler 


Supongamos dado un sistema de referencia ortonormal directo 2 = (0 ; A %) 
de 6,. A cada punto (y, 0, p) de R* asociamos los vectores u, 0, w, 1, E (que 
dependen de este punto) definidos por (véase la figura 2): 

ú= Tcos y +7 seny, D=- Tseny +jcosy, 
K= X cos 0 - Used, W=XKa Z, 
T= úcos y + Wsenú, J== di seny + ¿cos Y. 


Entonces el sistema de referencia p,(y) = (O ; A » X) es el que se deduce de y 
por la rotación de ángulo y alrededor del eje (O, Ly; el sistema de referencia 
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Az 


< 


A 2 


yA E 
i N 
Figura 2. 


py, 0) =(0; A K) se deduce de p(y) por la rotación de ángulo 0 alrededor 
del eje (O, %), y el sistema de referencia p(y, 0, y) =(01,4, K) se deduce de 
paty. 0) por la rotación de ángulo y alrededor del eje (O, K'); todos estos sistemas 
de referencia son ortonormales y directos. 

Recordemos que el sistema de referencia p(y, 0, y) se dice que admite los nú- 
meros +, 0, y como ángulos de Euler (véase tomo 1, p. 339-340) y observemos que 
un sistema de referencia ortonormal dado admite (respecto a 2) una infinidad de 
sistemas de ángulos de Euler. 

La aplicación R?> 6, x 2(Es), (y, 0, p)+> p(y, 0, y) define un sistema de refe- 
rencia móvil con tres parámetros de 6¿. Vamos a calcular sus rotaciones virtuales 
por aplicación de los principios anteriores: 


a) Si (permaneciendo fijos O y q), y aumenta en Ay, el sistema de referencia 
p(y, 0, p) sufre una rotación de ángulo Av alrededor del eje (O, k); su primera 
rotación parcial es pues el vector Q, =Kk. 

b) Si (permaneciendo y y y fijos), O aumenta en A6, el sistema de referencia 
p(y, 0, y) sufre una rotación de ángulo A9 alrededor del eje (O, 1%); su segunda 
rotación parcial es pues el vector (2, = u. 

e) Si (permaneciendo fijos y y 0), y aumenta en Ap, el sistema de referencia 
p(w, 0, p) sufre una rotación de ángulo Ap alrededor del eje (O, K); su tercera 
rotación parcial es pues el vector (23 = 

Resumiremos estos resultados diciendo que /a rotación infinitesimal del sistema 
de referencia móvil p en el punto (y, 0, p) es 


k dy + úd0 + Kdp . 


Se ve inmediatamente que la rotación infinitesimal del sistema de referencia 
pi) es Edy y que la rotación infinitesimal del sistema de referencia pa(y, 0) es 
la dy +20. 
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Observación. Para todo real r, el número M de 6, definido por OM = rK 
es el punto de coordenadas esféricas (r, y, 0) en el sistema de referencia dado %. 
Si se considera este punto como una función de las tres variables reales r, y, 0, 
se tiene 


oM oM 
+“ 
Mm _,R 
70" 


de donde SN z pe 
dM = Kdr — rudy — rwd0. 


Si se suponen dadas tres funciones derivables t+>r(8), t+>y(0), t+>0(t) defi- 
nidas en un mismo intervalo / de R, la función compuesta 


15 P(0 = M(0, 40, 00), 
verifica 


ERE 


de da "ar de 


Obtenemos así la velocidad de un movimiento puntual definido en coordenadas 
esféricas. El cálculo de la aceleración d?P/d1? se hará en el $ XL.3. 


$ X.6 VUELTA A LOS SISTEMAS DE REFERENCIA MÓVILES 
CON UN PARÁMETRO DE 6,. PRINCIPIO DE ADICIÓN 
DE LOS VECTORES ROTACIONES 


Se suele definir un sistema de referencia móvil con un parámetro de €, dando, 
para cada valor de la variable f, un sistema (u,(t), .... u(t)) de parámetros que 
definen la posición de este sistema de referencia en el instante 1. En este caso, la 
rotación instantánea del sistema de referencia móvil se obtiene fácilmente aplicando 
la proposición que sigue: 


Teorema X.6.1 
(Principio de adición de los vectores rotaciones.) 


Sea Á un dominio de R* (k >2) y p:4 > € Xx 2(Ej) un sistema de 
referencia móvil diferenciable e indeformable de €. 
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Sea por otra parte 


ul 4, 1 (uló.ul0) .... 40) 


una función derivable, definida en un intervalo 1 de R y con valores 
en A. Entonces el sistema de referencia móvil (con un parámetro) t+> p(u(t) 
(1 e I) es indeformable y su rotación instantánea en el instante t es el vector 


> E > 
0) a) = Y Quo) uso) 
4=1 


donde 2). ió A) designan las rotaciones parciales del sistema de 
referencia dado en el punto u. 


Demostración. Pongamos p(u) =(A(u); é,(u), 2,(u), é,(u)) y para todo te 1 sea 
81) = é(u(0) (¡= 1,2, 3). Al ser el sistema de referencia móvil dado p indefor- 
mable, resulta evidente en primer lugar que el sistema de referencia móvil 


o tea (A(UI);: E0, 80, é,(0) 


es indeformable. Según el teorema de derivación de funciones compuestas se tiene, 
por otra parte, para ¡= 1,2, 3, 


e, 


TA 


de, La du, 
de X (us) TE 


o sea (según la definición de rotaciones parciales) 


> > 


de ' 
a 2 LU) a edu) uo . 


El vector (1) definido por (1) verifica, pues, 


A 
a = 0» kt) (i= 1,2, 3); 


es por lo tanto la rotación instantánea, en el instante £, del sistema de referencia 
móvil o : 1+> p(u(t)).1 


En lenguaje intuitivo, se obtiene la rotación instantánea del sistema de referencia 
móvil o haciendo variar sucesivamente cada uno de los parámetros Uy, Uy, ..., Uy Y 
sumando las rotaciones virtuales 20) u (0) (A =1,2, ..., k) que corresponden a 
estos movimientos. 
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Ejemplo fundamental 


Supongamos dadas tres funciones numéricas 4,0, derivables en un inter- 
valo 7 de R y para cada te! sea 0(1) = (O; 1(0), ON K(0)el sistema de referencia 
ortonormal directo de origen O que admite a los números y(t), 0(t), p(1) como 
ángulos de Euler respecto a un sistema de referencia dado 2 = (O; E L k) (véase 
$ 5). Con las notaciones utilizadas en la página 638, se ve inmediatamente que la 
rotación instantánea de este sistema de referencia en el instante 1 es el vector 


m0) = yk +0%+ p'K 
=0%+ W'sen0b + (y' cos 0 + p)K 
= (0'cosp + y sen O senp) T + (y' sen O cos p — 0'sen p) Y 
+ (y'cos 0 + PK. 


Se obtienen así las componentes p, q, r de la rotación instantánea en el sistema 
de referencia móvil, o sea 


p=y'sen0cosp + 0'cosp, q=y'senOcosp — 0'seng, 
r=ycos0+qQ'. 


Se deducirán fácilmente las componentes de la rotación instantánea en el sis- 
tema de referencia fijo (O; i, j, k), que son 


Pi = p'senOseny + 0'cosy, q, =p senOcosy — O'sengp, 
r,=0q,cos0 +4". 


Estas fórmulas son muy importantes para la dinámica de los sólidos. 


Capítulo XI 


Cinemática del punto 


$ XL1 INTRODUCCIÓN 


La Cinemática tiene por objeto el estudio de los campos de vectores constituidos 
por las velocidades y las aceleraciones de los puntos de un sistema material en 
movimiento. 

Empezaremos por el caso en que el sistema material es asimilable a un punto 
(cinemática del punto). En este caso, la Cinemáticano hace sino traducir, en un 
lenguaje adaptado a las realidades físicas, ciertas propiedades de las funciones 
derivables, definidas sobre un intervalo de R, con valores en un espacio afín euclí- 
deo de dimensión 3. Este espacio se designará por 6, y el espacio vectorial euclídeo 
asociado será designado por Ej. 

Emprenderemos seguidamente la cinemática del sólido con el estudio de la 
teoría del sistema de referencia móvil. En efecto, para definir en cada instante la 
posición de un sólido en movimiento, nos vemos obligados a adjuntarle un sistema 
de referencia móvil. 

No hablaremos aquí de las dificultades suscitadas por los conceptos de espacio 
y de tiempo y nos limitaremos a un modelo simplificado: el espacio será un espacio 
afín euclídeo de dimensión 3, el tiempo será una variable real y las funciones con- 
sideradas se supondrán suficientemente regulares. Sin embargo, la presentación 
axiomática de este modelo no ha de ser causa de que nos olvidemos de las reali- 
dades físicas que le han servido de base (*). 

(Y) De hecho, la Mecánica relativista lleva a la consideración de movimientos puntuales con valores 


en el espacio-tiempo que no es un espacio afín euclídeo. Nos hemos limitado voluntariamente al cuadro 
elemental de la Cinemática denominada «clásica». 
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El capítulo presente, consagrado a la cinemática del punto, consistirá pues en 
esencia en interpretar resultados conocidos (véase cap. VI y también tomo 2,cap. IV) 
en el lenguaje utilizado en Mecánica. 


Definición XI.1.1 


j Un movimiento puntual en el espacio afín euclídeo €, es una aplicación 
continua f: 1> 8,, t+> M =f(t), donde 1 designa un intervalo de R. 


Por abuso de lenguaje se suele hablar de «movimiento de un punto móvil» en 
lugar de «movimiento puntual». Entiéndase bien, que la palabra «punto» no de- 
signa entonces un punto de 6, (ya que entonces este «punto» sería fijo). Lo que es 
un elemento de 6,, es el valor M = f(1) de la función f en un instante dado 1. El 
punto M = f(t) se dice que es la posición del móvil en el instante t. 

Se puede, sin embargo, considerar los diversos puntos f(1) (cuando 1 recorre 1) 
como posiciones sucesivas de una «partícula» en movimiento. 

En el estudio que sigue nos limitaremos a considerar movimientos puntuales 
definidos por aplicaciones de clase C?. Pero hay que tener en cuenta que en Física, 
ciertos problemas llevan a funciones f que son solamente de clase C! a trozos (por 
ejemplo, en los problemas de choques). En la práctica se presentan también con 
frecuencia movimientos que solamente son de clase C? a trozos (caso de disconti- 
nuidades en las aceleraciones, debidas a la intervención brusca de nuevas fuerzas).) 

Veamos la terminología en uso: 


— la variable 1 e / se denomina tiempo; 

— la imagen de / por f se denomina trayectoria del movimiento; 

— para todo 1 €l, el vector VW = df/dt recibe el nombre de velocidad en el 
instante t (del movimiento puntual considerado); el número v(t) = ZO) Il 
se denomina velocidad numérica en el instante t; 

— para todo t€/, el vector T'(1)= d?f/d1? recibe el nombre de aceleración en 
el instante t (del movimiento puntual considerado). 


Finalmente, si la masa de la «partícula en movimiento» M es igual a m, el 
número 


T= 3 mxo) = 5 IO 1, 


recibe el nombre de energía cinética de M en el instante ?. En cuestiones teóricas 
la masa m de M se supondrá igual a 1. 
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Movimientos de trayectoria notable 


Se dice que un movimiento es rectilíneo si su trayectoria está contenida en una 
recta, que es circular si su trayectoria está contenida en una circunferencia, y final- 
mente que es plano si su trayectoria está contenida en un plano; por ejemplo todo 
movimiento circular es plano. 


Movimiento acelerado, movimiento retardado, movimiento uniforme 


Sea v : t+> v(t) la velocidad numérica de un movimiento puntual definido por 
f:I>6, y sea VO la velocidad en el instante /. De las hipótesis hechas se des- 
prende que la función » es de clase C!, 

Se dice que el movimiento es: 


— retardado (o frenado) en el instante ty si Vito) A0 y = (tp) <0; 


— acelerado en el instante £y si Vito) 0 y S (1) > 0; 


— retardado si es retardado en cada instante; 
— acelerado si es acelerado en cada instante. 


Finalmente, se dice que el movimiento es uniforme si su velocidad numérica 


v(t) es constante. 
En los casos corrientes se podrá subdividir el intervalo / con ayuda de una 
sucesión (1,) estrictamente creciente, finita o no, tal que 


a) en cada intervalo [f;, f:+1) f defina un movimiento acelerado o un mo- 
vimiento retardado; 
b) tenga 


1=Ulte tara]. 
k 


Ley horaria (o: ley del tiempo) 


Supongamos dado un arco geométrico orientado y de clase C? y sea g : J> 6, 
u+ g(u) una parametrización admisible de y. A toda función numérica 0 : [>J, 
de clase C? en un intervalo 7 de R, podemos asociar el movimiento puntual f:1> E 
definido por f(t) = g(0(1)). La trayectoria de este movimiento está contenida en el 
soporte Y de y y al dar la función 0 queda precisada la manera en que la partícula 
considerada se desplaza en y. 
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Si la parametrización g es normal, la función 0 se dice que es una ley horaria del 
movimiento f; el número s= 0(t) recibe el nombre de abscisa curvilínea de la 
partícula móvil en el instante /. En este caso la velocidad en el instante t queda 
definida por 


Vo=10=40 =$ 


donde + designa el vector unitario tangente a y en el punto g(s) = f(1); la velo- 
cidad numérica es v = | ds/dt|. 

Se observará que el movimiento considerado es uniforme si, y solamente si, la 
ley horaria 1+>s5 = 0(t) es una función afín; cambiando si es preciso la orientación 
de y nos podremos entonces limitar al caso en que esta ley es de la forma s = vt-4-Cte, 
designando por v una constante positiva (igual a la velocidad numérica). 


A la inversa, supongamos dado un movimiento puntual f: /> 6, de clase 
C? y sea y el arco geométrico de clase C? definido por la parametrización f. Si la 
velocidad del movimiento f no se anula nunca, la aplicación 


1 
0:14 sx) -| If || de 
to 
(donde 1, designa un punto fijo cualquiera de /) define un parámetro normal 
en y; si g =fo07 designa la parametrización normal correspondiente, la fun- 
ción 0 es una ley horaria del movimiento (asociada a esta parametrización). Se 
observará que, en este caso, la función Ó es creciente. 


Resumiendo, cuando se da una parametrización normal g : J > 63, s+> g(s) de 
clase C? y una ley horaria 1 > J, t+> s(t) de clase C? queda definido un movimiento 
cuya trayectoria está contenida en el soporte del arco regular definido por la para- 
metrización g. 

A la inversa, todo movimiento puntual de clase C? cuya velocidad no se anula 
nunca puede ser definido de esta manera. 


Hodógrafa 


Sea f: I>€,, t+>M=f(t) un movimiento puntual y sea O un punto fijo 
cualquiera de 6. ¡Lots 

Para cada 1 el, sea P(t) el punto definido por OP =f'(t) = Vo. 

La aplicación 1+> P(£) define un arco geométrico 4” de clase C*. Por definición, 
este arco es denominado la hodógrafa, relativa al punto O,del movimiento puntual 
considerado. 
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Las hodógrafas, relativas a los distintos puntos de 6¿, de un mismo movimiento 

puntual, se deducen unas de otras mediante traslaciones. Salvo una traslación, 

se podrá hablar por lo tanto de la hodógrafa del movimiento. 

Ejemplos 


1. Para que un movimiento sea uniforme, es necesario y suficiente que su hodó- 
grafa se halle trazada sobre una esfera de radio no nulo. 


2. La hodógrafa de un movimiento rectilíneo es un segmento de recta. Para 


que un movimiento sea rectilíneo y uniforme, es necesario y suficiente que su hodó- 
grafa relativa a un punto O se reduzca a un punto distinto de O. 


Movimientos rectilíneos 
Por aplicación de la proposición V.8.1, se tiene inmediatamente: 
XI.1.1 Para que un movimiento puntual cuya velocidad no se anule nunca sea 


rectilíneo, es necesario y suficiente que en cada instante t, su vector velo- 
cidad V (1) y su vector aceleración T (1) sean colineales. 


Sea entonces f': I> 63, 1+> M(t) un movimiento puntual rectilíneo y sea D 
la recta que contiene a su trayectoria. Si O designa un punto fijo de D y 4 un vector 
unitario director de D, dar la función f equivale a dar la función numérica x : 1 >R 
tal que OMÍt) = x(t) d: el número x(t) es la abscisa del punto M(t) sobre el eje 
(O, ú); la función x es una ley horaria del movimiento. Se tiene aquí 


Vo =x0%, TiO=x0%, o=|x01. 


El movimiento es acelerado si x'(t) x"(1) > 0, es retardado si x(t) x"(1) < 0. 


Obseryación. Si en cada instante ?, el vector velocidad Vo) y el vector acele- 
ración To de un movimiento puntual son colineales, pero el vector 10) se anula 
para ciertos valores de f, entonces el movimiento no es necesariamente rectilíneo; 
su trayectoria puede ser una línea poligonal. 
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$ XL2 DETERMINACIÓN DE UN MOVIMIENTO PUNTUAL 


Según el teorema fundamental de la Dinámica, el movimiento de una partícula 
de masa m verifica la relación 


F=52T, 


donde T designa la aceleración de esta partícula en un instante cualquiera 1 y F 
la resultante de las fuerzas que actúan sobre esta partícula en el mismo instante. 

En los casos elementales se conoce una expresión de F, en función de t, de la 
posición M de la partícula en el instante 1 y de su velocidad Ven el mismo instante. 
El movimiento de la partícula considerada verifica entonces una ecuación diferen- 
cial de la forma 


el problema más corriente consiste en buscar el movimiento de la partícula M 
conociendo su posición M, y su velocidad Y, en un instante_d dado 1,. El instante 
ty es llamado instante inicial y se dice que la terna (to, Mo, VA) es un sistema de 
condiciones iniciales. 

La proposición siguiente, que se desprende del teorema de Cauchy-Lipschitz 
(véase tomo 4 p. 111) muestra que, en ciertas condiciones de regularidad, tal movi- 
miento existe y es único (pudiéndose suponer igual a 1 la masa m). 


Teorema XI.2.1 


Designemos (1) por U un abierto de €, Xx Ey, por 1 un intervalo de R, por 
F:IxU> E, una aplicación de clase C* (k > 1) y sea (to; (Mo, AY) 
un elemento de I x U. 

Existe entonces un subintervalo J de I que contiene a ty y una aplicación 
Ff:J>83, t+>M =f(t) de clase C**2 en J tal que 


a) f(to) = Mo, SF) =V, 
(Mes) (SOFW)EU y f0=FJO,S0). 


D) Si g es otra solución de la ecuación diferencial 


= Ft 9, 9') 


(1) Recordemos que E, designa el espacio vectorial asociado a 6%. 
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definida en un subintervalo K de J que contiene a t, y que verifica las 
mismas condiciones iniciales 
+ 
alt) = Mo, — gto) = Vo, 
entonces se tiene KS J y g es la restricción de f a K. 


Demostración. Identifiquemos $, con E, tomando un origen y consideremos 
el sistema diferencial vectorial 


== 
(2) x=y, y' = F(t,x, y) 

donde la incógnita (x, y) es una función con valores en 6 X Ey. Al ser la función F 
de clase (por lo menos) C*, la proposición 1.2.1 del tomo 4 prueba que es local- 
mente de Lipschitz respecto a la variable (x, y). El teorema de Cauchy-Lipschitz 
y la proposición 111.1.4 del tomo 4 aseguran entonces la existencia de una solución 
maximal única (x, y) de (2) definida en un subintervalo J de / que contiene a to 


y que verifica las condiciones iniciales: 
x(to) = Mo, Xx (to) = Vo. 


Según la proposición 1.2.1 del tomo 4,las funciones x, y son de clase C*+!; pero 
puesto que se tiene x” = y,resulta que x es de clase C**, 


La función f : 1+> x(t) posee entonces todas las propiedades anunciadas (véase 
tomo 4 p. 115). ] 


Cbservemos que el punto f, puede ser un extremo de 1. En el estudio físico del 
movimiento, el intervalo / es muchas veces de la forma [f¿, 1,[; al número 1, se le 
puede dar entonces, justificadamente, el nombre de «instante inicial». 

Con las hipótesis del teorema X1.2.1, el movimiento puntual definido por f 
recibe el nombre de movimiento puntual determinado (o definido) mediante la fun- 
ción F y las condiciones iniciales (ty, My, Vo). 

Este teorema constituye el principio fundamental de la dinámica del punto ma- 
terial. Si una partícula está sometida, a fuerzas que dependen solamente de su 
posición y de su velocidad en cada instante, su movimiento queda determinado 
cuando se da su posición y su velocidad en el instante inicial. 


Observación. Si en el teorema XI2.1, el intervalo J está acotado su longitud 
recibe el_ nombre de duración del movimiento definido por las condiciones iniciales 
(Lo, Mo, Vo). 
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Ejemplo 


Veremos más adelante ($ 5) que el movimiento de una partícula M sometida 
a una atracción (o repulsión) de un punto fijo O tiene lugar en un plano que pasa 
por O. Pongámonos en el caso en que esta atracción (o repulsión) sea proporcional 
a la distancia r = OM. El movimiento de M verifica entonces una ecuación dife- 
rencial de la forma 
0) EM kom. 

de 

donde k designa una constante positiva [resp. negativa] cuando se trata de una 
repulsión [resp. de una atracción] (k % 0). 

Designemos por 2 un plano que pase por O, que contenga a la trayectoria, 
y dotemos a este plano de un sistema de referencia afín (O; í, /) de origen O. Las 
coordenadas x, y de la partícula móvil en este sistema de referencia verifican el 
sistema diferencial 


(4) *=kx, y =ky 
cuya integración es inmediata. 


Dadas las condiciones iniciales (tp, Mo, Vo), distingamos dos casos: 


a) Si k>0, pongamos k = «*(w > 0); el movimiento puntual considerado 
viene entonces definido por: 


A A 
OM = OM, cosh (w(t — to) + y Sm (w(t = to) - 
Y 


Es rectilíneo si los vectores OM. Y, son colineales, de lo contrario su trayectoria 
es una rama de hipérbola de centro O. 

b) Si k<0, pongamos k = —u*(w > 0); el movimiento viene entonces de- 
finido por 


> 


Es al Vo 
OM = OM,cos (w(t — to) + y lol — to). 


7 > VE z . A 
Es rectilíneo si los vectores OMp, Y, son colineales, de lo contrario su trayectoria 
es una elipse de centro O. En los dos casos el movimiento es periódico, de período 


2x 
ar y la proyección de M sobre una recta cualquiera que pase por O tiene 


un movimiento oscilatorio. 
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Para precisar el movimiento, investiguemos si es acelerado o retardado. Poniendo 


m dM 
-[701= 


se tiene aquí 


La 22. A TA 


Se tiene pues v? = kr? + Cte, con r = OM. De ahí resulta, que 


e en el caso de una atracción (k < 0) el movimiento es acelerado cuando M 
se acerca a O y retardado en caso contrario; 

e en el caso de una repulsión (k > 0) el movimiento es acelerado cuando M 
se aleja de O y retardado en caso contrario. 


Integral primera de la energía cinética 


Consideremos una partícula M de masa unidad sometida a una fuerza F de 
la forma F = grad U, donde U designa una función numérica de clase C? en 
un abierto de £,. Se dice entonces que la fuerza F deriva de la función de fuerza 
U, o del potencial — U. El movimiento de esta partícula verifica la ecuación di- 
ferencial 


2 
(5) EL = grab U, 


de donde se deduce 


O sea 


21 vpn = 20 - vpo) 
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es constante (el número E(t) recibe el nombre de energía mecánica de la partícula 
en el instante 1). Si el movimiento verifica las condiciones iniciales (tp, My, Vo) y 
si se pone 0, =|| V, ||, se tiene 
v LAO La 

— U(M(D) =h, con h=30= UM). 
La relación (6) se dice que es la integral primera de la energía cinética, y es una 
ecuación diferencial de primer orden que no es equivalente a (5), pero que resulta 
muy útil para el estudio del movimiento. 

El ejemplo anterior corresponde al caso en que se tiene U(r) = kr. El caso de 
un movimiento newtoniano ($ 7) corresponde al caso de una función de fuerza 
de la forma U(r) = k/r (caso de un potencial denominado newtoniano). 


$ XL3 COMPONENTES DE LA VELOCIDAD Y DE LA ACELERACIÓN 


Supongamos dado en $, un movimiento puntual 


f:iI>8,, 1 M=f0. 
Vamos a determinar las componentes de la velocidad O) y de la aceleración TW) 
del movimiento en los sistemas de referencia más frecuentemente utilizados. 
Caso en que f(t) viene dada por sus coordenadas en un sistema de referencia afín 


Sean x(1), y(0), z(t) las coordenadas de f(1) en un sistema de referencia afín fijo 
(0; % Je k) de 6,. Según el teorema 1V.1.2 del tomo 2, se tiene inmediatamente 


Vo =x07+y07+ 0% 
To=x01+y0)+ 0% 


La energía cinética de la partícula en movimiento (supuesta de masa 1) viene 
entonces dada, en cada instante, por 


TW PAPES 
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Componentes de v y F en el sistema de referencia de Frenet 

Supongamos definido el movimiento mediante una parametrización normal de 
su trayectoria y, o sea s+>g(s), y una ley horaria 1+> s(t), lo cual es siempre po- 
sible si la velocidad 120) de este movimiento no se anula nunca (véase p. 646). Si 


se designa por 7= g'(s) el vector unitario tangente asociado a la parametriza- 
ción g, se tiene 


o sea 


0 


El número ds/d+ recibe el nombre de velocidad escalar del movimiento; la velocidad 
numérica es el número v = | ds/dz |. 

Si la trayectoria no presenta puntos de inflexión (lo cual se cumple si los vec- 
tores V(t) y I'(t) no son nunca colineales), el sistema de referencia de Serret-Frenet 
(asociado a la parametrización g) se halla definido por 
d? > 0 >>» 


a» =TAV 


(véase la p. 401). Por derivación de (1) se tiene inmediatamente: 


—> 2 > y? > 
To - Hi + (5) mOXON 


O sea 


designando por R= 1/p el radio de curvatura de la trayectoria en el punto g(s), 
con s = s(t). 

La fórmula (2) demuestra que la aceleración se halla en el plano vectorial oscu- 
lador a y y dirigido hacia la concavidad de la curva (véase p. 414). El número 
d?s/dr? recibe el nombre de aceleración tangencial; el número positivo v*/R es la 
aceleración normal. 


e Se observará que el movimiento es uniforme si, y solamente si, la aceleración 
tangencial es constantemente nula, es decir, si el vector aceleración I'(t) es, en cada 
instante, normal a la trayectoria. 
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Componentes en coordenadas semipolares 


Sea f: I> 6¿ un movimiento puntual definido en cada instante *, dando el 
sistema (r(£), ON z(1)) de coordenadas semipolares del punto M =f(t) en un sis- 
tema de referencia ortonormal fijo 2 =(0; a J DK) de 63; supongamos las fun- 
ciones r. 0, p de clase C?. El punto M = f(t) queda entonces definido por 


OM =rú0)+2k, 


poniendo, como de costumbre, 


10) =17Íc0s0 + Jsen0. 


Poniendo (0) =— 7sen 0 +7 c0s0, vamos a determinar las componentes del 
vector velocidad Va 1) y del vector aceleración [” To en el sistema de referencia orto- 
normal (u(0), 20), k). 


Se tiene, en primer lugar, 


Va) = qee =M0uU+ ro + 0É, 
después, derivando nuevamente, 


Tu) = MS e " DR OO 0 DU + 2 OR 


= (M0) 1000) % + (5000 +20 00) 7 +20 É. 


Se deducen de ahí las componentes buscadas: 


Vo 051052) 
TO (1 107,10" +21 0',2") 


siendo las derivadas respecto al tiempo t. 


La energía cinética de la partícula M (supuesta de masa 1) es igual a 


=31 ViP=r+107+2? 
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Componentes en coordenadas esféricas 


Sea f : > £¿ un movimiento puntual definido en cada instante £ mediante un 
sistema (r(£), a, y(0)) de coordenadas esféricas del punto M =f(t) en un sistema 
de referencia ortonormal 2 = (O; FA 7 % de 6,, y supongamos las funciones r, 0, 
y de clase C?. 

Consideremos entonces el sistema de referencia móvil p(O; E Z 1) que tiene 
como ángulos de Euler, en cada instante t, los números y(£), 0(t), O. Si se orienta 
£6¿ de modo que el sistema de referencia dado Z sea directo, el sistema de refe- 
rencia p(t) se deduce de 2 por la rotación de ángulo y(0) al alrededor del eje (O, K) 
seguida de la rotación de ángulo 0(t) alrededor del eje (O, TO) (véase el convenio 
de la página 617), con 


> 


lo) = Feos p(1) + Jseny(o) 
(véase la figura 1). La rotación instantánea de este sistema de referencia móvil 
queda definida por: 
o- yk +0T=0T+ ysnoT+ y" cos OK 
ir 


(véase $ X.6 teniendo en cuenta el cambio de notaciones); la relación OM = rK 
permite determinar las componentes de los vectores 


2 
Pin - MM Tío - EM 
o= y To 


en el sistema de referencia móvil p(t). Se tiene en efecto (véase $ X.4): 


> 
S- DAT= y cos OY — y'sen0 K 
> 
E - DAT=-—yY'cos0T4+0'K 
2-4 ARK= y sen0T — 07, 
de donde 
M_, dK 
V= E, = rR+ ra 


O sea 
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(3) Y= my" senól — 0T+rR EN 


la energía cinética es: 


T=3V ? =42 41207 +1? p? sen 0) 


=> 
2 Por derivación de (3) se obtienen las componentés del vector Ten la base (7, 
J, XK), O sea, una vez hechos los cálculos, 


palo 
r send de 


1d 


(y! send0); => qe 0) + rsenO cos 0 y? ; 


rr — 10? + y” sen?0). 
Estas fórmulas no son para memorizarlas; se trata de casos particulares de las 


fórmulas cinemáticas de Lagrange (*) que determinan el vector aceleración por 
medio de coordenadas curvilíneas cualesquiera. 


Figura 1. 


() Véase [5]. 
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$ XL4 MOVIMIENTO CIRCULAR 


Supongamos dado un movimiento circular definido mediante una aplicación 
f:I>63, t+> MM = (1) de clase C?. Designemos por 2 el plano de la circunfe- 
rencia C que contiene la trayectoria, por O el centro ro de C y por R su radio. Utili- 
zaremos un sistema de referencia ortonormal (O; i, 1) de origen O en 2 (véase la 
figura 2). 


Designemos por M, =f(tp) la posición del móvil en un instante dado 1, y por 
bh uno de los reales que verifican 


OM, = R(icos 0, + Jsen0v) . 


*l 


«Y 


Figura 2. 


Según el «teorema del levantamiento» VI.6.1, existe una función 0 : 1 > R, de 
clase C? lo mismo que f, determinada de manera única, que verifica 0(t,) = ty y 


(1) (W.el) OM = R(icos 0 +7 sen0) . 
Pongamos como siempre 
1(0) =7c0s 0 +sen0, 2(0) = — Tsen0 +)cos 0. 


Por derivación de (1) se tiene 


(2) vs eS = RO'2(0) 


658 Cinemática del punto 


+ dM 
3 TW = 
6 0 di? 


= R(0"1(0) — 0? 3(0)) 


(estas fórmulas constituyen un caso particular de las que proporcionan las com- 
ponentes de Y y T' en coordenadas semipolares o en el sistema de referencia de 
Serret-Frenet). 

El número w = 0'(t) recibe el nombre de velocidad angular del movimiento en 
el instante f; el número du /dt = 0”(t) recibe el nombre de aceleración angular. 

La velocidad angular y la aceleración angular de enden solamente de la clase 
de orientación en 4 del sistema de referencia (O; i, 7 (si se sustituye esta clase 
por la opuesta, la velocidad y la aceleración angulares se cambian en sus opuestas 
respectivas). 

Según (2) la velocidad numérica es v(t) = R|w| y según (3) la aceleración 
normal es v"/R = Ra?. 

Suponiendo desde ahora orientado el espacio 6, pongamos k= ZA: resulta 
evidente que la rotación instantánea (1) del sistema de referencia móvil (O; l 
L K) es 


Zo =00%. 


La relación OM = Ru permite por lo tanto escribir 


Va = E =ROAM=B » (RD, 


Goa] 


Para que el movimiento sea uniforme es necesario y suficiente que se tenga 
de/dt = 0 para todo +, o dicho de otro modo que los vectores OM y T' sean coli- 
neales en cada instante. Cuando es así, «w es constante y se tiene 


>, 


T() = —- Ro?ú. 
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$ XL5 MOVIMIENTO CON ACELERACIÓN CENTRAL 
Definición X1.5.1 


Un movimiento puntual definido por 


f:l>68, t>+M=f£0) 


PILILLLLIDO 


se dice que es de aceleración central si existe un punto O tal que en cada 
instante t, el vector OM y el vector aceleración I'(1) son colineales, 


Para ello, es necesario y suficiente que se tenga 
(1) (Wrel) OMaT(9)=0 


(suponiendo al espacio orientado). 
Designemos por P= dM/dr la velocidad del movimiento. Por derivación se 
tiene 


LORA) -VAV+ OMA Dom AT. 


La relación (1) equivale pues a 


(2) la función vectorial t+>0M A Ves constante. 


Para proseguir el estudio del movimiento es preciso distinguir dos casos según 
que el vector constante G = OM a Vsea o no nulo. 


Primer caso. Se tiene en primer lugar: 


XL.5.1 Sea un movimiento puntual en € definido por 


f:I=>6, t=>=M=f0, 


y sea Y su velocidad. Se supone que existe un punto fijo O de 6y tal que, 
para todo tel, se tiene 
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O%+M y OMAV=0. 


Entonces este movimiento es rectilíneo; su trayectoria está contenida en 
una recta que pasa por O. 


Demostración. Según la hipótesis, existe una función numérica 2, definida 
en /, tal que 


(vel) VO =40 DM. 


Se ve fácilmente que 4 es de clase C! (calculando 2 con ayuda de un sistema de 
referencia afín). La función vectorial Y(t) = OM satisface pues a la ecuación di- 
ferencial 


Y(0)=A4A0Y0, 


de donde inmediatamente 
ñ 


Y(1) = Y (to) exp J Au) du, 


to 


habiéndose fijado arbitrariamente el real 1, € /. De aquí se desprende el resultado 
anunciado. ] 


Observaciones 


L. Si se tiene OM A O) = 0 para todo 1 y si existen valores de 1 para los 
cuales M = O, el movimiento no es necesariamente rectilíneo. 

2. Igualmente se demostraría que si la aceleración de un movimiento se man- 
tiene colineal con un vector fijo, este movimiento es rectilíneo. 


Caso general. Volvamos a las notaciones de principio de este $ y consideremos 
un movimiento puntual con aceleración central, que en cada instante 1 verifique 


OMA iO) 6, 


siendo el vector fijo G no nulo. 


a) Se ve en primer lugar que el movimiento es plano, ya que el vector OM 
es ortogonal a G. Su trayectoria se halla contenida en el plano 42 que pasa 
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por O y es ortogonal a G. Además esta trayectoria no está contenida en ninguna 
recta que pase por O (ya que se tiene OM » Yo A 0) y no pasa por O. Final- 
mente el vector velocidad VW no se anula nunca. 


b) Estudiemos ahora el movimiento en el plano 2%. Para ello, dotemos a 2 
de un sistema de referencia ortonormal (O ; 1) ; designemos por % el arco orien- 
tado de clase C? definido por la parametrización f: t+> M =f(t). El arco € es 
regular (ya que el vector Vi = f'(t) no es nunca nulo) y la función r : t4+>r(t) = 
=|[OM | no se anula nunca. Pongamos 


o = Lom. 


ol) = E 


m* 


(véase la figura 3). Al ser la aplicación f de clase C? el «teorema del levantamiento» 
VI.6.1 implica la existencia de una función numérica 0 : t+>0(1) de clase C*, 
única módulo 2, que verifica para todo valor de £ 


m0) = 7cos 00 + Jsen a. 


Figura 3. 


e El movimiento considerado se puede definir en coordenadas polares, dando dos 
funciones r, 0 de clase C?. 


Poniendo O = == ¿eos 00+ Jsen 0(t), se sabe que las componentes de 10) 
y T (1) en la base lo, D(1) son respectivamente (véase $ 3) 


LELONG 1111-22 
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r 
r0 


r—re? 


Tr +270. 


e 


Al ser colineales Ty o se tiene r0” +2r'0' =0, y puesto que r se mantiene 
> 0, esta ecuación equivale a r20” +2 rr'0' =0, es decir a 


d do 
dí (- S)- 0% 


De donde resulta la conclusión: existe una constante C tal que 


6) 


Se encuentra de nuevo este resultado al desarrollar | la relación OMV = G; 
en efecto, teniendo en cuenta aus OM = ru y V = r' ú + r0' v, se obtiene (desig- 
nando por k el vectorú A b=ÍA 7 


rok=0. 


Por lo tanto C es el único real tal que d= CK. En particular, C es no nulo; la rela- 
ción (3) implica d0/dt +0 para todo +. En consecuencia, la función 0 : t+>0(0) 
define un cambio de parámetro admisible en el arco €. Se puede tomar siempre (en 
teoría) a Ú como parámetro en £. 


Interpretación de (3): Ley de las áreas 


Designemos por J= [t,, ta] un intervalo de tiempo suficientemente pequeño 
para que se tenga | 0(1,) —0(t,) | < 2x1. La restricción de fal intervalo J es entonces 
inyectiva (puesto que la relación f(1) = f(t) implica 0(1') —0(t) = 0 (mod. 21). 
Pongamos M, =f(t,) M¿=f(t2), y designemos por K el compacto plano cuya 
frontera está formada por segmentos de recta [OM,]1, [OMs], y por el arco f(J) 
(véase la figura 4). Se sabe que el área de este compacto es 


1 02) 1 a 
A= 3f rr d0 = a] rA(0(2) 0'(0) de . 


0) 1 
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Teniendo en cuenta (3) se obtiene por lo tanto 


ra 1 
3| Cd =35C(2 1). 


(4) e 


Se traduce este resultado diciendo que el área barrida por el radio vector [OM] es 
proporcional al tiempo. La relación (3) es la forma «infinitesimal» de esta propo- 
sición y resulta cómodo escribirla en forma «diferencial» 


6) r? d0 = Cdt. 


Esta proposición recibe el nombre de ley de las áreas. Al número 4 C se le llama 
velocidad areolar del movimiento. 


Fórmula de Binet 


Manteniendo las mismas notaciones e hipótesis se tiene 


> 


T=TFú, con T()="r9-rf00%0:; 


el número /'(t) es la medida algebraica del vector TW según el vector Z. 
Nos proponemos expresar /” en función de Ó en el caso en que el arco $ esté 
definido mediante una ecuación polar de la forma r = 1/p(0) (el estudio anterior 
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demuestra la existencia de una tal parametrización). Por derivación de funciones 
compuestas se tiene (introduciendo por comodidad un abuso de escritura) 


y por otra parte d0/dr = Cq?, de donde 


ñ de 
r() = — Cap" 


De aquí se deduce 


dp de 2,2 Up 

MD == C5==-C* 4 

re de” dr Ta 

Llevando este valor a la expresión de 1”, se obtiene la expresión de 7” en función 
de 0 =0(t): 


dep 
(5) T = - C? 90) (ao + eS 


La relación (5) es conocida como fórmula de Binet. 


$ XL6 DETERMINACIÓN DE UN MOVIMIENTO CON ACELERACIÓN 
CENTRAL DANDO LAS CONDICIONES INICIALES 


En los problemas corrientes de la dinámica del punto, se conoce en cada ins- 
tante la expresión de vector aceleración ['(1) en función de la posición M del punto 
móvil y de su velocidad Y en dicho instante (véase $ 2). 

Nos proponemos determinar tal movimiento en el caso en que la aceleración 
es central y en que se conoce un sistema (fp, Mp, Vy) de condiciones iniciales. 

Según el estudio hecho en el $ anterior, existe un punto fijo O y un vector fijo 
tales que en cada instante 1, se tiene 


OM» 10) = G; 
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esa s > =+ An 
nos limitaremos aquí al caso en que G 4 0 (el caso en que G = 0 lleva al estudio 
de movimientos rectilíneos). Se tiene entonces OM 4 0, y en cada instante, el 


vector unitario u = queda bien determinado. Dar el vector aceleración T' 


== 
ILOMI 

equivale a dar el número T' tal que T= Tú. 

Supondremos pues dados: 

_e Un sistema (£p, Mo, A) de condiciones iniciales tales que el vector G = 0M, o 
A ?, sea no nulo. 

e Un intervalo / de R que contenga a f,, un abierto U de 6, X E, que contenga 
(Mo, Vo) y una función numérica F de clase C* en 1 X U tales que, en cada ins- 
tante 7, se tenga 


e á > OM 
(1) T(0) = F(, M.V(0)ú%, con u= eee, 
1 OM| 


El teorema XI.2.1 asegura entonces la existencia de un movimiento puntual 
único de duración máxima f : 1+> M = f(t) que satisface a (1) y a las condiciones 
iniciales (tp, Mo, LAS por otra parte, el estudio hecho en el $ anterior prueba que 
este movimiento tiene lugar en el plano 4 que pasa por O y es ortogonal al vector 
dG =0M, n Vo. 

Vamos a ver en qué modo se puede, en los casos corrientes, determinar explí- 
citamente este movimiento (trayectoria y ley horaria). 

Para ello vamos a elegir un sistema de referencia ortonormal directo (O; ¡8 a 0) 
de 6, de origen O, tal que 


A ALA 
(2) ¡== k=>= ; 
A 15] 10M, A Vol 


en el plano 2 utilizaremos _coordenadas polares (r, 0), con r> 0, respecto al 
sistema de referencia (O; 1, 1). El estudio hecho en el $ anterior ha demostrado, 
en efecto, que se podía definir el movimiento dando las funciones r, 0 de clase C? 
que constituyen en cada instante, un sistema de coordenadas polares del punto 
móvil M =f(t) y que verifican r(t) >0. 

Definida la velocidad Vu de este móvil mediante los números r'(£) y 0'(1), 
supondremos conocida la expresión de la aceleración central ” =r"—r0? en 
función de las variables 1, r, 6, r', 0”. Esto equivale a suponer dada una función 
numérica Fi(t,r,0,r',0') de clase C: en un abierto de R5 tal que, al poner 
OM= r(icos 0 + ¡sen 6) y 
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Y = (cos 9 + Jsen8) + r0(— Tsenó + cos 0) 


se tiene, en cada instante, 


F(, M,V) = F¡(t,r,0,r',0). 


Suponiendo conocida una tal función F,, nos encontramos con la integración 
del sistema diferencial 


con condiciones iniciales de la forma 
— 
r(to) = 1 OMy ll =ro, 01) =0 


(lo cual es posible dada la elección de ) y 1 (to) = Fo, 0'(14) = 05, de donde C = r¿0p. 


Observación. Se podría escribir el sistema diferencial verificado por las coor- 
denadas cartesianas de M = f(t) en el sistema de referencia (O; DD; pero (excep- 
tuando el caso de una atracción o repulsión proporcional a la distancia estudiado 
en el $ 2) el sistema diferencial así obtenido es por lo general menos simple que (3). 


Caso en que J” depende solamente de la posición y de la velocidad de M 


Vamos a proseguir el estudio del movimiento en el caso en que la aceleración 
central /” depende solamente de la posición y de la velocidad del punto móvil M. 
Esto equivale a decir que la función F, no depende de la variable 1, y pondremos 
entonces 


Fi(t,r,0,r',0) = D(r,0,1',0'). 
En este caso las fórmulas de Binet (véase p. 664) nos permiten obtener una 


ecuación diferencial que determina la trayectoria de M. 
Poniendo 


2-00) [ss decir 7 = oa) , 
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sabemos en efecto que la función 1” tiene que verificar 


T=-C?pHlp" +), con C=r50, 
O sea, aquí, 
dp 1 dr d0 
+p=- D 
a (- a 
es do C d d(1/p) de 
Li rs EE id 
PY a do di cot(6) . 


La función y queda pues determinada mediante la ecuación diferencial 


dp 1 1 
5 EL - -p-——0Í|-,0,- Cp',Co?)» 
sl TN ( e +”) 


con las condiciones iniciales 


1 ro ro 
6 p0O)==, p(0M=-=-=-2 
6 nd Fo (0) ro 06 (6 


(ya que hemos elegido 0(1,) = 0). 

El conocimiento de y determina el arco $ descrito por el punto M; se obtiene 
seguidamente la expresión de la variable de tiempo + en función de la variable an- 
gular O mediante 


po tial J du 
uk td Ms 7 
CJ, ou) 
Caso en que I' depende solamente de la distancia r = OM 
Este caso que es particular del anterior, se presenta con frecuencia en las 


aplicaciones. Es aquel en que la función F que verifica (1), depende solamente 
de r=| OM | (). Podemos pues poner 


=y 
(1) Es el único caso en que la aceleración central T” deriva de una función de fuerza (véase ejerci- 
cio 1V.13). 
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F(t, M,V(0), %) = D(r) con r=|0M!, 


y el sistema diferencial (3) se reduce a 


(0) 


P0=€ 


r — 10? = dr) 


Podemos utilizar aquí los métodos generales expuestos anteriormente, y la 
curva % descrita por el punto M queda determinada por la ecuación diferencial 
(caso particular de (5)) 


(8) 


con las condiciones iniciales 


1 
p(0) = To” 


p'(0) = — 


ro 
a 
La ecuación diferencial (8) es una ecuación diferencial «con lagunas», del tipo 
y” = g(»), estudiado en el $ 1IL.5 del tomo 4. 


Método de integración 


Al eliminar 0” entre las dos ecuaciones (7), se ve que la función r : t+>r(t) 
verifica la ecuación diferencial «con lagunas» 
(9) 


2 
r-L-=em. 
F 


Designemos por U una primitiva cualquiera de D. Al multiplicar los dos miem- 
bros de (9) por r' se obtiene la relación 


(9) 


d fl. ca Ez 
Sl a —=3)=0 
5 Ot 
de donde 
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a 
(10) =200-E+h, con h=Cte. 
r 


Volvemos a encontrar aquí, en este caso particular, la integral primera de la 
energía cinética (véase $ 2). Se tiene aquí en efecto 


T= un = grad U(r) 


(véase ejercicio 1V.13). 


Si la derivada r'(t) no se anula en el curso del movimiento, la relación (9) es 
equivalente a (9); la función r es un parámetro admisible sobre la trayectoria 6, 
y se deduce de (10) la expresión de la variable tiempo en función del parámetro r, 
que es: 


, de 
(1) t=tp+el. 7 
” 2Up-=3+h 
p . 


con e=+108=-— 1 según que se tenga r'(1) >0 o r'(1) < 0. Seguidamente 
se tiene: 
A 
Cdr 
a) = 
O) 


Por un método análogo se obtendría la expresión de la variable angular 0 en 
función de r, o de y = 1/r, a partir de la ecuación diferencial (8). Se obtiene así 
una ecuación polar de la trayectoria. Desde un punto de vista práctico, este método 
equivale a tomar a p como parámetro y a dp/d0 = y" como función incógnita 
(véase tomo 4 p. 129). Llevaremos a cabo los cálculos en el caso de una atrac- 
ción newtoniana (véase $ 7). 


Caso en que r'(t) = 0 


Para ver lo que ocurre cuando la derivada r' se anula durante el movimiento, nos basta con 
estudiar el caso en que, en el instante inicial fp, se tiene r (tp) =0. 


a) Primer caso: r'(ty) = 0. Este caso se presenta si, y solamente si, se tiene 
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ro0% + D(ry)=0. 


En este caso el sistema diferencial (7) admite la solución 


Cte = ro, = 0-10: 


0 


puesto que la función 9 se supone de clase C!, esta solución es la única que verifica las con- 
diciones iniciales r(tp) = ry, O(tp) = Op. El movimiento considerado es entonces un movimiento 
circular uniforme de velocidad angular w» = C/r2. 

Recíprocamente, si la trayectoria del movimiento considerado está contenida en una circun- 
ferencia de centro O, se tiene necesariamente r'(1p) = 0, r“(£9) = 0, por lo tanto r,02 + D(rg) = 0, 
y el movimiento es uniforme. 


b) Segundo caso: r'(t,) 4 0. Este caso se presenta si, y solamente si, se tiene 


ro 0% + D(r0) 40. 


Para t suficientemente próximo a 1p, pero distinto de fp, la derivada r'(1) es del mismo signo 
que (1— to) r"(to) y la diferencia r(t) — ry es del mismo signo que r“(tp) = D(ry) + ro 0. Existe 
pues un intervalo de tiempo [f, — 2, fo + x), con « > 0, sobre el cual se tiene constantemente 
(según el signo de r“(1p)), ya sea r(t) > ro, Or(1) Á ro; en cada uno de los intervalosÍfo, lo + 2], 
[to — 2, to), la función r se halla definida implícitamente mediante una relación de la forma (11), 
con e = + 1, si se tiene (1 — fo) r(t9) > 0, y e =—1 si se tiene (1— to) r (to) < 0. 

í Si, para simplificar, se supone y = 0, resulta que la función £+>r(f) es par en el intervalo 
e, + 0). 


Para obtener la marcha global del movimiento, bastará aplicar a la ecuación 
diferencial (9) u (8) el método expuesto en el $ IIL.5 del tomo 4 p. 135, 


$ XL7 MOVIMIENTO PUNTUAL NEWTONIANO 


Un movimiento puntual se dice que es newtoniano si existe un punto O y una 
constante k > 0 tales que, en cada instante, su aceleración verifica 


3 
T=-k%, con r=/0M| y ú=20M 
Fr r 


(es el movimiento de una partícula M atraída por el punto O, siendo la atracción 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia). 
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Se trata de un movimiento con aceleración central. Con las notaciones de los $8 
anteriores, se tiene aquí 
k 
T=9D(r)=->3; 
2 e 


el movimiento queda determinado en coordenadas polares (r, 9) por el sistema 
diferencial 


(1) reg=C r-r?=- 


MN > 


(véase fórmula (7), p. 668). Según la fórmula de Binet, su trayectoria se halla de- 
finida (si C 4 0) por la ecuación diferencial 


0 pro) + (0) = E, 


Cc 


con p= ¿a (ya que se tiene aquí 1” =— kq?). 
r 


Si la constante C es nula (caso de un punto en reposo o de un movimiento rec- 
tilíneo) el sistema (1) sigue siendo válido y se obtiene la ley horaria del movimiento 
al integrar la ecuación diferencial r” =—k/r?, lo cual no presenta ninguna difi- 
cultad. Esta ecuación se estudia en el tomo 4 p. 139, 

Supongamos C+0 y elijamos el sistema de referencia (0; iS D. ismo 
que en el $ 6, de modo que las condiciones iniciales (ty, Mp, VA) verifiquen : Pl ol 
con "y >0, de donde (tp) = 0. 

Pondremos (véase la figura 5) 
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P, == (cos a + / sena) con %>0x%0 


de donde 


Fr =v)Cosa, 0, = , C= rguysena 


Determinación de la trayectoria 


Para obtener la trayectoria basta integrar la ecuación diferencial (2) con las 
condiciones iniciales 


1 , do 
e0)==, p0)=-B= OZ 


Fo ro ño 


Las soluciones de (2) son de la forma p(0) = k/C? + Acos0 + Bsen 0, con 
A, B= Cte; las constantes A, B se hallan aquí determinadas por las condiciones 
iniciales 


1 k 
=-==23+4, 
p(0) a 
O A 
ii : 
de donde 
k 1 k cotg a 
6) pa A e Bo 
fo C? ro rivisenta ro 


La trayectoria se halla pues sobre la curva E de ecuación polar 


(4) =£ 4 Acos 04 Bend 


Cc? 


Cinemática del punto 673 
Naturaleza de la trayectoria 


a) Si las constantes A, B son las dos nulas, la trayectoria es una circunferencia 
de centro O. Este caso se presenta si, y solamente si, se tiene cos « = 0 y 1/r, = k/C?, 
es decir si r¡ =0 y 0 = krp, o sea r¿=0 y 0? =X/ro”. 

En este caso el movimiento es circular uniforme, de velocidad angular 0”. 

Nos encontramos de nuevo, en este caso particular, con los resultados de la 
discusión del final del $ 6. 

b) Si las constantes A, B no son ambas nulas, la ecuación (4) puede ponerse 
en la forma 


L- p(1 + ecos (0 — 0p)) * 


za c* JR+ E 
o E a 


donde 0, designa una constante adecuada. De acuerdo con el estudio hecho en 


el $IIL4, la curva E es una cónica de foco O y de excentricidad e. 
Mediante un cálculo fácil, se tiene (de acuerdo con (3)) 


* vo! sen? a vo? sen? 
e-1=p(a0+p)o 12M y 2 ¿rats 
j k 


o sea 


(5) ee-1l= Eo vi sendalro v — 2K). 


Se ve pues que el signo de e? — 1 depende solamente de ry vo y no de a. Preci- 
sando más: 


a) sivj< Ps , E es una elipse; 


Fo 


b) si vi > ze, E es una hipérbola; 
Fo 


E , E es una parábola. 
Fo 


c) si = 
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Observación. Buscando los valores de ry, v, para los cuales se tiene e =0, 


se encuentra el caso del movimiento circular. 
Más adelante daremos otro método de cálculo (p. 676). 


Estudio del movimiento 


Según la ley de las áreas, la función 0(t) es estrictamente monótona y su recí- 
proca se halla definida por 


1) LJ 
1 1 du 
t=-t= 2 rA(u) du = z 0 
o 


De donde se deducen los resultados siguientes: 


a) Si E es una elipse o una circunferencia,la trayectoria es la curva E completa 
(véase la figura 6) y el movimiento es periódico, de período 


(ya que, al aumentar 0 en 2 7, el móvil vuelve a pasar por la misma posición, con 
la misma velocidad). 


b) Si Eesuna parábola, ésta constituye la trayectoria, y es descrita una sola vez. 
c) Si E es una hipérbola, la trayectoria queda constituida por la rama de esta 
hipérbola que contiene al punto M, y se describe una sola vez. 


Para saber si el movimiento es acelerado o retardado volvamos a la ecuación 
diferencial vectorial que determina dicho movimiento, o sea: 


De ella se deduce 


dia ,dM dM_2k 5 >dM 

din EME ia 

(6) an a dí 
2k dr 


ES 
E UA 
rl 11%) e 
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Se ve de este modo que el movimiento es acelerado cuando r crece, retardado 
cuando r decrece (siendo válido este resultado para todo movimiento con acelera- 
ción central debida a una fuerza de atracción). La velocidad pasa por un máximo 
cuando el punto M se halla a la menor distancia posible de O, por lo tanto en un 
vértice de la cónica E (cuando ésta no es una circunferencia). Este punto recibe 
el nombre de perigeo de la trayectoria. 

Si £ es una elipse, el perigeo es el vértice de E situado sobre el eje mayor y más 
próximo a O. Si E es una hipérbola o una parábola, es el único vértice de E que 
pertenece a la trayectoria. 


Figura 6. 


Si la trayectoria es una hipérbola o una parábola, la velocidad no presenta 
ningún mínimo y tiende hacia O cuando el móvil se aleja hacia el infinito. 

Si la trayectoria es una elipse, la velocidad pasa por un mínimo en el vértice 
de E, situado sobre el eje mayor, que está más alejado de O. Este punto recibe el 
nombre de apogeo de la trayectoria. 


Leyes de Kepler 


Supongamos que E sea una elipse y designemos por 2a y 2b las longitudes 
de sus ejes. Su área es entonces igual a zab. Por otra parte, según la fórmula (4) 
del $ 5, este área es igual a 4] C| 7, designando por 7 el período del movimiento 
(es efectivamente el área «barrida» por el radio vector OM durante el tiempo 7). 


ó bp? e d A 
De las relaciones p = — = E y 41 a? b? = C? T? se deduce 
a 


ET e e EE 
4a a k” 4a  k 


La razón T?/a* no depende pues de las condiciones iniciales. Enunciaremos: 
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Si la trayectoria de un movimiento newtoniano de centro O es acotada, se trata 
de una elipse de foco O (o de una circunferencia de centro O) que verifica la ley de 
las áreas; el movimiento es periódico y el cuadrado del periodo es proporcional al 
cubo del eje mayor de esta elipse. 


Este enunciado constituye las leyes de Kepler. (Se observará que los resultados 
obtenidos son válidos en el caso de una trayectoria circular, designando por 2 a 
el diámetro de esta circunferencia.) 

Integral primera de la energía cinética 


De las relaciones (6) se deduce, por integración 


con 


Esta relación es un caso particular del teorema general de la energía cinética 
(véase p. 651). Teniendo en cuenta la relación r? 0' = C (ley de las áreas), se deduce 


2 2 
(7) dr pe con Esla E, 
dí r 2 


Determinación de los extremos de la distancia r = OM 


El mínimo de la función r (que se alcanza en el perigeo) verifica dr/dt = 0. 
Según la relación (7) es pues una raíz de la ecuación 


(8) 2KrP +2kr-C?*=0. 


Lo mismo ocurre con el máximo cuando existe, es decir en el caso de un movimiento 
elíptico. 
Pp 


y Í (que son los extremos de r) son 
a 


Si E es una elipse, los números Ss 
l+e 


Cinemática del punto 677 


las raíces de la ecuación (8) (que es entonces de grado 2). El caso en que (8) admi- 
te una raíz doble es el del movimiento circular. 


Si E es una hipérbola, resulta fácil ver que los números n - 


e 


siendo raíces de (8), si bien uno solo de los vértices de £ pertenece a la trayectoria. 
En efecto, la función 


siguen 


1 k 
¿Ob ===3+ 4c0s0 + Bsen0 
cto e 
verifica la ecuación diferencial (2), incluso para los valores de O no alcanzados en 


el curso del movimiento. Multiplicando los dos miembros de esta ecuación por 
2 9'(0) e integrando, se ve que la función y = 1/r verifica 


do Y? di 2k ne 
== 0 4 Ls a 
(5) + 0%0) — 7000) a+ 


Al satisfacer los extremos de y = 1/r a dp/d0 = 0, se ve, de este modo, que los 
extremos de r verifican, en todos los casos, la ecuación (8). 

si K=0, la ecuación (8) es de primer grado; entonces E es una parábola cuyo 
parámetro p es la única raíz de (8), o sea p = C?/2 k. 

Si K 40, las raíces de (8) son los números 


el eje mayor de Ees 2a=|r, +r,¿| =k/| Kl; la distancia focal de E es 


YE + KO? 
A A A 


KI” 


lo cual permite determinar las características de E. 


Problema de la satelización 


Sea R un número que verifica 0 < R< ro (representando R el radio de la Tierra). 
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Se trata de determinar los números v, y « de modo que la trayectoria sea elíptica, 
y Ho corte al círculo de centro O y de radio R (fig. 6, p. 675). Para ello, es necesa- 
rio y suficiente que se tenga K <0 y que las raíces de (8) sean> R. Ahora bien, 
la hipótesis r, > R implica que una al menos de las raíces de (8) es > R; si pone- 
mos T(x) = 2 Kx* + 2 kx —C?, la condición buscada se traduce por las relaciones 


(9) K<0 y  T(R)<0, osea 
(10) + 
Fo 
y 
(11) Lvjsen? a — Mv — N>0, 


con L=rj, M=rp¿R*, M=2kR(ry —R). La desigualdad (11) se cumple con la 
menor velocidad inicial posible vy si | sen «| = 1 (es decir si el ángulo de tiro es 
recto). En este caso las desigualdades (10) y (11) se reducen a 


2, 2 kR 
> Foro + RO" 


La menor velocidad de lanzamiento que permite la satelización es pues 


(velocidad de escape). 

En la práctica (puesta de un satélite sobre una órbita terrestre) ro difiere poco 
de R y la velocidad de escape se halla próxima a //k/R. Recordemos que para 
dy > / 2 k/ro, la trayectoria sería parabólica o hiperbólica. 

Para discutir las condiciones de lanzamiento en el caso general, introduzcamos 
un sistema de referencia ortonormal (M; X, Y) de origen M, tal que O sea el punto 
de coordenadas (— ry, 0) (véase la figura 7). Las coordenadas del punto Po=M+V, 
en este sistema de referencia son X= Dycos a, Y = V, sen a, y las relaciones (10) 
y (11) equivalen respectivamente a 


(12) r+r<?k 
ro 
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(13) (L—-M)Y?-MX?-N>0. 


XxX? + Y? =2klr0 


Xx? + Y? = kiro 


Centro de la Tierra 


Figura 7. 


El «lanzamiento» tendrá éxito si el punto P, pertenece al disco 4 definido por (12) 
y al dominio D definido por (13). Este dominio D es el interior de una hipérbola H 
cuyos vértices, situados sobre el eje M/¿Y, tienen por ordenadas + Dm. La zona 
útil de las posiciones de P, ha sido rayada en la figura 7. 


(Circunferencia de 
la Tierra, de centro 0) 
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2k.. Ñ 2k 
Los puntos de H de ordenada + ] 7, tienen por abscisas + RE (r. —R), 
0 


con lo que el ángulo de las asíntotas de H es agudo. 

Se ve que errores pequeños en vy no impedirán que se produzca la satelización, 
mientras que errores incluso muy pequeños en «a, provocarán el encuentro de la 
trayectoria con la circunferencia frontera de 4 (caída del satélite). 

En la figura 8 hemos representado las distintas formas de la trayectoria 
según el valor de »,, en el caso en que « =>7/2.La trayectoria es circular para 
v3 = k/rg; para v,< k/rq el punto My Ocupa el apogeo de la trayectoria, y para 
v¿ > k[ry ocupa el perigeo. 


Capítulo XII 


Cinemática del sólido 


En todo este capítulo designaremos por £ un espacio afín euclideo de dimen- 
sión 3, ligado al espacio vectorial euclídeo E; nos proponemos dar un modelo 
matemático del concepto de «sólido en movimiento en €». Para los cálculos prác- 
ticos elegiremos un «sistema de referencia móvil ligado a este sólido» y utilizaremos 
los resultados de la teoría del sistema de referencia móvil dados en el capítulo Xx. 

La distancia euclídea entre dos puntos M, P de 6 se designará por | MP, o 
d(M, P), o simplemente MP cuando no exista posibilidad de confusión. 


$ XIL1 CONCEPTO GENERAL DE SISTEMA MATERIAL 
EN MOVIMIENTO 


La definición que sigue constituye un modelo matemático del concepto intuitivo 
de «sistema de partículas en movimiento en $». 


Definición XH.1.1 


Un sistema material en moyimiento en 6 es una familia no vacía (9,.),c.M 
de movimientos puntuales y,: [> €, t+> Lt), definidos sobre un mismo 
intervalo de tiempo 1, tal que, para cada tel, la aplicación “M => €, 
+ pu(t) es inyectiva. 


Diremos que el movimiento es de clase C* si cada una de las funciones q, es 
de clase C*. 
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El movimiento de un sistema material queda pues definido cuando se da un 
conjunto no vacío .//, un intervalo / de R y una aplicación 


9:IxM>E, (11H (1) 


tal que 


i) para cada u eM, la aplicación q, : t+> p(t, 1) es continua (o de clase C*, 
si el movimiento es de clase C*); 
ii) para cada 1 € 1, la aplicación 4“ > €, + p(t, y) es inyectiva, 


Se dirá que la variable 1 es el tiempo y el movimiento puntual q: 
14 9 0) = p(t, U) > 
se dirá que es el movimiento de la partícula y. 


Desde un punto de vista matemático, el conjunto .4 no es sino un conjunto de índices y su de- 
finición ha de entenderse dada salvo una biyección, y sirve solamente para individualizar las 
«partículas» que constituyen el «sistema» considerado. Desde un punto de vista físico, se puede 
concebir a .A como un «modelo» o una «maqueta» de este sistema material. Por ejemplo .4 puede 
ser la maqueta de un avión; entonces el punto g(t, y) es la posición ocupada en el instante £ por 
el punto del avión (real) que corresponde al punto yu de su maqueta. Pero .4 podría ser también 
sencillamente el catálogo de las piezas individuales que entran en la construcción de este avión 
(estando cada una de estas piezas asimilada a un «punto»). 

En resumen: el movimiento de un sistema material queda definido cuando se dan los movimientos 
puntuales de cada una de las partículas que constituyen este sistema; estos movimientos se hallan 
simplemente sujetos a la condición de que dos partículas distintas u, y nunca ocupen idéntica posición 
en un mismo instante. (Es la traducción física del hecho de que para cada 1 e /, la aplicación 4“ > É, 
po plo) = qít, y) es inyectiva.) 


Esta interpretación física nos permite dar la siguiente 


Definición XI. 1.2 


j Para cada t e 1, la imagen M, de. por la aplicación M“ > €, u+ p(t, 1) 
recibe el nombre de posición del sistema material en el instante 7. 


El conjunto .W, es pues una parte de €, y es el conjunto de las posiciones de las 
partículas que constituyen el sistema en el instante ?. 
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Campo de las velocidades y de las aceleraciones 

Supongamos que la aplicación 
(0) Q:Ix ME, (11) (1) = p,L1) 


define un movimiento de clase C?. La velocidad y la aceleración de la partícula je 
en el instante £ quedan entonces definidas respectivamente por: 


Fr d 
LD = q ett) = qee Mm; 


2 


ES d a 
Y (1) = area = 2% pl. 


Según las hipótesis, la aplicación .4 >.M., + p(t, 1) es biyectiva; podemos 
pues definir un campo de vectores 7. en .f, asociando a cada punto M = g(t, 1) 
de .4%,, la velocidad AO) de la partícula yu en el instante 7. Estecampo se denomina 
campo de velocidades del sistema material en el instante 1. Queda definido por la 
condición 


o (WueM) Tiot, 1) = Lot. 


Podemos definir del mismo modo un campo de vectores Te en 4M, asociando 
a cada punto M = p(t, 1) de *,, la aceleración RO) de la partícula y en el ins- 
tante 1. Este campo se denomina campo de aceleraciones del sistema material en 
el instante 1. Queda definido por la condición 


2 
0) Wu e-A) Tiot 1) = E 000.10 - 


Cambio de modelo 


Si consideramos de nuevo el ejemplo del movimiento de un avión, resulta evi- 
dente que el movimiento del avión real no depende de la maqueta .W/ que sirve para 
definirlo. 

Desde un punto de vista matemático, el paso de una maqueta .W a una ma- 
queta ./4/” se traduce en una biyección 6 de un conjunto ./W” en el conjunto 4. 
Con la nueva maqueta .4/” el movimiento queda definido por la aplicación 


PIM SE, (MA Pool) = pt. 01) - 
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En otros términos, un cambio de modelo corresponde a un cambio de índices de 
la familia de los movimientos de las partículas, quedando definida la nueva familia 
(Pi)weM: POL Pi = Pot) 

Es evidente que este cambio de modelo no modifica ni el conjunto A, ni el campo 
de velocidades, ni el campo de aceleraciones en el instante t. En efecto, si M = kt) 
es un punto de .4,, se tiene también M = py:(t) con u' =0-(u) y 


Va) = Lot 10 = Loli. 00) = 9,10) 


ES 92 0? 22 
TM) = 061 = aro OY) = 0. 


e Consideraremos pues que dos aplicaciones p:1xM>6 yy :1xM > 
de la forma (1) definen el mismo movimiento si existe una biyección 0 : 4“ >.M 
tal que para todo 1 €/ y todo u' €.4”, se tiene: 


(4) pt, 1) = ult, 044) - 


Se observará que la existencia de una tal aplicación O define una relación de equivalencia entre 
las aplicaciones de forma (1), cuando el intervalo / es fijo. Se podría deducir de ahí una definición 
axiomática del concepto abstracto de «movimiento» (*). 


En particular, podemos tomar como .4/” la posición del sistema en un instante 
dado tp estando definida la biyección O :.4” >M, 1'+> u por la condición 


y = py (to) = plo, ) (es decir O” '(u) = plo, 10) - 


Cambiando de notación, podemos enunciar: 


Es siempre posible definir el movimiento de un sistema material en € dando una 
parte M de € y una aplicación 


o:lxM=>8E, pp 
de modo que exista un instante ty€l tal que se tenga 


WUueM) plo. =p. 


(9) Se tendrá en cuenta aquí que sólo se puede hablar de «clase de equivalencia» si se impone a.Wl 
la condición de pertenecer a un conjunto dado, ya que, de lo contrario, ello equivaldría a considerar 
«el conjunto de todos los conjuntos equipotentes a un conjunto dado .4», el cual no existe. 
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En este caso 4% es la posición del sistema en el instante ty. 


Considerando de nuevo el ejemplo del avión, el conjunto .4 podrá ser la posición ocupada 
por este avión sobre la pista en el momento de la salida. 


Vamos a dedicarnos ahora al estudio de los sistemas materiales particulares 
denominados sólidos. 


$ XIL2 SÓLIDOS EN MOVIMIENTO 

Definición XI.2.1 
Con las notaciones del $ 1, se dice que la aplicación 
MD o o:IxM>€, (py (0 = Lo 


define el movimiento de un sólido si, para todos los elementos u, Y de M, 
la distancia euclidea díp,(t), p(t)) es independiente de /. 


Un sólido en movimiento recibe también el nombre de sistema material inde- 
formable, y es un conjunto de «partículas en movimiento» que se mantienen a dis- 
tancias constantes entre sí,dos a dos. 


Interpretación geométrica 


Para cada 1 €, designemos siempre por .4, la posición del sistema en el ins- 
tante + y designemos por D, la biyección de 4 en .M, definida por 


D() = pt, = plo - 


Para que la aplicación ¿ defina el movimiento de un sólido, es necesario y sufi- 
ciente que, para todos los 1, ve.“ y todos los instantes 1, u € 1, se tenga 


d(d,(1), Dv) = d(B,(), B,(v) ; 
en otros términos, es necesario y suficiente que para todos los 1, w e 7, la biyección 
Q) O. :D,0D/* : M — Ma 


sea una isometría. Esta isometría lleva la posición del sólido en el instante to a 
su posición en el instante u. 
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Según la definición de 0,,, se ve inmediatamente que 0, es la aplicación idén- 
tica de .W%, sobre sí mismo, y que, para todos los 1, u € 1, se tiene 


Ona = 8,1). 


Utilización de «modelos» de tamaño natural 


Tal como hemos visto en el $ anterior, nos podemos limitar siempre al caso 
en que el «modelo» 4 es la posición del sistema en un instante dado tp, y en que 
se tiene 


WVueM) po wW=HA. 


En este caso, 9,, = Id,, y para todo 1 € 1, se tiene: d,=6,,,,. 
De un modo más general, se puede definir el movimiento de un sólido dando, 


a) una parte 4 de un espacio afín euclideo F de dimensión 3; 

b) una aplicación p : 1 xM > 6, t+>q,(t) = p(t, y) tal que para cada 1 €/, 
la aplicación D, : M“ => 8, + p(t, e) conserva las distancias. 

Este movimiento es el de un sólido cuyo conjunto .W/ constituye un modelo 
de «tamaño natural». Por abuso de lenguaje, diremos que es un movimiento del 
sólido AM en el espacio €; el conjunto 4, = D(M) será denominado «posición 
de 4 en el instante 1». 


Por ejemplo, si el «sólido en movimiento» es un avión en vuelo, el conjunto .4 puede ser la 
posición del avión en su hangar antes del vuelo, o un avión del mismo tipo, inmóvil, colocado 
en cualquier sitio. 


e Este modo de definición será el que utilizaremos en los $$ que siguen. 


Propiedad característica de los movimientos de los sólidos 
Volviendo a la definición XIIL2.1, se tiene fácilmente el 
Teorema XH.2.1 
Para que un movimiento de clase C* sea el de un sólido, es necesario y 


suficiente que en cada instante, el campo de sus velocidades sea equipro- 
yectivo, o sea que verifique (con las notaciones del $ 1) 


(WED (WMe MINE M,) (V(M) — V(N).MN =0. 
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Demostración. Para que el movimiento definido por la aplicación y : 1 xD > É, 
(2, 1) q, Lt) = p(t, ) (supuesto de clase C1) sea el movimiento de un sólido, es 
necesario y suficiente que se tenga 


d A 
Wel, Yue Mt, oe dl) (00 PY =0> 
oO sea 


d d —_— > 
6) (5 pt) — Goo) PAD 0 =0. 


Poniendo M = qp,(t), N = p.(1), se tiene (con las notaciones del $ 1) 
d A d _» 
Geo = YN, PTA = YM), 


y la relación (3) se escribe 
(4) (VAN) — TAM) MN =0. 


Para que el movimiento considerado sea el de un sólido, es pues necesario y 
suficiente que la relación (4) se cumpla para todo tel y todos los M, N e *.; 
de donde el resultado.] 


Concepto de punto fijo. Inmovilidad 


Mantengamos las notaciones generales de la definición XI12.1. 


a) Se dice que un punto A de 4 es un punto fijo del sólido en movimiento si 
existe un punto y de .W% que verifique 


(Vel p(t, 1) =A. 
Se tiene entonces: 
(Vel) V(4)=0. 


b) El movimiento definido por la aplicación y se dice que es la inmovilidad 
si todas las funciones y, : 1+> q, (t) se reducen a constantes. 


Estas definiciones se extienden a sistemas materiales en movimiento cualesquiera (no necesa- 
riamente sólidos). Un punto fijo es la posición de una partícula inmóvil perteneciente al sistema; 
se dice que el sistema es inmóvil si son inmóviles todas sus partículas. 
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$ XIL3 ESPACIOS MÓVILES 


Hemos visto que, sin restringir la generalidad, el movimiento de un sólido en 4 
se podía definir siempre dando una aplicación 


p:Ix ME 
tal que 
i) M sea una parte de un espacio afín euclídeo .4 de dimensión 3; 
ii) para cada rel la aplicación D, :.M => 6, 14 p(t, 1) conserva las dis- 
tancias. 
Vamos a limitarnos ahora al caso en que 4% es el espacio Y entero. Veremos 


en el $ 4 que nos podremos limitar a este caso, siempre que el sólido en movimiento 
no se reduzca a una «vara» (es decir, siempre que .W% contenga por lo menos tres 


puntos no alineados). 


Definición X11.3,1 


Sea I un intervalo de R y 4 un espacio afín euclídeo de dimensión 3. 
Diremos que una aplicación p : 1 x F => € define un espacio móvil (o 
un espacio sólido en movimiento) si es de clase C? y verifica la condición 
siguiente, 


(C) para cada t€l, la aplicación 
BD:S=>6É6, UHAQUH 


es una isométria de Y en £. 


Por abuso de lenguaje, diremos que y define un «movimiento de 4 en 6» y 
hablaremos del «espacio móvil .f». Los movimientos puntuales q, : > 6, 
t4> p(t, u) se dirá que son movimientos puntuales ligados al espacio móvil 7, o, 
simplemente, movimientos de los puntos de F. 


Observaciones 


1. Para que una aplicación p: 1 x F+>6 que verifique la condición (C) 
sea de clase C*, es necesario y suficiente que para cada 4 € F. el movimiento pun- 
tual q, : t+>(t, 1) sea de clase C? (es un corolario de la proposición X11.4.1; 
véase también la observación de la página 699). 
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2. Según el estudio hecho en el $ 1, existen una infinidad de aplicaciones que 
definen el mismo movimiento que y y que verifican la condición (C).Son todas 
las aplicaciones de la forma 4” x I > €, (t, 1) +>0,0(1')) donde /” designa un 
espacio afín euclídeo cualquiera de dimensión 3 y 0: 4” > F una isometría cual- 
quiera; el paso de y a y” corresponde a un «cambio de modelo». Cambiando de 
notaciones, estableceremos 


Definición XH.3.2 


Designemos por 1 un intervalo de R, por F,% dos espacios afines euclídeos 
de dimensión 3 y porp:1x FP =>8€, y: 1 Xx 6>6 dos aplicaciones 
que definen espacios móviles. Diremos que las aplicaciones q, y definen 
el mismo movimiento del espacio sólido si existe una isometría 0 de G 
en S que verifica 


(M) (Wel.V¿e TG) yw. 2) = q(t. 00). 


Si se designan por D, : 2 => 6 y Y, : TU > € las isometrías definidas por 
Pl) =p PO)=Y0 4), 


la relación (1) equivale a 
(15) (Vel) Y, =0,00. 


Veremos en el $ 10 que la existencia de una tal isometría O equivale a decir que 
el movimiento relativo de U respecto a Y es la inmovilidad, Podremos pues tra- 
ducir su existencia diciendo que el espacio 1; es inmóvil (o fijo) respecto a F, o 
que se halla ligado a 7. 

Observación. La existencia de una isometría 0 que verifica (1) define una relación de equi- 
valencia entre las aplicaciones y de la forma considerada, cuando el intervalo de tiempo / es fijo: 
Se podrá decir pues que cada aplicación y es una representación (o una realización) del «mo- 
vimiento de espacio sólido» que define. Pero, salvo que se imponga al espacio 4 la condición de 
pertenecer a un conjunto dado de espacios euclídeos, no se podrá hablar de «clases de equivalencia» 
de espacios móviles (véase la nota de la página 684), ya que los espacios euclídeos de dimensión 3 
no constituyen un conjunto. 


Isometrías asociadas a un espacio móvil 


En particular (véase p. 685), podemos limitarnos siempre al caso en que Y =G6 
y en que, para un valor +, de 7, se tiene p(t,, 4) = 4 para todo yu e F. Esta obser- 
vación es fundamental para todo lo que va a seguir. 


690 Cinemática del sólido 


Es sin embargo interesante, si no se quiere perder la idea intuitiva de movi- 
miento, mantener una distinción entre «el espacio móvil ./» y «el espacio fijo 6». 

Veremos más adelante ($7) en qué forma se puede también materializar el 
movimiento de un espacio sólido por medio de un sistema de referencia móvil in- 
deformable. 


Mantengamos las notaciones de la definición XII.3.1 y apliquemos a este caso 
el estudio hecho en el $2.Se tiene aquí 4 = 4 y, en cada instante, la posición 
ocupada por «el sólido FP» es el espacio 6 entero. Para cada par (1, u) de puntos 
de 1, la aplicación $, o D* es una isometría de £ en Y que designaremos por 
Di,u. Se tiene el 


Teorema X1I1.3,1 
3 Las isometrías D,,, asociadas a un espacio móvil son desplazamientos. 


Demostración. Nos basta con demostrar que las isometrías D,,, son directas, 
es decir de determinante + 1; para ello, basta demostrar que (sit e 1 se fija 
arbitrariamente) la función numérica 0, : u+>det(D,,.) es continua. En efecto, 
esta función está definida en el intervalo /; puede tomar solamente los valores 
+10—1 y verifica 8,(1) = + 1 (ya que D,,: es la aplicación idéntica de 6) , y si 
es continua, se reduce a la constante + 1. 

Para establecer su continuidad, tomemos arbitrariamente cuatro puntos no 
coplanarios %y, %y, %y, xy de SF; entonces, para cada 7 € /, los puntos D,(a;) (i =0, 1, 
2, 3) son no coplanarios (ya que D, es una isometría); obtenemos una base 
Cte de 6 poniendo: 


¿(1) = D.(20) 8.2) = p(t, 2) pl, 2) (i=1,2,3). 


Para cada par (t,u) el x I, la parte lineal Den de D,,, verifica 
D..(é40) = ¿0 (¡=1,2,3); 


el número 0,(u) = det (D,,.) es pues igual al determinante de los vectores ¿,(u), 2,(u), 
¿a(u) en la base (¿,(1)), <:<s- Resulta de ahí inmediatamente que la función d, : u+>0(u) 
es continua en 7.]] 


e Cuando se da un espacio móvil en € queda pues determinada una familia 
D= Dady erxt 


de desplazamientos de €. 
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Observación. La demostración anterior equivale a considerar el sistema de 
referencia móvil (que se dice ligado a F) 


p 14 (p(t, o), é,(0), é2(0), 24(0) , 


y a rehacer, en este caso particular, la demostración del teoerema general X.2.1. 
Veremos en efecto, en el $ 6, que el estudio de un movimiento de espacio sólido 
se reduce al de un sistema de referencia móvil de esta forma. 


Propiedades de la familia de desplazamientos (Dd eri 


Consideremos siempre el espacio móvil definido por una aplicación y : Y x I>6 
que verifica las condiciones de la definición XIL.3.1 y sea (D,.)u.werxr la familia 
de movimientos asociados. Se tiene evidentemente 


(VI EJ, VreJ) 9, =D,,,00,, 
y, para todos los u, v,t€ 1, 
Di. =1Yd¿, Di, =(D,,)7*5 Dis 0D, = D,y 


Resulta de ahí que: 


a) La aplicación q : (t, 1) +>D/u) = p(t, u) queda definida cuando se dan la 
familia D = (Diu)e,uer y la aplicación D, para un valor particular t, de t. 
b) Para que dos aplicaciones 


p:ilxSÉ8, V:IxC>8E 


definan el mismo movimiento (véase Def. X11.3.2) es necesario y suficiente que las 
familias (D,,) de desplazamientos asociados sean las mismas. 


Demostración. Para todo 1 € I definamos las isometrías d, : 4 >8€yY,:4>8 
por 
Dn) = (1). PA) =Yy0, 2). 
a) Si y y y definen el mismo movimiento, existe una biyección 0: G > P 
que verifica 
(WelL VEB) vt 2) = qlt. 0), 
O sea 
(Vel) YP,=0,00, 
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de donde, para todos los u, tel, 
Y, oP 7! =09b,0000 ob, =b,0b/'. 
b) Inversamente, supongamos que para todos los u,t€/, se tiene 
Y oP¡!=0b,09/'. 


Al ser fijo el punto 1, €, pongamos 0 = 4, lo 'P,,. Para todo 1 €, se tiene 
entonces 
Yo Y ¿= Bd 
o sea Y, =D, o 0); las aplicaciones y y y definen pues el mismo movimiento.] 


En consecuencia, el movimiento de un espacio sólido queda totalmente determi- 
nado cuando se da la familia (D,,u)i.uex de desplazamientos asociados. 


Recíproco. A la inversa, supongamos dada una familia 2 = (Dru)iue1 de desplazamientos 
de $ que verifican 


(2) (Vu, v, tel) D,yo Dj. = Dios 
fijemos un punto 1, € 1 y, para todo 1 € 1, pongamos 
(Ve) (1,1) = B(w) = Dion) - 
Si la aplicación y : 1 x € >6 así obtenida es de clase C?, define un espacio móvil, y se tiene 
(W,uel) d,0ob,* = Djyy 0 Djs) = Dis 
la familia (D;,u) es pues la familia de desplazamientos asociada al espacio móvil definido por q. 
Con ciertas condiciones de regularidad toda familia (D,...);.ue 1 de desplazamientos de € que 
verifique (2) se halla asociada a un movimiento de espacio sólido. 
Se puede demostrar que estas condiciones de regularidad quedan verificadas si (y solamente 


si) la aplicación 1 x 1 => A(6), (1, u) +> Din (donde A(£) designa el espacio afín constituido por 
las aplicaciones afines de $ en 6), es de clase C*? (véase ejercicio 1.25). 


$ XIL4 ESPACIO MÓVIL LIGADO A UN SÓLIDO EN MOVIMIENTO 


Sigamos designando por F un espacio afín euclídeo de dimensión 3 y volvamos al caso ge- 
neral del movimiento de un sólido definido mediante una aplicación de la forma 


(1) 0:IxM=E,(t 1) q(, ) 


(donde .4 designa una parte de /) tal que, para cada tel, la aplicación 
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BM>E, pu PU 


conserva las distancias. 


Se ve fácilmente que la dimensión del subespacio afín de € engendrado por el conjunto 
AM, = PAM) es igual a la del subespacio afín de Y engendrado por .4 . Esuna consecuencia del 
teorema de prolongación de las isometrías (tomo 1, teorema X111.11.4). A esta dimensión se le 
dará el nombre de rango del sólido en movimiento, y no depende del modelo utilizado para 
definir este movimiento. 

Vamos a ver que si este rango es > 2 el movimiento del sólido considerado se prolonga de 
manera única, a un movimiento de espacio sólido. Empezaremos por el caso en que este sólido 
es de rango 3, estableciendo la proposición 


XI.4.1 Sea M una parte de F que contiene por lo menos cuatro puntos no coplanarios «, 
Bv, 0, y sea p: IxM 6, (t, y) +> y(t, yo) una aplicación tal que, para cada t €l, 
la aplicación 


BM>E, up Qu) 


conserva las distancias. 

Existe entonces una aplicación única ¿:1xY—>6 que prolonga a p y es tal 
que, para todo tel, la aplicación D:7=>6, y+»p(, yu) es una isometría. 
Además, si cada una de las funciones Qu: 1>8, t+>(t, 1) (donde y EM) es 
de clase C?, entonces G es de clase C? en 1x9. 


Demostración 


a) Apliquemos el teorema de prolongación de las isometrías últimamente referido: para cada 
1 € l, existe una isometría única D, de Y sobre £ que prolonga a %,, lo cual demuestra la existencia 
y unicidad de la aplicación buscada 


9:(11)+ Pu. 


b) Designemos por (4y, Mz, M3, Ms) las coordenadas baricéntricas de un punto cualquiera y 
de F en el sistema de referencia afín (x, f, y, 0). Al ser la aplicación D, afín, se tiene 


BD) = 11 -D(0) + 12-DLB) + 13-D,()) + a 9,(0), 
oO sea 


0) 9, 1) = 11 -p(1,0) + Uat, B) + Us Pl, y) + pa (e, Ó) - 


Ahora bien, las coordenadas baricéntricas 41» tz» fe3» Ma de y son funciones de clase Cco de y 
(ya que son funciones afines de ¿u). Si las funciones p, : £+> p(t, 11) (u €-4) son de clase C*, la 
relación (1) demuestra que la aplicación $ : 1 x Y +6 es también de clase C?; de donde el re- 


sultado.] 


Se dirá que el espacio móvil definido por la aplicación y está ligado al sólido en movimiento 
definido por la aplicación p. 

De un modo intuitivo, podemos decir que un espacio móvil queda determinado cuando se dan 
los movimientos de cuatro puntos no coplanarios (a, B, y, 0) de este espacio. 


LELONG 11-23 
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Caso de un sólido de rango 2 


Vamos a ver que un sólido de rango 2 se puede considerar, de dos maneras distintas, como 
«una parte» de un espacio móvil, pero que estos dos «espacios móviles» tienen el mismo movi- 
miento. Se tiene en efecto 


XIL4.2 Sea M una parte de F que engendra uu plano afín 2 y sea p:Ix4M=>8 una 
aplicación tal que 


a) para cada tel, la aplicación D,: y+>8, + p(, u) conserva las distancias. 
b) para cada EA, la aplicación pu : t+ p(t, y) es de clase C?. 


Existen entonces dos aplicaciones de clase C* de 1 x F en 6, que prolongan a y y 
que definen espacios móviles. Además, si (p es una de ellas, la otra es la aplicación 
(L, y) > F(t, 0(1)), donde 0 designa la simetría respecto al plano P. Estas dos aplica- 
ciones definen el mismo movimiento. 


Demostración 


a) Veamos en primer lugar que existe una aplicación 7: 1 x 4 => que verifica las condi- 
ciones impuestas. 

Por hipótesis, ./ contiene por lo menos tres puntos no alineados a, B, y. Orientemos F y £ 
de un modo cualquiera y definamos un punto 4 de F por «0 = af A «y. Entonces los puntos 
a, B, y, Ó no son coplanarios, y nos volvemos a las hipótesis de XII.4.1 poniendo, para todo + € f: 


0.5) = 00) = 02) + (8, 8,8) a (62) 0,0) 
(ya que se obtiene así un movimiento de clase C* de .4U (0) en 6). La relación (1) define entonces 
la aplicación y buscada. 
b) Sea y otra aplicación de clase C*? que verifica las mismas condiciones. Para cada tel, 
designemos por D, y Y, las isometrías de F en $ definidas por 
WeS) DB) =00,1), P00 = 40,0. 


Según el estudio hecho en el $3, se tiene, para todos los puntos f, ty € 1, 
D0b,' = Y o Y! = Dis. 


donde D,;, designa el único desplazamiento de $ que verifica D..so [pto 19] = PU, u) para todo 
e 4. Fijando el punto fp, se ve que existe una isometría a de 4, independiente de r, tal que se 
tiene 


(2) (Wel) Y,=%B 00; 


esta isometría tiene que dejar invariante a cada punto yu de 4. Se trata pues de la identidad o 
de la simetría respecto al plano 4; de donde el resultado anunciado, ya que la relación (2) equi- 
vale a 


(Vel, Vue 9) Y.) = p(t. ou) -] 


De un modo intuitivo se puede decir que el movimiento de un sólido queda determinado cuando 
se dan los movimientos de tres puntos no alineados de este sólido. En consecuencia, se tiene el 
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Corolario Un sólido en movimiento, que admite tres puntos fijos no alineados, es inmóvil. 


Observemos a este respecto que los puntos fijos de un espacio móvil en £ constituyen una 
subvariedad afín de €. 


Observación. Se demuestra fácilmente que el movimiento de un sólido de rango 1 (reali- 
zado materialmente por una «vara») queda determinado cuando se dan movimientos de dos 
de sus puntos. Pero no siempre es posible prolongar este movimiento en un movimiento del 
espacio entero. 

Se observará que un sólido de rango cero se reduce a una partícula en movimiento. 


$ XIL5 CAMPO DE VELOCIDADES Y ROTACIÓN INSTANTÁNEA 
DE UN ESPACIO MÓVIL 


Según el teorema XII.2.1, el campo de velocidades de un espacio móvil en un 
instante dado f es un campo equiproyectivo definido en todo £, designado por 


7.:M > V(M). 


> 
Para interpretar este hecho, elijamos una orientación en £; al ser el campo V; 
un forsor, existe un vector único ((1) de E tal que, para todos los puntos A, M, 
de 8, se tiene 


0) DM) =V (4) + 20) n AM. 


Definición XIL.5.1 


a) El vector 20 de E definido por (1) recibe el nombre de vector rotación 
instantánea del espacio móvil considerado en el instante t, y es el vector 
del torsor 7, constituido por el campo de las velocidades en el instante t 
en el espacio orientado 6. 

b) Si el vector ro) es no nulo, el eje central 4, del torsor VÁ recibe el 
nombre de eje instantáneo de rotación y de deslizamiento (o más breve- 
mente, eje helicoidal (*)) del espacio móvil en el instante t. 


El campo de velocidades de un espacio móvil en el instante + queda determinado 
cuando se da su valor en un 1 punto de 6 y el vector rotación instantánea Q(1); es 
uniforme si, y solamente si, (2(1) =0. 


(1) El término de eje helicoidal se justificará más adelante ($ 8). 
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Observación. Al cambiar la orientación elegida en € por su opuesta, la función 
vectorial [> E, t+>2(t) queda cambiada por su opuesta. Por el contrario, el eje 
helicoidal 4, no depende de esta orientación. Larecta 41, es el conjunto de los pun- 
tos M de 6 en que el vector velocidad TM) es colineal con 4X(t). 


e Por convenio, cada vez que hablemos de rotación instantánea de un espacio 
móvil en 6, el espacio 6 se supondrá orientado. 


Concepto de punto 7-coincidente 


Se podría caer en la tentación de decir que el vector V(M) es la velocidad del 
punto M en el instante ?, pero ello no tendría sentido, ya que M es un punto de $ 
y no es un «punto móvil». 3 

Recordemos aquí (véase $ 1) que V,(M) es la velocidad en el instante t del 
movimiento puntual q, : 1> E, 1+> p(t, 1), donde y está definido por p(t, u) = M 
(con las mismas notaciones de la definición XIL3.1). Se dice que el punto yu en FP 
que verifica p(t, ) = M es el t-coincidente de M; en términos más explícitos, es 
el punto de 4 cuya posición en el instante 1 es M; si se sigue designando por gp, 
la isometría de Y en £ definida por D.(u) = p(t, 1), se tiene 


n= UM). 


El movimiento puntual y, : +>p(r, 1) recibe entonces el nombre de movimiento 
puntual ligado a Y que pasa por M en el instante t. 


e Se observará que (si M es fijo) el punto r-coincidente y y el movimiento pun- 
tual y, dependen de ?. ee 

Con estas definiciones, el vector V(M) es la velocidad, en el instante t,del mo- 
vimiento puntual y, que pasa por M en el instante 1. Para abreviar, se puede decir 
que V,(M) es la velocidad, en el instante t, del t-coincidente de M. 
_ Análogamente, el valor del campo de las aceleraciones en el punto M, es decir, 
T,(M), es la aceleración en el instante t del t-coincidente de M. 

Se observará que el campo de las aceleraciones no es en general un campo 
equiproyectivo (véase $7). 

La determinación efectiva del campo de velocidades y del campo de acelera- 
ciones se hace,en general, con ayuda de un sistema de referencia móvil ortonormal 
(véase $ 7). 


Movimiento y derivada de un vector ligado al espacio móvil 


Sea S el espacio vectorial euclídeo asociado al espacio afín FP. Vamos a ver que 
cuando se da un movimiento p : Y x1>4éÉ de Y en 6 queda determinado un 
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movimiento f:S XI=>E de S en E (estando dotados los espacios vectoriales 
E, S de su estructura afin natural). 
Designemos en efecto por D, la isometría de Y en £ definida por 


Wwe) Du) = p(1 1); 


y, para todo 1 € 1, sea F, la parte lineal de D. Obtenemos un movimiento de S en E 
poniendo 

(2) (Vel, WBeS) SU, W) = FM). 

Diremos que este movimiento es el movimiento del espacio vectorial S asociado al 
movimiento del espacio afín 4. 

En efecto, si y es de clase C? en 1 X $, resulta fácil ver que f es también de 
clase C? en 1 X 8. 

Se puede interpretar, por otra parte, este movimiento f asociando a cada vec- 
tor % de S, un par (,z, v) de puntos de 4 que verifican 1% = 1%. La función f.:1>E, 
1+>/(t, w) que define el movimiento del vector TW. verifica: 

: > R— —— >—_—_——> 
(Wrel) fA0) = Fdw) = Fuv) = PUB LY) = pido 


Intuitivamente, el vector p,(t)p (1) es la posición en el instante t del vector pv 
ligado al espacio F. 


Definición XI1.5.2 


d 
Para cada vector Y e S y para cada instante t € I, el vector En Ft) recibe 
el nombre de derivada en el instante t del vector “ ligado al espacio móvil S. 


Con las notaciones anteriores, se tiene: 
d _d d _7 5 
3/0 = E 90 — 5, opto = Van) — TM) 


con M= qt) y N= qt). Si 2 designa la rotación instantánea del espacio 
móvil Y en el instante 1, se tiene 


(5 > — 
(3) qi/ 0 = 20 a MN. 
Ahora bien, el vector MN no es sino el t-coincidente del vector Y en el movi- 


miento f en el instante *. La relación (3) demuestra, pues, que el campo de veloci- 
dades del movimiento de S en el instante £ es el torsor definido en E por 
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> 


Xo 20 Y. 


Observación. Si Y es el vector nulo de S, se tiene f,,(1) = F(0) = 0 para todo 
1€1.El movimiento de S en E admite al origen O como punto fijo; el campo 
de sus velocidades es un deslizante. 


$ XIL6 RELACIONES CON EL CONCEPTO DE SISTEMA 
DE REFERENCIA MÓVIL 


Desde el punto de vista físico, sólo se puede estudiar el movimiento de un 
sólido a través de procedimientos de referencia que pueden ser muy variados 
(goniómetros, radar, cámaras, etc.). Desde un punto de vista matemático, la refe- 
rencia consistirá en utilizar un sistema móvil indeformable ligado al sólido en mo- 
vimiento y en definir el movimiento de este sistema de referencia respecto a un 
sistema de referencia fijo. 

Vamos a ver como la utilización de tales sistemas de referencia móviles es 
sumamente cómoda para los cálculos efectivos (*) y permite también proporcionar 
una visión más concreta del movimiento de un sólido al materializar este sólido 
con ayuda de un sistema de referencia ortonormal. Empezaremos por el caso en 
que este sólido es un espacio móvil. 


Sistemas de referencia móviles ligados a un espacio móvil 


Sigamos designando por F un espacio afín euclídeo de dimensión 3, por 7 un 
intervalo de R y consideremos una aplicación py: 2 xI=>46 (no supuesta a 
priori de clase C?) tal que, para cada 1 €/, la aplicación 


5,:7 > €.) + ql, y) 


sea una isometría, m 
Sea R= (a;1,), K) un sistema de referencia fijo de Y y, para cada 1 € 1, de- 
signemos por F, la parte lineal de D,. Pongamos 


() Un espacio móvil perfectamente transparente se prestaría mal para el cálculo; los sistemas de 
referencia móviles que vamos a introducir se pueden considerar como «esqueletos», o «armaduras rígi- 
das» del espacio en movimiento. 
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0) (Vel) A) =9(2) = (a, 0); 
To=E0, K0=E0D. K0=Eb. 
Entonces la aplicación 
1 pto = (40: To. Zo, FX) 


define un sistema de referencia móvil en £ ; si los movimientos puntuales +>p(4, £) 
son todos de clase C?, lo mismo ocurre con la función A : 1> 6 y con las funciones 
LJ,K: I=>E (en efecto, las funciones /, 5 K son las que definen el movimiento 
de los vectores i, j, k ligados a F, véase $ 5). 

Haciendo variar el sistema de referencia % se obtiene de este modo una familia 
de sistemas de referencia móviles de clase C? a los que se da el nombre de sistemas 
de referencia móviles ligados a 7. 


Observación. La hipótesis única de que los movimientos Pu : 1+>Pk1) son de clase C* 
implica que los sistemas de referencia móviles ligados a 4 son de clase C”. El estudio que sigue 
permite deducir que la aplicación y : (t, ) > P(, u) es ella misma de clase C* en 1x6 (lo 
cual resultaba ya de XIL.4.1). 

Por otra parte, la isometría D, es la que lleva el sistema de referencia fijo 2 sobre el sistema 
de referencia p(1), y puesto que el sistema de referencia p es de clase C?, se deduce que para fo 
fijo en 7, la aplicación t +>D+» = D¿o D,y”* es de clase C* en 1 (en el sentido definido en el 
ejercicio 1.25). En particular, la función numérica 1 +> det (Dio,:) es de clase Cen 1. En efecto, 
det(D+o,:)no es sino el determinante de los vectores 14), Jie), K(1), en la base (110), Tito), K(t0)). 
(Recordemos que la continuidad de esta función constituía el punto esencial de la demostración 
del teorema XII.3.1.) 


Propiedades 


En lo que sigue, supondremos que la aplicación y : 1 x Y = 6 define un es- 
pacio móvil. 


1. Todo sistema de referencia móvil ligado a F es indeformable. 


Demostración. Con las notaciones anteriores, el sistema de referencia p(t) se 
deduce de 2 por la isometría D,. Para todos los instantes u, t € l, el sistema de 
referencia p(u) se deduce de p(£) por el desplazamiento D,, =D, o D¡1 (véase pági- 
na 690). El sistema de referencia móvil p es pues indeformable (véase $ X.2). 

En particular, si % es ortonormal el sistema de referencia móvil p es ortonormal. 


2. Sip=(4; TT XK) es un sistema de referencia móvil cualquiera ligado a SF. 
los movimientos puntuales ligados a F son los de la forma 
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(2) > M() =A(0+xX0 + y KO += KO, 
donde x, y, z designan constantes reales arbitrarias. 


Demostración. Supongamos que p sea el: sistema | de referencia móvil definido 
por (1). Entonces, el punto M(t) = A) ua xo + yX(0) + ¿K(1)es la imagen, por 
la isometría D,, del punto y =u + xi + y) + 2k de 9; se tiene pues 


M() = dp) = (10, 


lo cual demuestra que (2) define el movimiento de «la partícula» 4 de 7; de donde 
el resultado.] 

Igualmente se vería que los movimientos de los vectores ligados a F se definen 
por las aplicaciones de la forma 


(3) loe 0) = 0) + Y ÑO Sy ZK0) A 


donde X, Y, Z designan las constantes arbitrarias. 

En otros términos, existe identidad entre el concepto de punto [resp. vector] 
ligado a Y y el concepto de movimiento puntual ligado a p [resp. de función vec- 
torial ligada a p]. De ahí se deduce 


3. En cada instante, la rotación instantánea de un sistema de referencia móvil 
ligado a 4 es igual a la rotación instantánea del movimiento de F. 


En efecto, la rotación instantánea del movimiento de S verifica, para toda 
función vectorial W de la forma (3). 


97, = 201 VO. 


De ahí resulta que 20) es la rotación instantánea del sistema de referencia móvil p 
en el instante t (véase $ X.4). 


Observaciones 


1. Sea pp) =(4o; pi pa K,) un sistema de referencia 1 móvil particular ligado 
a $. Para que un sistema de referencia móvil p =(4;1,J, K) esté ligado a 4, 
es necesario y suficiente que el sistema de referencia móvil P sea fijo respecto a Po; 
en otros términos, es necesario > y suficiente que las coordenadas del punto A(1) y las 
componentes de los vectores ON To K K(oen el sistema de referencia po(t) sean 
constantes. 

Cuando se conoce un sistema de referencia móvil particular ligado a 4 se pue- 
den obtener, por tanto, todos los demás sistemas de referencia móviles ligados a 7. 
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Espacios móviles ligados a un sistema de referencia móvil indeformable 


Inversamente, vamos a ver que todo sistema de referencia móvil indeformable 
p de €, clase C* en un intervalo 1 de R, puede ser considerado (de una infinidad 
de maneras) como ligado a un espacio móvil. 

Para cada tel pongamos en efecto p(t) = (A(1); ON ON KO), y fijemos un 
punto t, de /. Pongamos 

> 
a=A(t9), ¿=Tto), =Tt0), K=K0), 

y definamos el movimiento de una partícula 4 =xu + d+ y + zk de 6 mediante 
la aplicación 


(€) 0.:1>86, tom =A0 +3 70 +70 + =K0). 


Entonces la aplicación P:1Xx8> 6, (t,11)+>q,(t) es de clase C*; puesto 
que el sistema de referencia p es indeformable, las aplicaciones 


5,::8>8€, 1+0/L0 = pq(1, 1) 


son isometrías (véase p. 623). Por lo tanto y define un espacio móvil (o, con más 
precisión, un movimiento de £ en £); la isometría D, es la que lleva a p(1y) sobre 
p(t), y por lo tanto p es un sistema de referencia móvil ligado al espacio móvil de- 
finido por q. 


Observaciones 


1. Se obtienen todos los espacios móviles a los cuales p está ligado considerando 
un espacio afín euclídeo cualquiera FP de dimensión 3, y una isometría cualquiera 
6 de Y en é. Las aplicaciones de la forma 


v:Ix SI +> 8,(1,0) + o(t, 04) 


definen espacios móviles a los que está ligado p, y resulta fácil ver que éstos son 
los únicos. 

En la práctica, dar un espacio móvil de clase C? equivale a dar un sistema de refe- 
rencia móvil indeformable ligado a este espacio; pero no hay que olvidar que al dar 
este sistema de referencia móvil el espacio móvil queda sólo determinado salvo 
por un «cambio de modelo». 

En lo que sigue se estudiará el movimiento de un espacio móvil con ayuda de 
un sistema de referencia móvil ortonormal ligado a este espacio. 
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Sistemas de referencia móviles ligados a un sólido en movimiento 


Consideremos un sólido en movimiento de rango > 2 (véase p.692). Vamos a ver que no es ne- 
cesario pasar por el intermedio de un «espacio móvil» ligado a este sólido (véase p. 698) para 
definir sistemas de referencia móviles indeformables ligados a este sólido (*). 

Supongamos en efecto que el movimiento de este sólido esté definido por una aplicación de 
la forma 


plIxM=>E (MES), 


tal que, para cada 1 €/, la aplicación D, : +» p(t, u) conserve las distancias. 


a) Si.A contiene por lo menos cuatro puntos no coplanarios a, f, y, 9, podemos definir un 
sistema de referencia móvil p ligado a este sólido poniendo 


(4) (wen pto = (40: To. Ho.Klo). 
con 


AD) =D. To) = PIMP" 
Zo =90.0/0. Ko = 910.040 - 


b) Si el sólido es de rango 2, entonces .4 contiene por lo menos tres puntos no alineados a, 
B, y; al orientar £, la relación 1 (4) permite todavía definir un sistema de referencia móvil ligado 


al sólido, estando las funciones A, 1, J definidas como anteriormente, pero con K(t) = 10) A ON 
(Los sistemas de referencia móviles así definidos son los que nos han servido implícitamente 
para establecer las proposiciones X11.3.1, XIL4.1 y XIL.4.2.) 


$ XIL7 MOVIMIENTO DEFINIDO POR UN SISTEMA 
DE REFERENCIA ORTONORMAL MÓVIL 


En este $ consideramos un espacio móvil .4 cuyo movimiento está definido 
dando un sistema de referencia ortonormal móvil de clase C? (ligado a F), o sea 


(1) p:i+> (40: To. To.Ko). 


(El estudio hecho en el $ anterior nos ha demostrado que nos podíamos limitar 
siempre a este caso.) 


(1) Si (como hizo Newton) se contempla el caer de una manzana, resulta indudablemente más fácil 
imaginar un «sistema de referencia móvil» ligado a esta manzana que un «espacio afín euclídeo» arras- 
trado en su caída. 
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e Para simplificar, supondremos que el espacio é está orientado de tal modo que 
el sistema de referencia móvil p sea directo. 

Al aplicar las fórmulas (4) del $ X.3 se ve que la rotación instantánea del mo- 
vimiento de 4 está definida por 


0) Zo =» 070 +40 70 +ro0K0., 
con 
dl > _ dE 
6) rw = 30 == VOZ. 
dE > dT 
at) = GT = KO -Gp> 


d> 2, dl 
n0'= 40 =— O 


Eligiendo adecuadamente el sistema de referencia ortonormal p ligado a 4, 
las fórmulas (3) permiten muchas veces un cálculo rápido de (A(1). Pero no hay 
que olvidar que muchas veces se puede también determinar £2(t) por el método 
de suma de los vectores rotaciones (véase $ X.6) o de composición de movimientos 
(véase p. 722). 


Determinación del eje instantánco de rotación y de deslizamiento 


El campo de velocidades del espacio móvil 4 en el instante / está definido al 
dar el vector £2(+) y su valor en el punto A(1), o sea: AO) = dA/df. Lo mismo que 
en el $ X.3 designaremos por £(+), (1), ¿(t), las componentes del vector dA/dt en el 
sistema de referencia p(t). 

El eje instantáneo de rotación y de deslizamiento de Y en el instante 1, que 
desigenamos A» admite pues la parametrización 2-+> M) definida por 


=> 3. BODA a 


AOM, = 120) + 2 
2 |? 


En el sistema de referencia p(t) la recta 4, se halla definida por las ecuaciones 
cartesianas: 


0 +902—rDy _100+r(09x—p0y _ 0 +p0y- 402 
70) a) r(%) ] 
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Observación. Si el espacio móvil admite un punto fijo A, es posible elegir el 
sistema de referencia móvil p de modo que se tenga A(t) = A para todo 1 € 1. Se 
tiene entonces V,(1) =0, y el eje instantáneo 4, pasa por A. Las ecuaciones de 4, 
en el sistema de referencia p(t) se reducen entonces a 


EA 
TONTO 


Campo de aceleraciones 


El sistema de referencia móvil p nos va a permitir la determinación fácil del 
campo [, de aceleraciones en el instante £. 

Por definición, el vector f'(M) es la aceleración, en el instante £, del punto 
t-coincidente de M. Si se designan por x, y, z las coordenadas de M en el sistema 
de referencia p(t),el movimiento del t-coincidente de M está definido por la apli- 
cación 


1>6. 1>o0)=A09+x 109 + y Ke) + =Ki0). 
Se tiene pues 


> PA 47. da ax 
= 010) = —ÑBPHXRHYR+H2<0 
LM) = 00 de Ñ TT % di? 


Ahora bien, las relaciones 


do > > d > > aR e 
a= 20110. = 20,0. q = 80 » 0) 


implican 
dí = ES A 0) + ro) A 0) A TO). 


y relaciones análogas para ddr y d2 Kar. De ahí se deduce, agrupando términos 


d%4 


6) Tn = 


+ z AACOM +20 a (20) a A(0M). 
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Se observará que en general el campo Fi no es un torsor (solamente lo es si 20) =0). 


$ XIL8 EJEMPLOS FUNDAMENTALES DE MOVIMIENTO 


e En este $ se supondrá el espacio € orientado. 


Traslación 


Volvamos a las notaciones del $1 y consideremos una familia (p,),e.4 de mo- 
vimientos puntuales en 6, que definen el movimiento de un sistema material en 
un intervalo de tiempo /. 

Se dice que este movimiento es un movimiento de traslación sí, para todos los 
., veM, el vector p,(1)pult) es independiente de t. 

Equivale esto a decir que los movimientos de las distintas partículas que com- 
ponen el sistema se deducen unos de otros por traslaciones fijas de 6. 

Resulta inmediatamente que este movimiento es el de un sólido; en efecto, para 
todos los u, v €.%, la distancia 


d[o,(0, 9.0] = | 0,090 | 


es constante. 
Se tiene inmediatamente 


XIL.8.1 Para que el movimiento de un sistema material sea un movimiento de 
traslación, es necesario y suficiente que en cada instante t el campo 7, 
de sus velocidades sea uniforme. 


Demostración. En cada instante 1, se tiene 
¿oo = Y, Y, 
(1) Gem = Velo] = Veo]. 
Para que el movimiento sea una traslación es necesario y suficiente que para 
todo 1 e l y todos los yu, v e Má, se tenga: Y [p,(1)] = V,[p,(1)], de donde el resultado.] 


El estudio del campo de aceleraciones lleva al siguiente resultado: 


XIL8.2 Para que el movimiento de un sistema sea un movimiento de traslación es necesario 
que en cada instante t el campo T; de las aceleraciones sea constante; esta condi- 
ción es suficiente si el sistema considerado es sólido. 


706 Cinemática del sólido 
Demostración. Por derivación se tiene 
== ES 
qee Dodo = Flota) — Ple): 


lo cual demuestra inmediatamente que la condición enunciada es necesaria. Inversamente, si tal 
condición se cumple, se tiene 


d? 


ADO AD = 0, 


d 


para todo 1€l y todos los y, v EM. Al ser fijos los puntos yu, v de 4, existen por lo tanto dos 
vectores constantes E J que verifican 


Mel PD =4+7, 
y si el sistema es sólido, se tiene 
[000 |? =14+71 =Cte, 
o sea : 


21712 +2047+ 171? =Cte, 
/ 


lo cual sólo es posible si ¿¡=0, de donde pu(t)py(1) = Cte; el movimiento es pues una 
traslación.]] 


Se tiene finalmente: 


XI.8.3 Para que el movimiento de un espacio móvil sea un movimiento de tras- 
lación, es necesario y suficiente que su rotación instantánea (1) sea nula 
en cada instante t. 


Demostración. Para que el campo de velocidades en el instante 1 sea uniforme, 
es necesario y suficiente que se tenga 20)= = (;de donde el resultado, habida cuenta 
de XIL8.1.] 


Observación. Para que el movimiento de un espacio móvil sea un movimiento 
de traslación, es necesario y suficiente que el espacio vectorial asociado sea inmóvil 
o, lo que es lo mismo, es necesario y suficiente que todos los vectores ligados a este 
espacio móvil sean constantes. 

Los sistemas de referencia móviles ligados a un movimiento de traslación son 
de la forma 


poo (AM: E, 
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+ 


donde Ez k designa una base fija de 6. 


Traslaciones rectilíneas o uniformes 


Volvamos al caso de un sólido cualquiera animado de un movimiento de tras- 
lación. Si el movimiento de uno de los puntos de este sólido es rectilíneo [resp. 
uniforme] lo mismo ocurre con todos los demás (ya que los movimientos de los 
distintos puntos del sólido se deducen unos de otros por traslaciones fijas). El mo- 
vimiento del sólido recibe entonces el nombre de movimiento de traslación rectilínea 
[resp. uniforme]. En el caso de un movimiento de traslación rectilínea, las trayec- 
torias de los distintos puntos son segmentos de recta paralelos. Por ejemplo, el 
movimiento de un ascensor es rectilíneo. 

Los movimientos de traslación rectilínea y uniforme son los movimientos de la 
forma 


Pu 1 llo) + vt — to) K 
? . . . . . nn 
donde k designa un vector unitario fijo y f, una constante. Se tiene, fácilmente 
XI1.8.4. Para que el movimiento de un sistema material sea un movimiento de 
traslación rectilínea y uniforme, es necesario y suficiente que el campo 
de sus velocidades sea a la vez uniforme e independiente del tiempo, es 
decir de la forma 


+ > 
M+> V(M) = VW, 
donde W designa un vector fijo. 
La importancia de los movimientos de traslación rectilínea no nos ha de 
hacer olvidar que existen movimientos de traslación no rectilíneos: por ejemplo, 


el movimiento de las bielas de una locomotora o el de una «gran rueda de 
ferias. 


Rotaciones 
Definición XI.8.1 
a) El movimiento de un espacio móvil recibe el nombre de movimiento 


de rotación si admite dos puntos fijos (en cuyo caso admite una recta de 
puntos fijos). 
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ción si existe un espacio móvil, animado de un movimiento de rotación, 


| b) El movimiento de un sólido recibe el nombre de movimiento de rota- 
al cual esté ligado este sólido. 


Nos podemos limitar al caso de un espacio móvil /. Si A, B designan dos 
puntos fijos de este espacio, podemos elegir un sistema de referencia ortonormal 
móvil directo p =(A ¿T.J, K) ligado a Ff, de origen fijo A y tal que É sea el vector 
fijo k =,4B/I AB || (véase la figura 1). 

Si 2(1) designa la rotación instantánea de 4, la relación 


demuestra que el vector 2) es colineal con el vector fijo K, por lo tanto de la forma 
Q(1)= ow(t) K, donde «w designa una función numérica. El número w(t) recibe el 
nombre de velocidad angular del movimiento en el instante ?. 

Designemos por 1+> M(+) un movimiento puntual ligado a 4. Su velocidad en 
el instante 1 es 


16) pd =V(M)= 20) A AMO =00k a AM. 


> Plijamos dos vectores fijos NA de € tales que el sistema de referencia 2=(4 ; 
Ed K) sea ortonormal y directo. Si (x(1), y(£), z(1)) designan las coordenadas del 
punto M(t) en este sistema de referencia, la relación (2) se traduce en las ecua- 
ciones diferenciales 
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6) x()=-00y0, y(0)=0a09x0., (0 =0. 


Designemos por 0 : t+>0(f) una primitiva cualquiera de la función «w. Se ve en- 
tonces fácilmente que las soluciones de (3) son de la forma 


(4) x(1) = Reos (01) — 00); y(0) = Rsen(0(1) — 00); 2) = 20, 


donde R, 07, zy designan constantes arbitrarias. 

Nos encontramos de nuevo con el hecho de que los puntos de la recta (4, % 
son puntos fijos de .F; se ve seguidamente que los movimientos de los puntos de P 
no situados sobre esta recta son movimientos circulares de la misma velocidad an- 
gular w(1): Sus trayectorias son circunferencias de eje (A, h). 

El movimiento de rotación se denomina uniforme si su velocidad angular «w es 
constante. Los movimientos puntuales ligados a Y son entonces movimientos 
circulares uniformes. P. 

En el caso general, el campo de aceleraciones I, se halla definido por 


(WMeS) T(M)= E AAM+ 20 A (20 n AM) 


(véase fórmula (3), p. 704), o sea, designando por H la proyección de M sobre la 
recta AB, 


TM) =09K a AM - 00) HM. 


(Esta fórmula se podría también deducir del estudio del movimiento circular hecho 
en el $ XI.4.) 


Movimiento helicoidal unifome 
Definición X11.8,2. 


Sea 4 un espacio móvil en 6. Se dice que el movimiento de p es un mo- 
vimiento helicoidal uniforme si existe un sistema de referencia ortonormal 
fijo R= (051), h) de € y un sistema de referencia ortonormal móvil 
p=(4;1, E E) ligado a $, tales que en cada instante t, se tenga (véase 
la figura 2) 


DA =0wk, Ko=X% 


6) 1(t) = Tos wt + senor $ Yo = — Ísenoo! + cos wt 
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$ donde w» y v designan constantes numéricas no nulas. 


Figura 2. 


Cambiando si es preciso R por — E (y K por — e) nos podemos limitar siempre 
al caso en que el sistema de referencia 2 es directo. Se puede decir entonces que 
el sistema de referencia p(t) se deduce de 2 por el desplazamiento helicoidal com- 
puesto por la traslación de vector vtk y por la rotación de ángulo wt alrededor del 
eje 4 =(0,k). 

Los movimientos puntuales ligados a 4 son de la forma 


> MO =A4A0+a 0 +0 X0+ck (a,b, = Cte). 


Poniendo a =rcosy, b= rsen y, se ve que las coordenadas de M(1) en el 
sistema de referencia fijo 2 son 


(6) x(t) = rcos (ot + Y), y() =rsen(ot + Y), (0) =v1 +cC. 


Para r 4 0, el movimiento definido por (6) es un movimiento helicoidal uniforme 
(véase curso del terminal C). Su trayectoria es una hélice circular de eje 4 =(0, %) 
y de paso ». 

Ed r=0 las relaciones (6) definen un movimiento uniforme sobre la recta 
(O, k). 

Existe, pues, una recta D de 4 cuya «posición» en cada instante es la recta 4 
de $ (en otros términos, con las notaciones del $ 3, se tiene D,(D) = 4). Por abuso 
de lenguaje, se dice que la recta D de 4 se desliza sobre A. 

Las expresiones de las funciones /, J, K hacen ver inmediatamente que la rota- 
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ción instantánea de Y es constante e igual a YU = wk; el campo de velocidades en 
el instante t se halla definido por 


Tm) = Va) +8 a AO0M=k +2 50M, 


Este campo es pues independiente de t; en cada instante, el eje instantáneo de 
rotación y de deslizamiento es la re recta Á (denominada eje del movimiento helicoidal). 

El campo de aceleraciones T. es el mismo que en el movimiento circular uni- 
forme de velocidad angular «w alrededor del eje (O, k),0 sea 


(Mes) T¡M)=B 1 (8 1 0M)=- 0" HM, 


donde H designa la proyección ortogonal de M sobre 4. 


Observación. Se puede definir un concepto más general de movimiento heli- 
coidal (no necesariamente uniforme). 


Movimientos elementales 


Diremos que el movimiento de un sólido Y en $ es elemental si se puede definir 
mediante, un sistema de referencia móvil de la forma (5).El sistema de referencia 
fijo L ñ k se supone siempre ortonormal, pero las constantes numéricas «, ” no 
están sujetas a ser no nulas. Se ve inmediatamente que 


a) sio=v=0, 4 es inmóvil; 

b) siw=0, con v 40, el movimiento de S es un movimiento de traslación 
rectilínea uniforme, cuyo vector velocidad es vk; 

c) siv=0, con w 40 el movimiento de Y es un movimiento de rotación 
uniforme alrededor de la recta 4 =(0, K): su rotación instantánea es el vector 
2Q=o0Xk; 

d) sivz0 y w %0, por definición, el movimiento de .4 es un movimiento 
helicoidal uniforme. 

El caso b) nos proporciona (al variar v y k) el movimiento rectilíneo uniforme 
más general. 

El caso c) nos proporciona (cuando varían » y Í) el movimiento de rotación 
uniforme más general. 

En esta discusión, los movimientos particulares constituidos por la inmovilidad, 
las traslaciones rectilíneas uniformes y las rotaciones uniformes, aparecen como 
movimientos helicoidales degenerados. 

En conclusión, los únicos movimientos elementales son: el movimiento helicoidal 
uniforme propiamente dicho y los movimientos helicoidales uniformes degenerados 
(inmovilidad, traslación rectilínea uniforme, rotación uniforme). 
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Movimiento elemental tangente, en un instante dado, a un movimiento dado 


Definición XIL.8.2 


Se dice que los movimientos de dos espacios móviles son tangentes en un 
instante t si tienen, en el instante t,el mismo campo de velocidades. 


El estudio que antecede nos permite establecer 


Xn.8.1 En cada instante existe un movimiento elemental único tangente al 
ll movimiento de un espacio móvil dado SF. 


Demostración. Designemos por 7, el torsor constituido por el campo de ve- 
locidades de .F en el instante ?. 


a) Si el campo A es nulo, el movimiento de Y es tangente a «la inmovilidad». 
b) Si el campo VÁ es uniforme, pero no nulo, o sea 7, = K, el movimiento 
de .F es tangente a una traslación rectilínea uniforme de vector velocidad K. 


c) Si el campo VA no es uniforme, es de la forma 
> == => 
M+> VA) + 2 n AM 


rá ens 
donde A designa un punto cualquiera de £ y 4 el vector rotación instantánea de 4 
en el instante £. Tomando A sobre el eje helicoidal 4 del movimiento de 4 en el 
instante ?, se ve que este campo es de la forma 


M>i2+0n AM. 


e Si ¿=0, el movimiento de Y es tangente a un movimiento de rotación 
uniforme de eje 4. 

e Si ¿4 0,el movimiento de ./ es tangente a un movimiento helicoidal uni- 
forme de eje 4. 

Hemos demostrado así la existencia, en cada caso, de un movimiento elemental 
tangente al movimiento de 7; se comprueba fácilmente que este movimiento es 
único.] 


Observaciones 


1. Dos movimientos tangentes en un instante dado £ tienen la misma rotación 
instantánea (1); si Q(1) 4 0, estos dos movimientos tienen, en el instante t, el 
mismo eje instantáneo de rotación y de deslizamiento. 
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Por el contrario, tales movimientos no tienen necesariamente el mismo campo 
de aceleraciones en el instante 7. 

2. Entiéndase bien que el movimiento elemental tangente en el instante 1 a 
un movimiento dado de espacio móvil depende en general de ?. 


Concepto de movimiento estacionario 


Definición XIL.8.3 


3 Se dice que el movimiento de un sistema material es estacionario si el 
campo de sus velocidades es independiente del tiempo. 


Pongámonos en el caso en que, en cada instante, el sistema material considerado 
ocupa todo el espacio 6. Para que el movimiento de este sistema sea un movimiento 
estacionario de espacio sólido, es necesario y suficiente que el campo de sus veloci- 
dades (que entonces se halla definido en todas partes de £') sea un torsor fijo de £. 

Se ve entonces fácilmente que los únicos movimientos estacionarios de espacios 
sólidos son los movimientos elementales definidos anteriormente. 


Demostración. Al ser estacionarios los movimientos elementales, nos basta demostrar que no 
existe otro movimiento estacionario de espacio móvil. 

Supongamos pues dado un espacio móvil 4 cuyo campo de velocidades sea un torsor fijo t 
de $, Si r es un campo uniforme, sabemos ya que el movimiento de F es la inmovilidad, o un mo- 
vimiento de traslación rectilínea uniforme. 

Si el campo r no es uniforme, es de la forma 7 : Mt+k + wk a OM.donde O designa un 
punto de su eje central 4 y K un vector director unitario de este eje (las constantes «», Y verifican 
wA0), 


Los movimientos puntuales t +» M(+) ligados a F verifican la ecuación diferencial 


dM A >» — 
(7) na T(M(0)) = 0k + wok A OM(). 


Para integrar este sistema, tomemos dos vectores 107 tales quel, h) sea una base ortonormal 
directa de £. En el sistema de referencia (O; í, j, k) la ecuación diferencial (1) se traduce en el 
sistema diferencial 
(8) Y) =- 09, 4(0)=0x0, (0) =v. 


Se ve inmediatamente que las soluciones de (8) son las ternas (x, y, z) de funciones de la forma 


(9) x(t) = r cos a(t — to), y) =rsenwo(t — to) 2l) =vt +20). 


De aquí se deduce que el movimiento de 4 es un movimiento de rotación uniforme de eje 4 
si v =0, y un movimiento helicoidal uniforme de eje A si v A 0, de donde el resultado.] 
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$ XIL9 MOVIMIENTO PUNTUAL RELATIVO 


Los movimientos que podemos observar se hallan casi siempre referidos a un sistema ligado 
a nuestro globo terrestre; ahora bien, un tal sistema de referencia no es fijo, sino que está en mo- 
vimiento respecto a las estrellas. Esto nos lleva al problema matemático siguiente: 


Problema del movimiento relativo 
Se supone dado un sistema de referencia móvil de € 
ce pto = (49 Ko, Ko, K(0) 


de clase C? en un intervalo / de R y se define un movimiento puntual M : 1> € 
dando, en cada instante 1,las coordenadas x(1), y(1), z(1) del punto M(+) en el sistema 
de referencia p(t). 

Nos proponemos determinar la velocidad y la aceleración de este movimiento 
por medio de las derivadas de las funciones x, y, z (supuestas estas funciones de 
clase C? en /). 

La solución de este problema no ofrece dificultad. Para todo t €] se tiene, en 
efecto , 


(1 MO) =4(9+x0 70 +00 +40 K(0, 


de donde, derivando, 


dM _ 7 
TO VADO) HO 


con 
A dl dT dK 
Veo = Ls 3 +03 + 20 Gp 
y 
Q) Vo) =x070 +00 +0 K0. 


> 24 . . . pal 
Designemos por Q(1) la rotación instantánea del sistema de referencia móvil p 
en el instante 1. Se tiene 


Po LB rs 07 +07 +20K0] 


oO sea 
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e) Tao = LL 4380» HOMO 


Para interpretar el segundo miembro de (3), consideremos un espacio móvil 4 
al cual esté ligado el sistema de referencia móvil p. Entonces VADO) es el valor, en 
el punto M(t), del campo de velocidades de .Y en el instante 7; en otros términos, 
V.(1) es la velocidad del t-coincidente del punto M(1). Establecemos la siguiente 


Definición XH.9.1 


El vector AO) recibe el nombre de velocidad de arrastre del movimiento 
puntual M en el instante t; el vector AN) definido por (2) recibe el nombre 
de velocidad relativa en el mismo instante; para distinguirlos de los 
anteriores el (verdadero) vector velocidad del movimiento en este instante, 
o sea dM]dt, recibe el nombre de velocidad absoluta y se designa por V.0. 


Con estas notaciones, se tiene en cada instante 1, la relación fundamental 


y+70 


(4) 


Observación. La fórmula (3) muestra que el vector AO) depende solamente 
del movimiento definido por el sistema de referencia móvil p, y no se altera si se 
sustituye por otro sistema de referencia móvil p, ligado a 4 (es decir fijo respecto 
a p). El vector AO) depende solamente del movimiento de M. El vector V,(1) 
depende por lo tanto sólo del movimiento de M y del movimiento de 7; por otra 
parte, se podría comprobar esto por medio de un cambio de sistema de referencia. 
En seguida encontraremos de nuevo estos resultados mediante una definición in- 
trínseca de Y, y V.. Eo 

Desde un punto de vista intuitivo P, es la velocidad de M respecto al sistema 
de referencia p; A es la velocidad que tendría M en el instante ? si estuviera ligado 
al sistema de referencia p. 


Aceleraciones 


Al derivar nuevamente (1), se obtiene 


2 Y 
EL Tao + Tao +T40. 
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con 
> dea ar ay. AR 
TADO = 4 + 0D + y(0) FT + z(1) Era 
(5) To =x0T0 +00 +"0K0» 


=p Va YÁ dK 
TAD = vo S + yoS + o) 


a) El vector TD es evidentemente la aceleración del t-coincidente del punto 
M(t) en el movimiento de .F.Es el valor en el punto M(t) del campo de acelera- 
ciones en el instante 7, o sea, según la relación (3) del $7, 


2 —> > 
T0) = E + el A AMOMO + 20 a (2) a AMO). 


Este vector recibe el nombre de aceleración de arrastre del movimiento M en 
el instante £. Intuitivamente, es la aceleración que tendría la partícula M si estu- 
viera ligada a Y y ocupara la misma posición en el instante ?. 

b) El vector F',(t) definido por (5) recibe el nombre de aceleración relativa 
del movimiento M en el instante 7. Es la aceleración «aparente» de M para un 
observador ligado al sólido 4. 

c) Elvector I".(t) recibe el nombre de aceleración complementaria, o aceleración 
de Coriolis del movimiento de M en el instante /. Introduciendo el vector rotación 
Q(1), se obtiene 


To) =2 80 1 (070 +y0.L0 +0 K0) 


o sea, por comparación con (2) 


To =2 820 a Vo |. 


d) Finalmente, el vector d?M/d1? (que es la verdadera aceleración del movi- 
miento de M en el instante 1) recibe el nombre de aceleración absoluta del movi- 
miento en este instante. 

Se tiene pues, en cada instante: 


(6) To = Tao +T0 +2 80) a Y 


Se demostraría fácilmente que los vectores Ti y To dependen solamente de 
los movimientos de M y de 4, y no del sistema de referencia p utilizado. 
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Observación. Un observador ligado al sólido Y que pretendiera aplicar al movimiento rela- 
tivo las leyes fundamentales de la Dinámica, vería como éstas fallaban; se daría cuenta así de 
que el sólido 4 no está fijo. 

Sin embargo, si el sólido $ tiene un movimiento _de traslación rectilínea uniforme, se tiene, 
en cada instante: (rt) =0 y 2Q(t) =0, de donde Ti) = = TO. El movimiento del sólido 4 
resulta entonces imperceptible para un observador ligado a este sólido. 


Definición intrínseca 

Vamos a ver ahora en que modo se puede definir la velocidad relativa de M 
dando únicamente el movimiento de 4, con independencia del sistema de referencia 
móvil elegido p,ligado a F. 

Volvamos a las notaciones del $3 y consideremos un espacio móvil definido 
por medio de una aplicación 


p:IxS => 8,(1, 1) Ql, u) 


tal que para cada t€1, la aplicación bd, : Y > 6, +> p(t, u) sea una isometría, 

Designando como siempre por M :t+> M(t) un movimiento puntual en 6, 
pongamos, para todo 1€1, m(t) = D(M(t)). La aplicación! > FP, t+>m(t) así 
obtenida define un movimiento puntual en F, al cual llamaremos movimiento 
relativo, O movimiento intermediario de M. La trayectoria de este movimiento será 
denominada trayectoria relativa (o intermediaria) de M en 4. 

Por construcción, se tiene M(t) = D(m(t) = p(t, m(t)); de donde aplicando el 
teorema de derivación de funciones compuestas 


') 2. oe, m0) + ole m0). 


designando por q; la derivada parcial de la función y respecto a la variable de 
tiempo £ y por q, su diferencial parcial respecto a la segunda variable. 

Ahora bien, por ser la aplicación 0, : ¡1+> g(t, 1) afín, su diferencial (respecto 
a la variable ¿c) es igual a su parte lineal, a la que, como de costumbre, designaremos 
por F,. Se tiene pues 


6lt, m0) = DS, = F,. 


o sea, cambiando de notaciones 


dm 
oli m0) q, = Ale) . 
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Por otra parte, la aplicación 1 + €, r > p(r, m(t)) es la que define el movi- 
miento del punto f-coincidente de M(t). El vector p;(t, m(t)) es pues igual a la 
velocidad de este movimiento en el instante £, y este es el vector al que hemos lla- 
mado velocidad de arrastre de M en el instante 1, y hemos designado por V(t). 
La relación (7) se escribe pues 


dM dm Pa. 
ar Ed) + Vo; 


de aquí deducimos, por comparación con (4). 


La velocidad relativa del movimiento de M en el instante £ es pues la imagen, 
por la aplicación lineal F, = L(0,), de la velocidad del movimiento relativo en 
este instante. 

e En otros términos, la velocidad relativa de M en el instante t es la posición en € 
de la velocidad del movimiento relativo de M en este instante. 


Observación. El movimiento relativo t+>»m(t) depende esencialmente del «mo- 
delo» elegido para definir el espacio móvil 4; queda solamente definido salvo una 
isometría. 


Para dar una idea de lo que puede ser este movimiento relativo (que es ficticio) consideremos 
de nuevo el ejemplo del avión dado en el $ 2. Si un cineasta quiere filmar una escena que se supone 
se desarrolla a bordo del avión en vuelo, construirá en sus estudios una maqueta del interior de 
un avión; en esta maqueta (inmóvil) hará representar a los actores la escena en cuestión: éstos 
realizan entonces movimientos relativos respecto al avión. Pero esta misma escena podría ser re- 
presentada por otros actores en otra maqueta del avión: el movimiento relativo queda solamente 


definido salvo una ¡isotermia. 

Los conceptos de movimiento relativo y de trayectoria relativa, aunque ficticios, son muy 
valiosos para el estudio de los sólidos en movimiento (véase el estudio de los axoides en el $11, 
y del movimiento plano sobre plano en el $ 12). 


Derivada de una función vectorial 
Volvamos a las notaciones del comienzo de este $ y consideremos una función 
vectorial MW: 1 > E definida dando, en cada instante 1, las componentes X(t), Y(t), 


Z(t) del vector Wo en la base (Mo, 0, K(0) de E. Se tiene entonces: 


Mel Yo=Xx0T0+Y0Ñ0+Z0XK0. 
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de donde, por derivación (si las funciones X, Y, Z son derivables). 


dW 
ei = Win + TAO 
con 
Yu = Xx 070 + Y 070 +Z0K0 
R RR 
Wu) = xo Y + ro Y ZA ZO 
= 20» (X(0 o + a + Z(0)K(0) 

oO sea AO) = 2) A Wo. 


El vector W: 0) recibe el nombre de derivada relativa de la función vectorial Wen 
el instante £; el vector W: (1) recibe el nombre de derivada de arrastre de esta función. 

Si se considera el movimiento del espacio vectorial S asociado a 4, el vector 
W;(1) [resp. TAON no es sino la velocidad relativa [resp. de arrastre] en el ins- 
tante £ del movimiento puntual t>W(D. 

Por esta razón, el vector W'(1) = dW/dr se denomina a veces derivada absoluta 
de la función 


$ XIL10. MOVIMIENTO RELATIVO DE UN ESPACIO 
MÓVIL RESPECTO A OTRO 


e En todo este $, designamos por £, 4, U espacios afines euclídeos orientados 
de dimensión 3. 


Movimiento compuesto 


Designemos por 7 un intervalo de R, por: 1x F >4 una aplicación de 
clase C? que define un movimiento de FP en € y por y: 1x8 => F una aplica- 
ción de clase C? que define un movimiento de U en Ff. Para cada t € I, designemos 
por 0, la isometría de 4 sobre $ definida por 

WueS) Bu) = p(t, 4), 
y sea Y, la isometría de G sobre Y definida por 


(WE %) PU) =Y0,2). 
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Entonces, la aplicación 
(1) 0:Ix BE, ¿+ PY 2) = 0,0 Y,(2) 


define un movimiento de G. en 6, al que se le da el nombre de compuesto (o: resul- 
tante) de los movimientos dados. 

En estas condiciones, el movimiento de .4 en 6 (definido por q) recibe el nom- 
bre de movimiento de arrastre; el movimiento de % en £ (definido por y) recibe 
el nombre de movimiento relativo. | 
e Para abreviar, designaremos por 0 = p T y la aplicación definida por (1). 

Si la isometría Y, : UG > Y es independiente del tiempo, el espacio móvil T 
se dice que es fijo respecto a .7 o ligado a ./. Según el estudio hecho en el $ 3, se 
ve que esto ocurre si, y solamente si, las aplicaciones ¿ y 9 definen el mismo 
movimiento. 

En otros términos, dos espacios sólidos tienen el mismo movimiento si, y sola- 
mente si, el movimiento relativo de uno respecto al otro es la inmovilidad (siendo 
esta relación evidentemente una relación de equivalencia). 


Movimiento inverso 


Sea 
P:1x SL > €. 09 Qt, 1) = P(w) 


un movimiento de Y en $ y, para todo 1 € 7, designemos por Y, =D;1 la ¡iso- 
metría recíproca de P,. El movimiento de 6 en 4 definido por la aplicación 


ÚV:IxE => SI 1, Mj> YM) = db, UM) 


recibe el nombre de movimiento inverso del movimiento definido por y. Se ve inme- 
diatamente que el compuesto de estos dos movimientos (tomados en un orden 
cualquiera) es la inmovilidad. 


Campo de velocidades de un movimiento compuesto 


Volvamos al caso general expuesto al comienzo de este $. El problema que nos 
proponemos, consiste en determinar el campo de velocidades del movimiento com- 
puesto 0.conociendo el campo de velocidades del movimiento de arrastre y. y el 
campo de velocidades del movimiento relativo y; pero el campo de velocidades 
de y es un campo en £, mientras que los campos de velocidades de p y 0 están 
definidos en £. Esta comparación exige pues algunas precauciones. 
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Para cada tel, designaremos 

e por Y, el campo de velocidades (llamadas absolutas) del movimiento com- 
puesto definido por 0; 

e por Y, el campo de velocidades (llamadas de arrastre) del movimiento de 
arrastre definido por p; 

e por Y, el campo (definido en .4) de velocidades del movimiento relativo 
definido por y; definiremos un campo 7, en £ asociando a cada punto M de 
$, el vector Y, (M)D, o W, o Br UM). El vector V,(M) es la posición en 
el instante t de la velocidad del movimiento relativo del punto 2 de % definido por 
O(t, 2)=M (punto t-coincidente de M en %). 

El campo PV, se denominará campo de velocidades relativas. 

Los tres campos Da. Po. y V,, se hallan definidos en £, y se tiene, por 
aplicación de los resultados del $ anterior, 


0) (men Va, 
En efecto, si 2 define un punto cualquiera de U y si ponemos M = 0(t, 2), el 
vector V, (M) no es sino la velocidad absoluta del movimiento 
0, :t+=> 0(4, 4): 


el vector P.M) es la velocidad relativa de este movimiento respecto a Y y el 
vector TM) es la velocidad de arrastre de este movimiento. 


Extensión 


Consideremos un número cualquiera 1 > 2 de espacios afines euclídeos de 
dimensión 3, sean éstos 6, €,, ..., €,, y para cada ¡=1,2,...,n— 1, supon- 
gamos dado un movimiento de 6, en 6,+, mediante una aplicación 

0: 1x8, > Ei41, (1,1) At, 1) = Din) 
El compuesto de estos movimientos es el movimiento de $, en 6, definido por la 
aplicación 
0=Pr1 TO To Tp: 1x 6 >. (000, 
com, 
O, = Br 119 By 24000901, 


para todo tel: 
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Para cada ¡= 1,2, ...,n— 1, designemos por Vis la posición en €, en el instante t, 
del campo de velocidades del movimiento de €, en € +, definido por q, (es decir, la 
imagen de este campo por la parte lineal de la isometría 


Pri o Dp 2 000 0D, 1). 


El campo 7, de velocidades del movimiento compuesto viene entonces dado por 


un a 4 > dE 
De aquí resulta inmediatamente que la rotación instantánea ((1) del movimiento 
compuesto 0 es 


3) 


desginando por L.. la posición en €,, en el instante 1,de la rotación instantánea 
del movimiento de $, en 6,+. 

La relación (3) resulta a veces muy cómoda para determinar la rotación ins- 

tantánea ri) de un movimiento, pues basta considerar este movimiento como el 
compuesto de movimientos simples, 
e En la práctica, la determinación de los vectores ro) no presenta dificultad, 
aunque su definición sea aparentemente complicada; ya que, en general, todos estos 
movimientos quedan definidos al dar para cada ¿=1,2,...,n—l, un sistema 
de referencia móvil p, de 6, ligado a 6,.Para determinar el vector 20, basta 
pues conocer las componentes, en el sistema de referencia p;+,(1), de la rotación 
instantánea del movimiento de p, respecto a py+,, lo cual es fácil. 


Estudio de un ejemplo 


Problema: Sea(O; Ñ Ga X) un sistema de referencia ortonormal directo fijo de $. 
Se define un sistema de referencia móvil ortonormal p = (4; 1, TT, K) dependiente 
del parámetro real f por medio de las relaciones siguientes que definen dos bases 
ortonormales móviles intermedias (2, 3,7%) y (ú,, 81. W¡): 


> > > > 
u= ¡Cos! + ¡¿sent, v= — ¡sent + /cost w=k 

> > > > 

4 =%, W=0 os 0 + sen0, w, = — vsend + kcos O 

> >» > > > 

OA =au,I=u so +0, seno, J = — u, senp + 1,cosp. K=0%4, 
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En estas relaciones, a designa una constante y 0, y dos funciones de clase C? de 
la variable £. cd > 
_3e pide expresar la rotación instantánea (Q(1) del sistema de referencia (4, 1, 
J, K) en cada uno de los cuatro sistemas de referencia y después determinar el 
3 Istantáneo A, en el sistema fijo (O; i, j, k) y en el sistema de referencia móvil 
(451,4, K). 


i=i 


Figura 3, 


Solución. 


Designemos por o y 6, los sistemas de referencia móviles intermedios defini- 
dos por 


>>> >» >> 
o=(0;u,v,w), 01 = (A;4,,01,w1). 

5% Pr > 

e La rotación del movimiento de o respecto a 2 es el vector k. 


e La rotación del movimiento de «, respecto a a es el vector 0'(1) l. 
e La rotación del movimiento p respecto a o, es el vector (1) K. 


La rotación del movimiento de p respecto a % es pues el vector 
20) =E+00%+00K. 
(Se podría encontrar de nuevo la expresión de Z considerando momentáneamente 


las variables 1, 0, p como independientes y aplicando el principio de la suma de 
vectores rotaciones dado en el $ X.6.) 
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Utilizando K = sen 0 ES + cos 0 K, se deduce en primer lugar 


() Z= 0d, + sen 00, + (p' + cos 9) w, y 


Seguidamente, de ú =Tcos P Tsen Py D, Tsen y + Tcos q, se deduce 


(2) Z = (0' cos y + senOsen p) 1 + (send cos p — 0'sen p) Ts 

+ (q + cos 0) K 
De K=—DUsen0+ K cos 6, se obtiene inmediatamente la expresión de 2 en la 
base (2, D, », que es: 
6) D=0%-—p'sent + (1 + p'cos 0)%. 
Finalmente, pp expresión de ú y D en función de Í y j proporciona la expresión de 2 
en la base (1, j, k), que es 
(4) R= (0' cost + p'senO sent) 7 + (0'sen t — p'sen O cos o 

+ (1 + p'cosO)É. 


b) Escribimos: E=| 22 =0* + y? +29'cos0 + 1. 
Situémonos en un intervalo / de R en el que E no se anule. Entonces, para 
cada 1€/, el eje instantáneo 4, queda definido paramétricamente por 


3, de 
La 


2+M,, donde AM,=/2 + = 


Se tiene 
> > 
dA >, aQrau 


ES 
“ar 7%, de donde AM, = 2 + E 


Un cálculo inmediato da: 21 3=—(1 + p'cos0) 3 +0' ko 


e >>> 
Parametrización de 4, en (451, J, K) 
>? > . . 
Las componentes de Q / v son, en este sistema de referencia, 


= (1 + p'cos O) cos y + 0'sen O seno , 
(1 + p'cos O)senp + O'sendcosp, 0'cosO. 
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De donde resulta la parametrización de 4;: 
X = 1(0' cos y + sen0 sen p) + ¿0 sen f seny — cos p(1 + p'cos 0)) 


Y = A(— 0'senp +sen (O cos q) + (0 sent cos y + (1 + cos 0) sen y) 


Z= Mo! + 0050) + Z0'cos0. 


Parametrización de 4, en (0;1,5k) 
Las componentes de 4, en este sistema de referencia son 
= cos t(l + p'cos 0), —sent(1 + p'cos0), 0. 
Por otra parte 
OM, - AM, + alí cos 1 +] sent). 


De donde resulta la parametrización de 4+: 


x=acost-— qoos 11 + p'cos 0) + A(0' cos 1 + p'senó sent) 
y=asent— Eseni(l + p'cos 0) + 2(0' sent — p' sen0 cos 1) 


2=300+A1 + p'cos 6). 


$ XIL11  AXOIDES 


En todo este $ suponemos dados dos espacios euclídeos orientados F, 6 de 
dimensión 3 y un movimiento de 4 en €, definido por la aplicación 


9:1xS > €,(,1)+ q, 1) = Pp) 


+ 
Supondremos que la rotación instantánea Q(t) de este movimiento no se anula nunca; 
designaremos por 4,el eje instantáneo de rotación y de deslizamiento de .4 sobre $ 
en el instante 1, que es una recta de 6, definida para cada tel. 


LELONG 11-24 
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Axoide absoluto 


Designemos por A : t+> A(+) un movimiento puntual cualquiera ligado a 4. 
Entonces la recta 4, admite la parametrización 


0) 240 02) = 40 + 20 + Bo rn GER). 
|[2(0 [4 


La hoja reglada ./ de £ definida por la parametrización 
(2) P:IxR>=6, (4,2) + P(u, 4) 


recibe el nombre de axoide absoluto del movimiento de 4 sobre 6. Intuitivamente, 
es la superficie de 6 engendrada por el eje instantáneo 4, cuando £ varía en /, 


Esta hoja no depende evidentemente de la elección del movimiento puntual A ligado a 4; 
la sustitución del movimiento puntual A por otro movimiento puntual B ligado a 4 equival- 
dría a hacer el cambio de parámetros (u, 4) +> (u, 2) definido por 


Axoide relativo 


Por hipótesis, para cada 1 € /, la aplicación 
9:97 >€, pH (1,4) 


es una isometría. Designemos por d, = D1(4,) la imagen recíproca de 4, en esta 
isometría; 0, es una recta de Y definida por la parametrización 


2+ 07 (PLA) (MER). 


Al variar £, esta recta engendra en 4 una hoja reglada 2, que llamaremos 
superficie intermedia, definida por la parametrización 


(3) g:IxR>9 (ul DB, '(Plu, 2). 
Finalmente, para cada fe /, la imagen de 2 por la isometría D, es una hoja 


reglada de $, que designaremos por X, y que recibe el nombre de axoide relativo 
en el instante £. 
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Para cada par (1,u) el x I, sigamos designando por D,, el desplazamiento 
de £ definido por D,,, =D,o Dz! Se ve entonces que el axoide relativo en el 
instante t se halla definido por la parametrización 


(4) O,:IxR > 68,(4,2)+> 0,00, (P(u, 2)) = D, (Pu, 2) . 


Para todos los instantes 7¿, 1 € , se ve inmediatamente que el axoide X, se deduce 


de X,, por el movimiento D,,, (puesto que se tfene: D,,, = D,,,¿ 9 D,,p). 


Desde un punto de vista físico, se puede considerar la superficie E como un sólido ligado a 
$; y, es la posición de este sólido en el intante £: es por otra parte por la realización material 
de «Y y de Y que se realiza efectivamente el movimiento de F en $: un estudio cinemático más 


profundo permite establecer que Y rueda y se desliza sin pivotar sobre .4: es la teoría de los en- 
granajes. 


Posición relativa de los axoides absoluto y relativo 
El axoide absoluto 7 se halla definido por la parametrización 


P:IxR > 8,(t,2) + P(t, 4) 


definida por (1). La superficie intermedia Y se halla definida por la parametrización 
g: 1 xR> S tal que, para todos los (u, 2) el X R se tiene 


P(u, 2) = D,(g(u, 4); 


el axoide relativo X, en el instante 1 se halla definido por la parametrización 
(4) Q,:IxR > 6,(u,2)+ Qu, 2) = B(glu, 2) . 


Para u=1, se tiene pues 


(WEeR) Ot. 4) = P(u, 2); 


ello demuestra que las hojas «4 y L, tienen en común la generatriz Á,. 
0 
Por otra parte, para cada (u,2) el xR, el vector O(u, 2) se deduce del 
' 


vector g/(u, 2) por la aplicación lineal F, (parte lineal de D,). Es pues la posición, 
en el instante f, de la velocidad del movimiento relativo u+> g(u, 2); para u= t, 
este vector es igual a la velocidad relativa del movimiento puntual compuesto 


1+> P(t, 2) = B(glt, 2): 
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la velocidad absoluta de este mismo movimiento en el instante £ es el vector 


0 
E P(t, 2), tangente al axoide absoluto en el punto P(t, 2). Ahora bien la velocidad 
p 
de arrastre del movimiento puntual 1+> P(t, A) en el instante 1 es el vector V(P(t, 
2)), el cual, por definición, es colineal con 4, (ya que P(t, 2) € 4,). Al ser el vector 


E > Le 
PU 2) = [E Qu, a = V(P(, 2) 
colineal con la generatriz 4,, podemos enunciar: 

En todo punto de la generatriz A, en que una de las hojas regladas 4 o 2, admite 
un plano tangente, la otra admite también un plano tangente, y tales planos tangentes 
se confunden. 

En efecto, el plano tangente a 2, [resp. .7] en el punto Q,(t, 4) = P(t, 4) es 


(si existe) el plano que pasa por 4, y es paralelo al vector > O¿(u, 2), = pLresp. 
ni 


0 
ar P(t, 2). 

Para abreviar, se dice que los axoides 7 y 2, son tangentes a lo largo de la ge- 
neratriz Á,; pero no hay que olvidar que pueden existir puntos de 2, en que estas 
superficies no admitan plano tangente (por ejemplo, si son conos o superficies desa- 
rrollables). 


Determinación práctica de los axoides 


Destaquemos en primer lugar que las hojas axoides ./ y 2, dependen solamente 
del movimiento definido por la aplicación y y no del «modelo» elegido. En efecto, 
el eje instantáneo 4, depende sólo del movimiento de Y y permanece invariante 
cuando se sustituye .4 por otro espacio móvil .7/” ligado a 4. Por otra parte los 
desplazamientos D+,. sólo dependen ellos mismos del movimiento definido por y 
(véase $ 3). La fórmula (4) hace ver que YX, depende solamente del espacio móvil 
considerado. 

En la práctica, el movimiento considerado se definirá dando un sistema de refe- 
rencia móvil p =(4:1,J, K) de 6 ligado a $. Para cada valor de 1 € /, se deter- 
minan las componentes del vector Q(1) en el sistema de referencia móvil p(t), y 
utilizando la relación (1) se deduce una parametrización de la recta 4, en este sis- 
tema de referencia. Esta parametrización es de la forma 


6) ¿> PM) =A0 +00 70 +90 +A KO, 


designando por f, g, h funciones numéricas de clase C* en / X R, afines respecto 
a la segunda variable 2. 
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Para tener el axoide absoluto .Z, basta expresar las coordenadas del punto P(t, 2) 
en un sistema de referencia fijo (O; i, j, k) de €. Seobtiene así un sistema de ecua- 
ciones paramétricas de ./; al eliminar las variables £, 2 entre estas ecuaciones 

-se obtiene una ecuación cartesiana de Y (siempre que tal eliminación sea posible). 

Para tener una parametrización del axoide relativo X, en el sistema de refe- 

rencia p(1) basta observar que D,,, es la aplicación de 4 en € definida por 


Au) + x 10) + y Vw) + 2K(9) > A(9 + To + 1160) + 2K(0. 


El punto O,(u, 2) = D,,(P(u, 2)) se halla pues definido por 
(6) Qu, 2) =A(0) + £(4 2) TO + 9. IO + Mu 2) KO) - 


Las encuaciones paramétricas YX, en el sistema de referencia p(t) son simplemente 


(7) X=f(u,2) Y =gu,2) Z=hu,2) (uel,¿eR). 


Intuitivamente, se obtiene Y, «congelando» los valores de A, TT. K en el ins- 
tante ? y dando a las funciones f, g, h todos los valores posibles. 

Al eliminar las variables 2 y u entre las relaciones (7) se obtendrá (cuando sea 
posible la eliminación) una ecuación cartesiana de 2, en el sistema de referencia 
fijo p(t). 

Si se quisieran Obtener las ecuaciones paramétricas de 2, en un sistema de re- 
ferencia fijo (O; i, 7, k) de £, bastaría determinar las coordenadas del punto Q.(u, 2) 
en este sistema de referencia utilizando la relación (6). 


$ XILI2. MOVIMIENTO DE PLANO SOBRE PLANO (*) 


El caso de los «movimientos de plano sobre plano» es muy importante para 
las aplicaciones (teoría de engranajes). Vamos a dar aquí solamente algunas indi- 
caciones con vistas a los ejercicios. 


Definición X1H.12.1 
Sea S un espacio afín euclídeo de dimensión 3 y 


(1) p:IxS=>68E, (wW+ qlt, u) = Du) 


() Se podría establecer una teoría directa de los movimientos de espacios sólidos en dimensión 2. 
El punto de vista aquí adoptado permite utilizar los resultados obtenidos en dimensión 3. 
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una aplicación que define un espacio móvil. Se dice que el movimiento 
de $ en € definido por (1) es de plano sobre plano si existe un plano afín 
5 de $ y un plano afín P de 6 tales que en cada instante tel, se tenga 
D(0) =P. 


Si estas condiciones se cumplen se dice también que el plano ú se desliza sobre 2, 


Observación. Sea Ú otro espacio afín euclídeo de dimensión 3 y sea 0:8=>S 
una isometría fija. Se ve inmediatamente que el movimiento de 6 en £ definido 
por la aplicación 


Y:IxB>8, (11) + 9,902) = olt, 00)» 


es también un movimiento de plano sobre plano, y que existe un plano afín x1 de % 
que se desliza sobre 4. Podemos pues enunciar: 

Si dos espacios móviles F, Ti están ligados y si el movimiento de S en E es de 
plano sobre plano, ocurre lo mismo con el movimiento de Tien 6. 

En otros términos, el concepto de «movimiento de plano sobre plano» no 
depende del modelo elegido para definir el movimiento. 


Propiedades geométricas 


Mantengamos las notaciones de la definición XII.12.1 y designemos siempre 
por D,,, el desplazamiento de £ definido por D; = DP, o D,”!. Se ve inmediatamente 
que los desplazamientos D,,. dejan al plano 2 invariante; por continuidad (véase 
ejercicio 17), se deduce que son traslaciones de vector paralelo a 42, o rotaciones 
de eje perpendicular a . Estos desplazamientos dejan invariante a todo plano 2” 
paralelo a 2. 

Si o designa un plano de 4 paralelo a ú, el plano Do") es paralelo a 2 (ya 
que las imágenes de dos planos paralelos por una isometría son planos paralelos). 
Por otra parte, el plano D, (6) se deduce de D,(6") por el desplazamiento D,,,; 
se tiene pues D, (4) =D/(0') para todos los u, t € 1. En otros términos, la imagen 
por D, de un plano cualquiera úy paralelo a 5 es un plano P" paralelo a P e inde- 
pendiente de t. 

Todos los planos ligados a 4 y paralelos a ( se deslizan sobre planos fijos 
de £ paralelos a 2. 

En consecuencia, las trayectorias de los movimientos puntuales ligados a SS 
son planas y están contenidas en planos fijos paralelos a P. 


Propiedades cinemáticas. Centro instantáneo de rotación 


En lo que sigue, se supondrá al espacio 6 orientado. 
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XII.12.1, En un movimiento de plano sobre plano, el campo de velocidades es, en 
cada instante, un torsor elemental; con las notaciones anteriores, su vec- 
tor rotación instantánea Q(t) es nulo u ortogonal a P. 

Demostración. Designemos por D, : t-+>(f, 4) un movimiento puntual cual- 
quiera ligado a 4. Al estar su trayectoria contenida en un plano paralelo a 2, 
su velocidad en cada instante es nula o paralela a 47. Si se designa por k un vector 
fijo ortogonal a 2, se ve que el campo de velocidades en cada instante 1, verifica 

(WMeé£) V(M).k =0. 

Según el estudio hecho en la página 293, se deduce que el torsor VÁ es elemen- 

tal; si no es un par, su vector (2(1) es paralelo a K, de donde el resultado. ] 


Colorario 1 


En cada instante t en que su rotación instantánea 0) es no nula, el campo 
de velocidades de un movimiento de plano sobre plano es de la forma 


2) M> V(M) =2(0) » AM, 
donde A designa un punto cualquiera de su eje central 4,. 


En efecto, si 0) A+ 0, el torsor 7, es un deslizante, de vector resultante 20. 


Colorario 2 


En cada instante t, el movimiento elemental tangente a un movimiento de 
plano sobre plano es una traslación (eventualmente, la inmovilidad) o una 
rotación de eje A, perpendicular a 2. 


Por esta razón, la recta 4, (cuando existe) será llamada simplemente eje instan- 
táneo de rotación del movimiento. > 

En cada instante f en que se tenga 2(1) 4 0, la recta 4, corta al plano 2 en 
un punto 7, que es el único punto M de 2 que verifica V(M ) = 0. Este punto /, 
recibe el nombre de centro instantáneo de rotación del movimiento de 5 en 2. 

De un modo más general, si ' es un plano fijo de 4 paralelo a ú y deslizante 
sobre al plano 9” de £, el centro instantáneo de rotación del movimiento de w 
en 2” es el punto de intersección /, de 4, con 2”. El eje instantáneo de rotación 
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A, es pues el lugar de los centros instantáneos de rotación de los movimientos de 
los planos paralelos a wm. 


Determinación de un movimiento de plano sobre plano mediante un sistema 
de referencia móvil 


Consideremos el movimiento de plano sobre plano de la definición XI1.12.1 y tome- 
mos un sistema de referencia ortonormal (x=; %, 0) de w. Completémoslo en un sistema 
de referencia ortonormal R=(a; úl, 0, W) de P (véase la figura 4); para todo £ € /, 
sea p(1) = (A(0); KO, YO, K(0) = D(2) el sistema de referencia ortonormal de £ 
definido por A(t) = p(t, a) = Dx), I(t) El), 70) ED), K(0) =F,(), desig- 
nando por F'; la parte lineal de 9,. La aplicación 1+> p(t) define un sistema de refe- 
rencia ortonormal móvil de 6 ligado a Y; para cada tel el vector K(t) es uni- 
tario y ortogonal a 2. La función continua ! > K(1) es pues constante, o sea 
Km) =X, y con esto queda reducido todo al estudio del sistema de referencia móvil 
ortonormal (4 ; E 7) del plano 2. 


Figura 4. 


A, la inversa, supongamos dado un sistema de referencia ortonormal móvil 
(4; 1, a) de 7, de clase C? en /. Lo podemos completar de dos maneras en un 
sistema de referencia ortonormal móvil p= (4; TJ, K) de € por medio de un 
vector unitario fijo Z ortogonal a 9. Se pasa de uno de estos sistemas de referencia 
móviles al otro cambiando por —k:; estos dos sistemas de referencia están liga- 
dos y definen por lo tanto el mismo movimiento de espacio sólido, y se ve fácil- 
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mente que este movimiento es de plano sobre plano. Para tener una representación 
PA mismo | basta con elegir en P un sistema de referencia ortonormal fijo cualquiera 
= (u;%, 8, 1) y poner 


(Wel, VueS) q(t,p) =P (1, 


designando | por 09, la isometría de en $ que lleva a 2 sobre p(t) el plano 
w= (a; D, m) de 4 verifica entonces D,(w) = P para todo tel. 


e Vamos a interesarnos ahora únicamente por el movimiento de W_en P >; su- 
pondremos conocido un sistema de referencia móvil ortonormal (A; TÍ) de 2 li 
gado a wm: 


Determinación del centro instantáneo de rotación 


Una vez dado el sistema de referencia ortonormal móvil (4; ha ÓN podemos 
elegir siempre el vector unitario k, ortogonal a 2, de modo que el sistema de refe- 
rencia móvil (A; hal E K) de € sea directo. 

Tomemos seguidamente un sistema _de referencia ortonormal fijo (O; Í 7 de 2 
tal que el sistema de referencia (O; L y %) sea directo. Si el sistema de referencia 
móvil dado es de clase C?, sabemos (véase p. 635) que existe entonces una función 
numérica 0, de clase C? en 1, que verifica 


(3) (Wwel) To=1cos 00) +] sent(o) , To=-1send0+) cos 00) . 


>> 
Si el plano 4 está orientado de modo que el sistema de referencia (O; i, j) sea directo, 
la relación (3) equivale a 


(Wrel) (10) =0) (mod2n). 
Se tiene entonces 


a =0070=00k a To; a. 000) =00k 705 


de donde se obtiene el vector rotación instantánea: 


(4) 


El número w(t) = 0'(t) recibe el nombre de velocidad angular (en el instante £) del 
movimiento de w sobre 4. 
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Para que el centro instantáneo de rotación /, exista, es necesario y suficiente que 
se tenga 0'(1) +0; es entonces el único punto de 24 en que el campo de veloci- 
dades se anula. Está definido pues por la condición 


(5) e + 20) a AMÍ, =0. 
Pongamos 
dA 


SS = ¿OT +10 70 


y designemos por X(t), Y(+) las coordenadas del punto 7, en el sistema de referencia 
(40; To, To); 


teniendo en cuenta (4),la relación (5) equivale entonces a 


¿0-00 Y0)=0 n09+00X()=0, 
de donde 


1 > E 
LA + ¿nO TO + ¿0 0) 


Base y rodante 


Supongamos que se tenga 0'(1) 4 O para todo 1 € 1. La aplicación 1 > 2, t+>1, 
define entonces un arco geométrico 2 de clase C* que recibe el nombre de base del 
movimiento considerado. 

Si el movimiento se realiza por medio de la aplicación y de la definición XH1.12.1, 
la aplicación 


g:l>, u > 0,1) 


define un arco geométrico y de clase C* del plano w, que no es sino la trayectoria 
relativa del punto /,. 

Finalmente, para cada t€/, la imagen 2, = D¿(y) de y por la isometría D, 
es un arco de 42 denominado rodante (en el instante 1) del movimiento considerado. 
Este arco %, se halla definido por la parametrización 


h:I1>2, u+ 9,00, (1) =D,,(1,). 
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Esta parametrización muestra que la rodante, lo mismo que la base, no dependen 
del modelo elegido para definir el movimiento. 

En cada instante 1, la base 4 y la rodante 2, tienen en común el punto 7,. Vamos 
a ver que estos arcos son, en general tangentes en el punto /+. 


Para cada u € 1, el vector - hu) se deduce de g'(u) por la aplicación lineal F, 


(parte lineal de D,). Para u = 1, el vector - (h,(u)) es pues la posición, en el ins- 
tante 1, del vector g'(£); en otros términos, es la velocidad relativa AO) del movi- 
miento puntual 1+>D.(g(t)) = 1,3 el vector 50 es igual a la velocidad absoluta 
de este mismo movimiento, o sea 

Va) = Yoo) + Vo0) donde Y.) = VA) 


designa la velocidad de arrastre del punto 1,. Pero, por definición de /;, se tiene 
V (1) =0, de donde 


d dí, 
(6) Ep = Flg0) = 3 


Si el vector Se es no nulo, esta relación prueba que la rodante R, y la base B 


son tangentes en el punto I,. 
Además, al ser F, una isometría vectorial, se tiene, para todo t€l: 


Y) | Za) | = 901. 


Orientemos los arcos 2 y y en el sentido de las 1 crecientes y fijemos un punto 
to de 1. De la relación (7) se deduce que la abscisa curvilínea de /: en 4, contada 
a partir del punto /+,, es igual a la abscisa curvilínea o del punto g(r) sobre y con- 
tada a partir del punto g(t/). Pero, puesto que %, se deduce de 2 por la isometría 
Ú,, o es también la abscisa curvilínea del punto 7, = D.(g(t)) sobre el arco 2, con- 
tada a partir del punto 


Li, = 9910) = hito) - 


Se tiene pues, en cada instante t, la igualdad Leal = Pad y se traduce este hecho 
diciendo que la rodante 2, rueda sin deslizamiento sobre la base G (véase la figura 5). 
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Observación. Refiriéndonos al $ 11, se ve que el axoide absoluto del movimiento 
considerado es el cilindro que admite a 2 como sección recta; de igual modo el 
axoide relativo en el instante + es el cilindro que admite a la rodante %, como sección 
recta. Se verifica en este caso que los axoides son tangentes a lo largo del eje ins- 
tantáneo A, 

En la práctica, se realiza un movimiento de plano sobre plano mediante en- 
granajes que materializan la base 2 y el arco 2; se hace rodar a 4 sobre 2:%, 
es la posición del engranaje y en el instante £. 


Ejemplos 


1. Supongamos que la base 42 sea una circunferencia de centro O y de radio R, 
y que la rodante %, sea una circunferencia de centro A, y de radio r tangente exte- 
riormente a 4 (véase la figura 6). Designemos por g(t) la determinación continua 
del ángulo (OL... OL) que se anula para 1 =1p, y por y(t) la determinación continua 
del ángulo (AL, AL) que se anula para 1 = f¿. Se tiene 


o = Rp(t) = — 2 (0); 


el ángulo del vector AÑ. (ligado al plano móvil «») con el vector fijo OL. es igual 
a 0(t) (mod 2x1), con 0(t) = p(t) —y(t) + z. 
El caso del movimiento epicicloidal (estudiado en el $ VIL.6) es aquél en que se 


tiene p'(t) = Cte =w, de donde y'(t) = — EA y00)=1+ Ed «w. El punto 
r r 


1',, describe entonces una epicicloide que admite a /,, como punto de retroceso. 
Del mismo modo se estudiaría el caso de un movimiento hipocicloidal (caso en 
que la rodante es un círculo interior a la circunferencia de base 2). 
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Figura 6. 


2. Supongamos que la base 42 sea una recta, que tomamos como eje de las x, 
con el punto /;, como origen. Si la rodante %, es una circunferencia de radio r y 
de centro 4; (véase la figura 7), designemos por y(1) la determinación continua del 
ángulo (4,/,,, 4,1) que se anula para 1 = fp. 

Se tiene aquí a = Il: = —ryp(0); la velocidad angular del movimiento es 
—y'(1). Si esta velocidad angular es constante, se tiene un movimiento cicloidal. 
El punto /;, describe entonces una cicloide recta que tiene a /,, como punto de 
retroceso. 


Y 


Ta 7 1, 
Figura 7. 


Ejercicios(?) 


La resolución de algunos de los ejercicios propuestos a continuación requiere la integración 
de ecuaciones diferenciales elementales. Las técnicas corrientes de integración se exponen en el 
tomo 4, capítulos 1 a IL 


CAPÍTULO 1 
1. (Existencia de subespacios suplementarios) 


Sea K un cuerpo conmutativo cualquiera. 

Se designa por E un K-espacio vectorial y por X un subespacio vectorial de E distinto de E. 
Sea F el conjunto de los subespacios vectoriales L de E tales que LN X = (0). Se considera en F 
la relación de orden parcial definida por la inclusión L< M. 


a) Demostrar que toda parte totalmente ordenada de F admite una cota superior (véase 
tomo 1, páp. 33). 


b) Demostrar que todo elemento maximal de F es un subespacio suplementario de X (véase 
tomo 1, p. 35). 


c) La existencia de un subespacio suplementario de X resulta entonces del axioma de Zorn: 
si.F es un conjunto ordenado tal que toda parte totalmente ordenada de F admite una cota su- 
perior, entonces 4 admite por lo menos un elemento maximal, véase [...]. 


Complementos sobre espacios vectoriales. Grupo lineal 


En los ejercicios 2 a 19 que siguen, E designa un K-espacio vectorial de dimensión finita n, 
donde K es un cuerpo conmutativo cualquiera. 


(1) Las cuestiones difíciles se señalan por un *. La abreviatura G.E. significa «grandes écoles». 
(N. del T.: equivalentes en España a las Escuelas Superiores de Ingeniería o de Arquitectura.) 
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2. El grupo GLx(E) ¿es un sistema generador del espacio vectorial P ¿(E)? Estudiar el caso 
en que el cuerpo K es finito. 


3. Se supone a K finito. Sea (H;)jez una familia de hiperplanos de E, tal que 
UH =E 
tel 
Demostrar que card (1) > 1 + card (K). 
4. Se supone n=2 y K= Z/2Z. Demostrar que el grupo GLx(E) es isomorfo con Sy. 
5. Se supone n=2 y K= Z/3Z. 
a) Demostrar que card (GLx(E)) = 48 y que E contiene 4 rectas vectoriales. Se designará 
por A el conjunto de estas rectas. 
b) A cada u e GLx(E) se asocia el elemento p(u) de S4 igual a la permutación de 4 inducida 
por ul. 
Demostrar que y es un homomorfismo de grupos suprayectivo y determinar Ker (p). Se pon- 
drá H= Ker(p). 
c) Demostrar que H es un subgrupo distinguido de SLx(E) y que el cociente SLx(E)/H es 
isomorfo al subgrupo alterno de Sa. 


d) Demostrar que S, no contiene ningún subgrupo distinguido de cardinal 2 y deducir de 
ahí que SLx(E) no es isomorfo con S4. 


e) Demostrar que SLx(E) es el único subgrupo de índice 2 de GLx(E). 

6. Se supone n > 2. Demostrar que dos transvecciones 7, y T¿ cualesquiera son conjugadas 
en GLkx(E), (es decir son tales que existe un y € GLx(E) con 1, = 01,071). 

7. Se supone n > 2. Hallar una condición necesaria y suficiente para que dos dilataciones 
0,, d, sean conjugadas en GLx(E) (véase el ejercicio anterior). 


8. Sesupone a K finito, de cardinal g yn > 2. 
¿Cuántas transvecciones y cuántas dilataciones hay en GLx(E)? 


9. Se supone a K de característica nula y se designa por Pp, Ps, . . ..Pm» Proyecciones en E, 
tales que 


(1) Pr + Da + 0 + Pm = le. 
Para todo ¡ (1 < ¡< m) se designa por d; la dimensión de Im (py). 


n 
a) Calcular > d, (se podrá calcular la traza de cada miembro en (1)). 
i=1 


b) Deducir de aquí que las p; conmutan dos a dos y que E es suma directa interna de las 
Im (p;). (Finalmente, las p; son los proyectores naturales asociados a esta suma directa.) 

10. Se supone K infinito. Demostrar que para todo u e 2 x(E), existe v e GLx(E) y we GLx(E) 
tales que u =U1—w. 

*11. Se supone K finito y n > 2. Demostrar que la conclusión del ejercicio anterior sigue 
siendo válida. (Método posible: demostrar en primer lugar que existen a, f e GLk(E) tales que 
Id, = «a + f. Seguidamente, sustituyendo w por s, o wo sa, donde s; y sz han sido elegidos conve- 
nientemente en GLx(£) pasar al caso en que E es suma directa interna de Ker (u) en Im (u). 

12. Sea ueL g(E). Demostrar que existe v e GLx(E) tal que uo vo u=u y que entonces 
10 Y Y DO u SON proyectores. 


13. Deducir del ejercicio anterior que si 11 € £x(E) y ua €Lg(E) los polinomios caracterís- 
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ticos Pugu(X) y PuyuX) son iguales. (Método: demostrar en primer lugar que cuando uno delos 
u; es invertible o cuando uno de los «; es un proyector, el aserto se cumple.) 


*14, (Generación de los grupos SLx(E) y GLx(E) 


Se designa por M,(K) la K-álgebra de las matrices cuadradas de orden n (n > 2) en K. Para 
todo 4 e K, se designa por Dj la matriz diagonal: 


1 0... 0 
0 1 
D,= ; 
1.0 
A A: 
Las matrices de la base canónica de M,(K) se designan por (E;y)1 <i<n- (Ey es pues la matriz [ay1] 
1 


<j<n 
tal que ayy = 1 y da =0 si (k, 1) 4 (i, 5). Finalmente, para todo A € M,(K) se designa por C¡(4) 
las columnas de A y por L;(4) las filas de A. 


a) Seaidf j(¡eNh,jeN5), sea Ae M,(K) y 2 € K. Demostrar que A(I, + 2E;y) se deduce 
de A sumando /C/(4) a C¡(4) y que (I, + 2E¡¡) A se deduce de A sumando AL,(4) a Li(4). 


b) Por recurrencia sobre n, deducir de aquí que si 4 e GL(n, K), A se puede poner en la forma 
A=8,6,..E.D,F,F,..F, 
donde las 6; y las 4%, son matrices de la forma 
In +HHEj (1 € K, ¡4 j) y donde 4 = det (4). 


(Si 4 = [ay], se manipularán las filas y columnas de A según operaciones del tipo descrito 
en a), hasta obtener una matriz de la forma 


1 O ca. 10 


0 
B con BeGL(n— 1, K) 


y después se aplicará la hipótesis de recurrencia a B.) 


d) Deducir de aquí que GLx(E) es engendrado por la reunión del conjunto de las transvec- 
ciones y el conjunto de las dilataciones y que SLx(E) es engendrado por el conjunto de las trans- 
vecciones. 


*15. Deducir del ejercicio anterior que GL: (n, R) es una parte conexa de M,(R) y que 
GL (n, C) es una parte conexa de M,(C). 


*16. Se supone 1 > 2 y K infinito. Se considera una aplicación y:GL (n, K) > K* tal que: 


1. q es un homomorfismo de grupos; 
2. pes una función polinomio respecto a los coeficientes a; de las matrices 


A = [a] e GL (n, K) . 
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a) Demostrar que existe un entero p tal que V¿€K, p(D)) = 2?. 


b) Sea ¡4 j (i,jeN3). Para 2€ K y y e K, calcular la matriz (1, + 2Ej) (Un + E). (No- 
taciones del ejercicio 14.) 
Deducir de aquí (VÁ e K) p(l, + 2E¡j) = 1. 


€) Deducir de a), b) y del ejercició 14 que se tiene: 
VA € GL (n, K), p(4) = [det (4)? . 
d) Resolver las cuestiones anteriores suponiendo solamente que q es racional respecto a los a;j. 
(E. N. S. Ulm, 1971, oral.) 


*17. Lo mismo que el ejercicio anterior con la hipótesis de que K es finito. Se admitirá 
que K* es entonces un grupo cíclico y se demostrará que la conclusión del ejercicio anterior 


sigue siendo válida. (E. N. S, Ulm, 1971, oral.) 


(Nota. La hipótesis de ser y polim-nial se satisface en este caso de modo automático, y no 
será preciso utilizarla para tratar esta cuestión.) 
18. Sesuponen > 2 y K=C. Sea F una parte de £ x(E) que verifica la propiedad: los únicos 
subespacios F de E que verifican (vu eF) u(F)< F son (0g) y E. 
Demostrar que si v €.P x(E) verifica (Vu eF) vo u = uo v, entonces v es una homotecia. 
(Escuela Politécnica.) 


19. Sea p un proyector en E y y eL k(E). 
Demostrar la equivalencia de las dos proposiciones siguientes: 


(1) pof=fo0p 


Im (p) y Ker (p) son estables en f. 
(Escuela Politécnica.) 


20. Se supone aquí K=R y se da una aplicación continua f : R > GL(E) que es un homo- 
morfismo del grupo aditivo R en el grupo GL(£), es decir que verifica 
(VER, VueR), f04+u=/(Dof(u). 


a) Se pone F(x) = f Yi (u) du (x e R) lo que define, para todo real x, un elemento F(x) eZ (E). 
0 

Demostrar que para x no nulo y suficientemente pequeño, se tiene: F(x) e GL(E). Deducir 
de aquí, eligiendo a e R* tal que F(a) e GL(E) y calculando fire + u) du de dos maneras, que la 
aplicación f (considerando que toma sus valores en el R-espacio vectorial Z(E)) es derivable. 

b) Demostrar que al poner « = f'(0), se tiene: 

(WER) £()=20[£(0] =[£(0]ox. 
Deducir de aquí que: 
(vreR) f() = [exp(ra)] 0 [£(0)] = [/(0)] e [exp(1a)] 


(se podrá observar que los endomorfismos exp (tx) y f(t) conmutan, e introducir la función auxi- 
liar g definida por: g(r) = [exp —10)]0 [f(01,) 
21. Se supone aquí que K es cualquiera y que E es de dimensión cualquiera (no necesa- 
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riamente finita). Sean fi, fa, ...,f» (p > 1) p formas lineales independientes en E, de núcleos 
respectivos H,, Ha, ..., Hp. Se designa por f la aplicación E> XK”, x+H(f0,fk, . --+ L£o0). 


a) Demostrar que Ker(f) = HN H¿N ...M Hp. Se pone H = Ker(f). 


b) Demostrar que f es suprayectiva (se podrá estudiar el subespacio (Im (f))" del dual (K?)* 
de K?). 


€) Deducir de aquí que codim (H) = p. 


Espacio afín, grupo afín y baricentro 


En los ejercicios 22 a 37 que siguen, € designa un espacio afín de dimensión finita n > 2 de es- 
pacio vectorial director E; el cuerpo de base K se supone de característica distinta de 2, salvo que 
se diga expresamente lo contrario. 


22. Se supone K= Z/2Z. Demostrar que una aplicación cualquiera y :4=>+% verifica la 
condición (6) del enunciado del teorema 1.8.6. Deducir de aquí que este teorema no es válido en 
este caso. 

23. a) Se supone K de característica nula. Demostrar que si una biyección afín p de € es tal 
que q” = Id, para un entero p > 1, entonces p admite por lo menos un punto fijo. 

b) Demostrar que a) no se cumple si K no es de característica nula. (Tomar K = Z/2Z y 
n=1.) 


24. (Espacio de las aplicaciones afines) 


Nota. Este ejercicio no utiliza ninguna hipótesis acerca de las dimensiones de los espacios con- 
siderados, salvo a partir de c). 

Sean € y F dos espacios afines, de espacios directores respectivos E y F. 

Se designa por A(£, F) (resp. A(€, F)) el conjunto de las aplicaciones afines de en F (resp. en F). 

a) Demostrar que A(£, F) se halla provisto de una estructura natural de espacio vectorial, 
deducida de la estructura de F. 


b) Para todo elemento fe A(€,F) y todo elemento a e A(6, F) se define 


a+ feA(é, F) 
poniendo: 
(Vxe8) (a+J)() = ax) +/(%) - 


Demostrar que de este modo se dota al conjunto A($,%) de una estructura afín, de espacio 
director A(6, F). 

¿) Se suponen £ y F de dimensiones finitas: dim (8) = m, dim(F) = n. ¿Cuál es entonces 
la dimensión de A(€,F)? (sol. (m + 1)n). Demostrar que si se elige un sistema de referencia afín 
en cada uno de los espacios € y F, se puede definir de manera natural un sistema de referencia 
afín de A(8,%) asociado a estos sistemas. 

25. Se toman las mismas notaciones del ejercicio 24, pero se supone K =R y £, F de dimen- 
siones finitas, iguales respectivamente a n y p. Se dan dos sistemas de referencia afines respecti- 
vamente en € y F, pongamos Y =(0; 8, ..., én) y %' =(0"; €, .... es). 

a) Sea T un espacio topológico y « :7 > A(6,%F) una aplicación en el espacio afín A(€,F) 
de las aplicaciones afines de € en F. 
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Para todo 1 € 7, sean M(1) = [2:,(0)] y 5(2) = [6:(1)] la matriz (p, n) y la matriz (p, 1) tales que 
la aplicación «(1) esté definida por T+>Y = M(1).1+ b(£) (véanse notaciones del $1.12). 
Demostrar que a es continua si, y solamente si, lo son cada una de las funciones numéricas «;;, bj. 


b) Se supone que T' es un abierto de un espacio vectorial normado. Demostrar que « es dife- 
renciable si, y solamente si, lo son cada una de las funciones numéricas %;j, bj. 

c) Demostrar que el grupo afín GA(£) es un abierto del espacio afín A(6) = A(6, 6). 

26. El cuerpo base K es R. Se dan dos espacios afines 4 y 7 de dimensión finita, Sea 
:6 =>+% una aplicación que verifica la propiedad siguiente. 

Para todo M e6, existe un entorno V(M) de M tal que la restricción de p a V(M) sea igual 
a la restricción de una aplicación afín par de € en F. 


a) Demostrar que la aplicación q es afín. 


Sugerencia: se observará que el conjunto de los Me £ para los cuales gw tiene un valor 
dado, es a la vez abierto y cerrado en $, y se hará uso del hecho de ser £ conexo. 


b) Se supone a K de característica 4 2. Demostrar que toda biyección afín involutiva de € 
distinta de la identidad es una simetría afín. 


27. Establecer, si n > 2, que el grupo GA(6S) es engendrado por la unión del conjunto de 
las transvecciones afines con el conjunto de las dilataciones afines. 


28. Generalización del ejercicio 23. Se supone que K es de característica nula. Sea 7” un 
subgrupo finito de GA(6). Demostrar que existe un punto aed tal que 
(Wer), pla)=a. 
29, Sea P una parte finita de £ tal que la variedad afín engendrada por P sea €. Demostrar 
que el subgrupo de GA(£) formado por los y e GA(6) tales que p(P) = P es finito. 


30. Sean MM), ..., Mn puntos de 6 (1 =dim(8)) todos distintos. Sobre cada recta 
(Mi M4), se toma un punto P;, y sobre la recta (M, My+1), se toma un punto P. Sean 0), ..., Un 
y U los escalares tales que 


(vd, PM =0 MM y PMas =vMMass > 


Demostrar que Py, Pa, ...., Py, P pertencen a un mismo hiperplano afín si, y solamente si, se tiene: 


(-D[[04+D=w 


t=1 


31. Se supone aquí K=R. 

Sean Mi, ... Mp puntos de € (p> 2). 

Para ¡=1,2,..., p, se designa por Ma, el isobaricentro de los (M,,¿)j+1. Por recurrencia, se 
define el isobaricentro My+1,; de los (My,y)j2; para todo k> 1. Demostrar que cada sucesión 
(Ms, )ken* es convergente; si P; es su límite, comparar los P, entre sí. 

32. Se supone n = 3. Se da el nombre de triplex a todo sistema (D,, Da, Da) de tres rectas 
afines no coplanarias dos a dos. 

a) Si (D,, Dj, D;) y (D;, Df, D¿) son dos triplex, demostrar que existe un'p e GA(8) único 
tal que p(D;) = D¡ para ¿=1,2, 3. 

b) Sea A el conjunto reunión de tres rectas dadas no coplanarias dos a dos. Estudiar el sub- 
grupo de GA($) constituido por las y e GA(6) tales que p(4) = 4. 

33. Se supone aquí K finito, de cardinal q. Se utilizarán los resultados de la parte / del pro- 
blema 8, página $82, tomo 1. 
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a) Calcular card (GA(6)). 

b) Sea p un entero, 1 < p< n. Determinar el número de subespacios afines de dimensión 
pdeé. 

c) ¿Cuántas transvecciones afines hay en GA(6)? ¿Cuántas dilataciones afines? ¿Cuántas 
simetrías afines? 


d) Sea F un subespacio afín de dimensión p de € (1 < p< n). Calcular el número de ele- 
mentos del subgrupo de GA(£S) constituido por las p e GA(£6) tales que (4) =%F. 


34. («Teorema fundamental de la geometría afín»). 


Nota. Las hipótesis que a continuación se utilizan no son necesariamente las mejores posibles. 
Para una reducción de tales hipótesis, ver por ejemplo [4] «u [11]. 

I. Se supone el cuerpo base K distinto de Z/2Z (lo cual implica, en particular, 
card (K) > 3). Sea £ un plano afín (dim (8) = 2) y u: € >6 una aplicación biyectiva tal que para 
toda recta afín 2, exista una recta afín 2” tal que (2) < 2”. Se pide establecer que u es, salvo 
por un automorfismo del cuerpo K, una aplicación afín (este enunciado se aclara en la cuestión b)). 

a) Demostrar que si a, b y c son tres puntos no alineados de £, entonces u(a), u(b) y u(c) no 
están alineados. 

(Se razonará por reducción al absurdo, observando que £ no es reunión de dos rectas afines.) 

b) Deducir de aquí que para toda recta afín 2, el conjunto (2) es una recta afín y que si 
las rectas afines 2, y Z, son paralelas, las rectas u(2,) y 1(2Z,) lo son también. 

c) Sea a un punto fijo de € y a' = u(a). 

Para todo 1 € E, se pone: w(1) = a'u(a + 1). 

Establecer que w(t, + 14) = w(t,) + w(t2) para f,€ E y 1,€ E. Se distinguirán cuatro casos: 

1. Sit, y £¿ son linealmente independientes, se observará que a + 1, + 1, se deduce de a + ty 
y a + t, construyendo un paralelogramo simple, y se aplicará b). 

2. Sit, y ty están ligados y si f, + 12% 0, 11% 0, 14% 0 nos veremos reducidos al caso 1, 
considerando fy€ E independiente de f,. 

3. Sir =00 t,=0,la propiedad es evidente. 

4. Finalmente, si £,% 0 y 1, + f¿ = 0 solamente se presenta dificultad si K no es de carac- 
terística 2, Se pasa entonces al caso 2, cambiando de origen. 

d) Sea e, € Ele, * 0); demostrar que existe una biyección única Pe, : K=> K, tal que (VÁ e K) 
w(Me) = Pe, (2) w(ey), y pe, (0) =0. Demostrar que Pe, no depende de e, (se establecerá en primer 
lugar, con ayuda de 5), que si e, y e son linealmente independientes, entonces p», = Pe,). En lo 
que sigue se designará por q la biyección de K en K tal que y = qe, para todo e, €E, e, 4 0. 

e) Establecer que p(A + 1) = p(2) + p(1) para todos los 2, u € K. 

Para ello, se tomará una base (e, ea) de E y se demostrará que el punto (A + pu) (e, + e) +4 
se obtiene mediante construcciones geométricas sencillas a partir de los puntos Ae, + a, ue, +a, 
les + a, pes + asi 124 p?, a partir de de, + a y de —e, + asi ¿=— pu, y que la propiedad 
es evidente si ¿= p. 


f) Establecer del mismo modo: 
(VeK, VueK),  p(14) = 01) o(1) . 
[Si 2 =0 0 4 =0, la propiedad resulta de que p(0) =0. Si 44H O, elegir una base (e,, es) 
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de E y obtener el punto ¡u4ez + a a partir de los puntos le, + a, pe, + a, 2e, +a mediante cons- 
trucciones geométricas sencillas. ] 


h) Queda de este modo demostrado que la aplicación wes una p-colineación, es decir que 
verifica 
% (VW, €E, VIE E), w(t, + 12) = w(t,) + w(t2) 


(WEE, VieK), wAD)= 0121) wi). 
Establecer que el automorfismo q del cuerpo K no depende de la elección del punto a. 


i) Se supone K = R. Demostrar que el único automorfismo de R es la identidad. ¿Qué puede 
deducirse de aquí en cuanto a la aplicación u? 


UH. Sea $ un espacio afín de dimensión n > 2, siendo el cuerpo base K distinto de Z/2Z. 
Sea u : 8 > 6 una biyección tal que para toda recta 2, exista una recta 2” que verifique (2) < 9”, 


a) Demostrar que si Y” es una subvariedad lineal afín de E de dimensión p, el conjunto u(Y”) 
está contenido en una subvariedad lineal afín de dimensión < p. 


b)  Deducir con ayuda de 1), que existe un automorfismo y del cuerpo K y una q-colineación 
w: E> E tales que (Vi € E, Vae6) u(t + a) = w(t) + ula). 


€) Deducir de aquí que, si K = R, toda biyección de 6 que transforme a toda terna de puntos 
alineados en una terna de puntos alineados, es afín. 


35. Se supone n > 2. Scan 2,, Za, ..., 2, p rectas de $ y H un hiperplano vectorial de E 

tal que ninguna de las 2, sea paralela a H. Se dan escalares fijos (%;), <1<p tales que $ a =1. 
i=p 

Un hiperplano variable 4 se mantiene paralelo a H. Corta a cada 4, en un punto único Mi. 


Determinar el lugar del baricentro SaMi al variar %. 
i=1 
36. Seca (Aj, Az, -.., An+1) una base afín de €. Para todo í, 1< ¿<n+ 1, se designa por 
X ; el hiperplano afín que contiene a todos los (4,),+:. Una recta afín Z que no sea paralela a nin- 
guno de los %;, corta a cada 4, en un punto (único) designado por B;. Finalmente, M; designa 
el punto medio de (A; B;) (1 < ¡< n + 1). Demostrar que existe un hiperplano afín que contiene 
a todos los M; (1<i<n-+ 1. 


37. Sean F y Y dos subvariedades lineales afines de €, de espacios directores F y G; se de- 
signa por % la variedad lineal afín engendrada por FU Y. 


a) Demostrar que si FM Y es no vacío, se tiene 
dim(F NY) + dim (4) = dim(F) + dim (9). 
b) Demostrar que si FM Y = Y, se tiene: 
dim (4) = dim(F) + dim(9) + 1 — dim(F n G). 
€) Deducir que si FM G=(0] y si dim(*) + dim(9) > m, entonces FM Y es no vacío. 


(La parte a) proporciona entonces dim(F N 9)). 
Convexidad 


En los ejercicios 38 a 44 que siguen, E designa un espacio vectorial normado, cuya norma se de- 
signa por x+> || x ||. 
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= a 
38. a) Sea C una parte convexa de E; demostrar que la adherencia C de C y el interior C de C 
son conjuntos convexos. 


b) Se supone ahora el interior de C no vacío: sea O e C. Con ayuda de las rectas afines que 
pasan por O, caracterizar los puntos interiores y los puntos frontera de C. Deducir de aquí que 


C=C y que C= E 
39. Sea U una parte abierta de E; demostrar que la envoltura convexa de U es abierta. 
40. Sea C una parte convexa de E no vacía que verifica las propiedades siguientes: 
1. Ces simétrica, es decir la relación x e C implica —x € C. 
2. Toda recta vectorial de E corta a C según un segmento acotado y no reducido a (04). 
Para todo x€ E, xX 0, se pone: 
sm E 


axec 141 
120 


a) Comprobar que si además se pone v(0s) = 0, la aplicación y toma sus valores en Ry. 
define sobre E una norma. (Esta norma recibe el nombre de medida de C: es independiente 
de la norma dada de E.) 


b) Comparar v con la norma de E en la hipótesis adicional de que C tiene un interior no 
vacío. 


41. (Lema de Kakutani) 


Nota. En este ejercicio no interviene la estructura normada de E. Interviene únicamente la 
estructura afín real natural de E. 

Sean C, y C, dos partes convexas no vacías disjuntas de E tales que CU C¿X E, y sea 
x e EN(C,U Cp). Se designa por 1% la envoltura convexa de (x)U C; (i= 1,2). Demostrar que 
uno por lo menos de los conjuntos PM C, y ¿MN C, es vacio. 


42. Se supone aquí E =/'(R) (espacio de las sucesiones x = (xn)nen de reales tales que la 
co 
E | x, | converge) provisto de la norma definida por ||x|| = > |x,!. Sea C el cono convexo 


n- 
constituido por los x para los cuales (Vn € N) x, > 0. Demostrar que C es cerrado, engendra 
a E, no admite ningún punto interior y no contiene ninguna recta vectorial de E. 


43. Sea (Y) una sucesión creciente de partes convexas de un espacio afín real A. Demostrar 
que el conjunto X= U X;, es convexo. 


ne 

44. Se supone a R? dotado de su estructura euclídea canónica, se designa por D el disco uni- 
dad cerrado de R? y por S su circunferencia frontera. 

Sea X un espacio topológico y E el R-espacio vectorial de las aplicaciones continuas y aco- 
tadas de X en R?, provisto de la norma definida por || f || = sup |£(0) 1 (fe E). 

Finalmente sea B la bola unidad cerrada de E. ax 

a) Un punto f de B se dice que es extremal si no existe ningún par (f,,f,) e B x B tal que 
LAS: y F=Yf, +f4) (véase ejercicio 52). Demostrar que los puntos extremales de B son las 
aplicaciones continuas de Y en S. 


b) Sea L el conjunto de los puntos extremales de B y /” la envoltura convexa de L. Demos- 
trar que B= IT”. 


En los ejercicios 45 a 55 que siguen, E designa un R-espacio vectorial real de dimensión finita 
n> 1, al que se dota de su topología natural. 
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45. Sea C una parte convexa de E tal que la variedad afín engendrada por C sea E. Demos- 
trar que C tiene por lo menos un punto interior. 

46. Sean C, y C, dos partes convexas de E de interior vacío. Demostrar que el interior de 
CU C, es vacío. 

47. Sea C una parte convexa, cerrada y no acotada de E. 

a) Demostrar que para todo a € C, existe por lo menos una semirrecta de origen a conte- 
nida en C. 


(Método posible: para todo entero n > 1, sea x, € C un punto tal que víx, — 4) > n, gente v 
a 


a) 


designa una norma arbitrariamente fijada en E. Seguidamente, de la sucesión y, = a + —— S 
vn 


extraer una sucesión convergente). 


b) Para todo a€C, sea 1, la reunión de las dos semirrectas de origen a contenidas en C. 
Demostrar que /”, es un cono cerrado convexo de vértice a; demostrar que si ae C y beC, se 
pasa de 1', a F, por la traslación de vector ab. 


48. (Teorema de Helly) 
a) Sea run entero > 1 +1 y Cy, Ca, «. ., Cy conjuntos convexos tales que r — 1 cualesquiera 


de entre ellos tengan siempre una intersección no vacía. Demostrar que 2 C; es no vacío. 


Método: Para todo ¡ a <i<r), sexe M Cy. penes que existen reales no todos nulos 
jes 


2; tales que E 2; =0 y z 24 xi = 0; en la relación É 2 x; = 0, agrupar entonces los x, que co- 
rresponden a los A; > o, y los que corresponden a “os A <0. 


b) Seca (C¡)jer una familia de conjuntos convexos compactos de E tales que n +1 cuales- 
quiera de entre ellos tengan siempre una intersección no vacía. Demostrar que U C; es no vacío. 


1 
49. a) Seapunentero >n + 2 y Xy, Xz, - » ., Xp puntos de E. Demostrar que existen BuBer» Bo 


=0y Epa 0. 


ñA 
reales no todos nulos, tales que > 
i=1 


Sean entonces %;, ..., a, reales > 0, tales que Sa l y sea x= $u xi. Establecer la 
f=1 
existencia de k y de reales y, (¡4 k, 1<¡< p) sue que y; > 0 para todo ¡, y que verifican: 


Y YX. 
¡Ph 


Para ello, E J designa el conjunto de los ¡ tales que f; > 0, se considerará un entero k tal que 


inf, 
Br ies Bi 
b) Sea C una parte cualquiera de E. Demostrar, con ayuda de a), que la envoltura convexa 
2 n+1 
C de C es el conjunto de los puntos de la forma > 2; x; con 


(VieN), 1<i<n+D, x,eC, 4>0, y D4=1 


c) Demostrar que si C es una parte compacta de E, entonces Ces compacto. 
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d) Para n =2, proporcionar un ejemplo de parte cerrada C de E, tal que C no sea cerrada. 


50. En este ejercicio, se fija en E una estructura euclídea arbitraria, y se designa. por d la 
distancia asociada. 

Si A es una parte no vacía cualquiera de E, se da el nombre de hiperplano de apoyo de A, a todo 
hiperplano afín H tal que HN A sea no vacío y que A esté situado en uno de los semiespacios 
cerrados determinados por H. 


a) Sea I' una parte de E convexa, cerrada y no vacía. Demostrar que si x e ENI, existe 
ae I' único tal que d(x, a) = d(x, 1). Demostrar que el hiperplano afín que pasa por a y es orto- 
gonal a ax es hiperplano de apoyo de /”. 

b) Sea (2 un abierto convexo no vacío de E y sea a un punto frontera de 2, 

1) Demostrar que para todo e e Rf, existe un hiperplano de apoyo H de 2 tal que día, H) < e. 

li) Sea S la esfera unidad de E. Para todo hiperplano afín H de E, sea Ny, el conjunto de los 
dos vectores unitarios normales a H (Ny < S). A todo real e > 0_ se asocia el conjunto B, reunión 


de los Ny que corresponden a los hiperplanos de apoyo H de 12 tales que d(a, H)< e, y se pone 
K, = B,. Demostrar que cada K. es no vacío y que MN K. es no vacío. 


iii) Si ELriKe demostrar que el hiperplano que pasa por a y es ortogonal a Y es hiper- 
plano de apoyo de 2. 


c) Sea Q un abierto convexo no vacío de E y Y una subvariedad afín no vacía de E, tal que 
VAN Q = Y. Deducir de lo que antecede que existe un hiperplano H que contiene a Y y es tal 
que HN Q = Y. 

(ndicación: limitarse al caso en que Y es un subespacio vectorial de E. Después, razonando 
en el espacio cociente E/V, limitarse al caso en que Y queda reducida a un punto.) 


51. Se da el nombre de cono a toda reunión de semirrectas vectoriales cerradas de origen O. 
En lo que sigue, se considera un cono convexo C cerrado. 


a) Demostrar que la unión de las rectas vectoriales contenidas en C (si existen) es igual al 
mayor subespacio vectorial contenido en C. 


b) El cono C se dice que es saliente si no contiene ninguna recta vectorial, Demostrar que 
si C es saliente, las relaciones 


» 
x€C, x3€C,..,xpeC et )x=0 
i=1 


implican x, =Xz = +" = x, = 0. Recíproca 

c) Se supone que C es saliente; se elige una norma cualquiera v en E; se designa por S la 
esfera unidad de E para esta norma y por K el conjunto SM C. Finalmente, sea X la envoltura 
convexa de K: según el ejercicio 49, K es compacto. 

Utilizar b) para demostrar que O K. 


d) Sea I” el conjunto de los puntos Ax, donde x recorre K y donde 2 recorre el intervalo 
[1, + oo[ de R. Demostrar que /' es una parte convexa y cerrada de E y que Oé 1”. 


€) Aplicando el ejercicio 50 demostrar que existe un hiperplano afín H que separa estricta- 
mente O y 1, es decir tal que uno de los semiespacios abiertos de frontera H contiene a 1” y el 
otro contiene a O. , 

Demostrar finalmente que HAN C es compacto y que H corta a toda semirrecta vectorial con- 
tenida en C. 


52. Un punto a de una parte convexa A de E se dice que es extremal (respecto a 4) si no exis- 
ten puntos x, y tales que xX% y, x € A, y € Á y que a sea el punto medio de [x, y]. 
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a) Sea H un hiperplano de apoyo de A (véase ejercicio 50). Demostrar que todo punto ex- 
tremal de AN H es punto extremal de A. 


b) Sea K una parte convexa, compacta y no vacía de E. Demostrar que para todo hiperplano 
afín A,, existe por lo menos un hiperplano de apoyo H de K paralelo a H,. [Si f(x) = 0 es una 
ecuación de H,, donde la función f: E > RR es afín, se considerará sup f(x) einf f(x).] Razonando 

XEK  xEK 
por recurrencia sobre n = dim (£), deducir que todo hiperplano de apoyo H de K contiene por 
lo menos un punto extremal de K. 


c) Supuesto fijo el convexo compacto no vacío K de E, se designa por $(K) el conjunto de 
sus puntos extremales y por L la envoltura convexa de é(K). Demostrar que L< K. Seguida- 
mente, si xeKAL, _demostrar, utilizando el ejercicio 50, que existe un hiperplano de apoyo H 
de K tal que HN L= £; deducir finalmente que L = K. 


*53, (Poliedros convexos) 


Sea (8;)¡e1 una familia finita de semiespacios cerrados de E. Demostrar que si P = 2 $, es 


un conjunto acotado, se tiene necesariamente card (1) > n + 1. Si esto es así, el conjunto P (que 
es entonces compacto) recibe el nombre de poliedro convexo y la dimensión dela variedad afín 
engendrada por P se dice que es la dimensión de P. 


4) Demostrar que la intersección de un poliedro convexo con toda variedad lineal afín de E 
es un poliedro convexo. 


b) Demostrar que si x es un punto extremal de un poliedro convexo P = A 6, y si A, de- 


signa el hiperplano frontera de $,, existe entonces por lo menos una subfamilia formada por n 
de los %, cuya intersección es o). Deducir de aquí que el conjunto $(P) de los puntos extremales 
de P es finito. Aplicando el ejercicio anterior, deducir una generación «puntual» simple del polie- 
dro P. (Los elementos de 8(P) se dice que son vértices de P.) 


€) Sea P un poliedro convexo: se da el nombre de faceta de P a todo poliedro intersección 
de P con uno de sus hiperplanos de apoyo. Demostrar que las facetas de dimensión 0 son los (x), 
donde x e8(P) (utilizar el ejercicio 52). 

**d) Suponiendo que P es de dimensión n, se da el nombre de cara de P a toda faceta de 
dimensión n — 1, Establecer que el número de caras es finito y que la frontera de P es la reunión 
de sus caras. Demostrar finalmente, razonando por recurrencia sobre » y utilizando el ejercicio 52, 
que P es la intersección de los semiespacios cerrados que contienen a P y cuya frontera es uno 
de los hiperplanos que contienen a una cara. 


*54, (Teorema de Hermann Weyl) 


Este ejercicio completa al anterior y utiliza las notaciones y resultados del mismo. 
Sea F una parte finita de E y P su envoltura convexa. 


a) Demostrar que el conjunto P es compacto, y que todo punto extremal de P pertenece a F. 


b) Se supone que O es punto interior de P. A todo hiperplano 4 de E que no pasa por O, 
se asocia la única forma lineal pp tal que Pyp(x)=1 sea una ecuación de . Se designa 
por H» el conjunto de los hiperplanos F tales que P está contenido en uno de los semiespacios 
limitados por , y por P* la unión del conjunto [ Ye Je « 1» Y del[Og+), donde Og» designa 
la forma lineal nula en E. 

Demostrar que P* es una parte convexa y compacta de E*. 


**c) Establecer que p.P es un punto extremal de P* si, y solamente si, f es un hiper- 
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plano de P tal que PA 4 engendra de modo afín a 4. Deducir de aquí, aplicando el resultado 
del ejercicio 53, que P es un poliedro convexo. - 

Nota. Los resultados establecidos en los ejercicios 51 a 53 figuraban en una primera redacción 
de los programas de 1973 de las clases preparatorias. Han sido suprimidos en la redacción definitiva. 


55. Sea C una parte convexa compacta de E y u: E > E una aplicación afín tal que (C)< C. 
Para todo entero n > 1, se define la aplicación u, : E > E poniendo 


(Vxe E) u/l(x) = Li + Ux) + +4 *x)]. 


a) Demostrar que un(C)< C. 
b) Demostrar que An. un(C) = K es no vacío. 
c) Demostrar que si x € K, entonces u(x) = x. 


d) Sea v: E> E una aplicación afín tal que v(C)< C y que uo v =v0 u. Demostrar que 
para todo x e K, se tiene: v(x) = x. (Véase problemas de análisis C 1 Dunod 1967, ejercicio 11.5, 


y 
Escuela Politécnica, Gran Oral, 1972.) 


Nota. El resultado demostrado en este ejercicio es un caso particular del teorema de Kakutani 
sobre conjuntos convexos compactos de un R-espacio vectorial topológico. 


CAPÍTULO II 
Geometría euclídea plana: ángulos y distancias 


1. Dos triángulos son tales que las perpendiculares trazadas desde los vértices del primero 
sobre los lados del segundo son concurrentes. Demostrar que las perpendiculares trazadas desde 
los vértices del segundo sobre los lados del primero son también concurrentes. 


z s 74 si a 
2. En 6, se toma un sistema de referencia ortonormado (0; ¡, j). Se da un triángulo mediante 
las ecuaciones de sus tres lados, sean estas: 


uc+oy+h=0, ux+o0y+h=0, Ux+o y4+h"=0. 


Calcular e) área del triángulo en función de las cantidades u, 0, h, 4”, 0”, X', u”, 0”, h”. 
3. Se dan tres puntos no alineados A, B, C de 2. 
Demostrar, por Geometría analítica, las propiedades siguientes: 
a) Las alturas del triángulo (ABC) son concurrentes en un punto AH (ortocentro de (ABC). 
b) Las bisectrices del triángulo (ABC) concurren tres a tres en cuatro puntos distintos de 


A, B, C. Entre estos cuatro puntos, uno sólo de ellos es interior al triángulo, y este punto es el 
punto común a las tres bisectrices interiores del triángulo. 


c) El centro de la circunferencia que pasa por A, B, C, el ortocentro H y el centro de gra- 
vedad del triángulo (ABC) están sobre una recta 4. 


d) Los pies de las alturas, los puntos medios de los lados del triángulo (ABC) y los tres puntos 
medios de los segmentos 4H, BH, CH están sobre una misma circunferencia, cuyo centro perte- 
nece a 4. 
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e) Las simétricas de las medianas del triángulo (ABC) respecto a las bisectrices interiores 
correspondientes (*) son concurrentes. 


4. Sean A, B, C tres puntos no alineados de 6,. Se designa por a, f, y respectivamente las 
bisectrices interiores del triángulo (ABC) trazadas desde A, B y C. 


a) Sea M un punto de €, distinto de A, B y C. Demostrar que las simétricas de las rectas AM, 
BM, CM respecto a las rectas a, f, y respectivamente, son concurrentes. 


b) Sean P, O, R tres puntos de 6,, pertenecientes respectivamente a las rectas BC, CA, AB. 
Se designan respectivamente por p, q, r las simétricas de las rectas AP, BO, CR respecto a a, $, y. 
Demostrar que si P, O, R están alineados, las rectas p, q, r cortan respectivamente a Jas rectas 
BC, CA, AB en puntos alineados. 


5. Sean A, B, C, D cuatro puntos de É, tales que tres cualesquiera de ellos no están alineados. 

Se supone que las rectas AB, y CD se cortan en un punto E y que las rectas BC y AD se cor- 
tan en un punto F. 

Demostrar que los ortocentros de los triángulos ABF, ABD, DCF, BCE están alineados. 


Geometría euclídea en dimensión 3: ángulos y distancias 


En e ejercicios 6 a 14 el espacio €, se halla provisto de un sistema de referencia ortonormado 
(0; i,j, K). 


6. Se da la recta D de ecuaciones x + y +2—1=0, x—y—2z =0. Determinar la pro- 
yección ortogonal de D sobre el plano de ecuación 
x+2y+32-6=0. 
7. Determinar la perpendicular común a las dos rectas D, y D, definidas respectivamente por 


(A1+z2-2=0x+y-z-2z=0) y (2x-1=0,)y+5z=0). 


a) Calcular la distancia más corta entre D, y Dj. 

b) Las mismas preguntas con D,(x—y—2—1=0.3x+y—2+4=0)yD¿(Qx—4y+ 
+2—1=0,3x—2y+2z—2=0). 

8. Determinar el ángulo de las dos rectas e intersección del cono de ecuación x? + y? — 2% =0 
con el plano de ecuación 2x + 3y—z=0. 


9. Se da la recta 4 de ecuaciones x = y = z y el plano P de ecuación 


ux+oy+w2+h=0. 


a) Determinar un sistema de ecuaciones de la recta simétrica de 4 respecto a P. 
b) Determinar una ecuación del transformado de P por la simetría de eje 4. 
€) Tratar el mismo problema sustituyendo la recta 4 por la recta D de ecuación 


x=a+p, y=b2+q, 
y P por el plano Q de ecuación x +y+z=0. 


(*) (Estas rectas reciben el nombre de simedianas del triángulo.) 
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10. Sean P,, Pa, Pz, P, los planos de ecuaciones respectivas 
x+y=1l, yp+z=1, z+x=1l, x+3y+2=0 


y M el punto de coordenadas (1, 1, a.) 
Determinar el conjunto de los valores de a tales que los simétricos de M respecto a los cuatro 


planos P, sean coplanarios. 
(E. P.) 


11. Sean D, D' dos rectas no ortogonales y no coplanarias. Un punto M describe D. El plano 
ortogonal a D en M corta a D' en un punto M”. Sean P y P”los planos (M, D”) y (M”, D) respec- 
tivamente y sea «u el ángulo de P y P”. 

Demostrar que MM”? x tg? a no depende de M. 


12. Sean A, B, C tres puntos no alineados de 6, y sea k un real. Determinar el conjunto de 
los puntos M eS, tales que 


[MA MB,MC]| =k. 
13. Se da un tetraedro por las ecuaciones de sus cuatro caras; sean éstas 
ux+oy+wz2+h=0 (1<¡<4). 


Expresar el volumen del tetraedro en función de las cantidades 4, 0;, Wi, hi (1< ¿< 4). 

14. Sea q una forma cuadrática en E, y p el operador de E, asociado a q. Se da un plano 
vectorial P y se designa por Y un vector unitario normal a P. 

a) Si y designa el operador asociado a la restricción de q a P, demostrar la relación 


Tr (4) = Tr (9) — q(%). 


b) Se supone q no degenerada. Demostrar que el discriminante d de la restricción de q 
a P viene dado por: 


$=-—det(p) x 14. 


c) (Generalización del ejercicio 11.8). 


Deducir de aquí que el ángulo 0 de las rectas de intersección (supuestas reales) del plano de 
ecuación ux + vy + wz = 0 con el cono de ecuación 


a?d+a ya m242by24+2b'2x+2b"xy=0, 
viene dado por 
con: A=wW4 4040, 


B=(b? —a'a”)u? + (0? — a" ajo? + (b"? — aa") w? + Lab — b'b")ow + 
+ 2Abb' — a b') wu + 2a" b" — bb) uv, 
C= (al +4") u+(a + a)0? + (a + a) w — 2 bow — 2b'wu— 2b" uv. 
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Ángulos y distancias en €, y €, 


15. Sea 6, un espacio afín euclídeo de dimensión n, de espacio director y A 
a) Se da la función 
GE>R, x>94)=Ixl; 


demostrar que g es dos veces diferenciable en el abierto U = E, M(0). Determinar la diferen- 
cial Dg,(x € Enxf0)). Demostrar que la forma cuadrática q, asociada a la diferencial segunda 
de g en x viene dada por 


WMeE, 940 = DAI dl — (9. 


Cuando » = 3, dar una expresión simple q,(h) con ayuda del producto vectorial x A Ak (rela- 
tivo a una orientación dada en $»). 
b) Sean As 4s,..., Ap puntos distintos no alineados de £, con p> 3. Se define en g 
» 
la función f : €, > R, M+f(M) = > MA;. Demostrar que el conjunto de los reales f(8,,) admite 
un mínimo m. ve 


c) Sea £2 un punto de £,, tal que f(22) = m. Demostrar que si 2 no es igual a ninguno de los 
AÁ;, se tiene 


2 =% 

Sea 28 XA Az, -., Ap). Calcular en función de S = $ y del vector (2%, el 

== ¡1 DA, 
2 
vector > el y y deducir que si (2 4 2 se tiene: f(2') > m y que f no admite extremo relativo 
i=1 LA; 

en el punto 2”. (En esta cuestión, se utilizará la diferencial de f.) 

d) Se fija el entero ¡(1 < ¡< p), y se pone Y, = y ELN 

Jéil ALA; 


—_Demostrar que si [| Y, || < 1, la función f admite en A; un minimo relativo estricto, y que si 
IL V¿I1 > 1, la función f no admite extremo relativo en Aj. 


€) Hacer un estudio completo del caso n= 2, p= 3. 


16. a) Se designa por E un espacio vectorial euclídeo, por L un subespacio vectorial de E 
y por dun vector unitario no ortogonal a £L. 

A cada vector unitario Y de E se asocia el ángulo Y de los vectores ú, ú (definido por 
cos O =ú.0 y 0< 9 < 7). Demostrar que el mínimo 0, de 6 se alcanza cuando %) tiene la mis- 
ma dirección y el mismo sentido que la proyección de d sobre L y que verifica 0 < 0, < 7/2. 


b) Sean L, M dos subespacios suplementarios de E. A cada par d, D de vectores unitarios de 
E tales que eL y DeM se asocia el ángulo 0 de estos vectores. Demostrar que existe un par 
(u, D) que realiza el mínimo 0, de 0, y que un par tal cumple las relaciones: 


ú—icos0)peM!*, B—ÚcosOpEL!. 


17. a) Sean (U),<i<n Y (V),<r<n dos sistemas de vectores del espacio vectorial euclídeo E,. 
Cualquiera que sea la orientación elegida en E,, demostrar que se tiene: 
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det (U,.V) = (Us, .... 0d x [P,, .... Va. 


(Utilizar una base ortonormal). 

b) Deducir de ahí la expresión del producto mixto de n vectores Y, definidos dando los nú- 
meros A €; donde (e) designa una base cualquiera de E. 

18. Sobre un mismo espacio vectorial E de dimensión n, se definen dos estructuras euclídeas 
orientadas F, 4F”; demostrar que existe una constante numérica tal que los productos mixtos p, 
p' de n vectores cualesquiera en las estructuras F, F” están ligados por la relación p' = kp. 

19. Sean a, h, €, d cuatro vectores de un espacio vectorial euclídeo orientado de dimensión 3. 
Establecer la relación: 


ad 


Gabón d)= Ed 
3.4 


LE 
.e 


Isometrías 


En los ejercicios 20 a 27 que siguen, € designa un espacio afín euclídeo, de espacio director En, 
y de dimensión n > 2. Si A es una parte de € ,,, se designa por 15 (€ .) (resp. Depa(8,)) el subgrupo 
de 1s(€,) (resp. de Dep (8,)) constituido por las isometrías (resp. los desplazamientos q) tales que 
p(A) = 4. 

20. Se supone aquí n = 2. Determinar los elementos de Isa (8,) y de Depa(8,) en los casos 
siguientes: 

a) A es la reunión de dos rectas distintas. 

b) A es una cónica propia con centro. 

c) A es una parábola. 

d) As el conjunto de los puntos (o +m+ "A mezZ,ne z) donde(O; 7. J)es un sistema 
de referencia afín cualquiera de 6, (Sedistinguirán varios casos, de acuerdo conla forma de este 
sistema de referencia.) 

21. Se supone » = 3. Determinar los elementos de ls, (6,,) y de Depa (6,,) en los casos si- 
guientes: 

a) A es la reunión de dos rectas no coplanarias. 

b) A es la reunión de dos rectas concurrentes. 

e) 4 esel conjunto de los puntos (O +mi + nj + pk,me Z,neZ, pe Z), donde(O; 1, J, K) 
es un sistema de referencia afín cualquiera de €,. (Se distinguirán varios casos, según la forma de 
este sistema de referencia.) 

22. a) Sea « un endomorfismo de E,. Demostrar que el endomorfismo exp (a) es ortogonal 
si, y solamente si, el endomorfismo « es antisimétrico, o sea verifica a + a = 0 (véase cap. IV). 
(Sugerencia: se podrá utilizar el hecho de que el endomorfismo a + 'a es simétrico y por lo 
tanto diagonalizable.) Demostrar que entonces exp (x) es ortogonal directo. 

Deducir de aquí la forma general de los homomorfismos continuos del grupo aditivo R en 
el grupo SO(E),,. 

b) Sea «Y el espacio vectorial de los endomorfismos antisimétricos de E,. Demostrar que la 
aplicación 4 > SO(E,), a +>exp (a) es suprayectiva. (Se podrá utilizar el teorema XII1.10,2 del 
tomo 1.) Demostrar que esta misma aplicación no es inyectiva. 


23. Determinar todos los homomorfismos continuos del grupo aditivo R en el grupo de las 
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traslaciones T(£,,). (Se demostrará que si f es un tal homomorfismo, existe un vector único Y € E, 
tal que para todo 1 ER, f(1) es la traslación de vector 10.) 


*24. Se supone aquí n = 2 y se da un homomorfismo continuo y del grupo aditivo R en el 
grupo Is(6,). Demostrar que si los y, no son todas traslaciones, existe un punto 0 €6, tal que 
para todo real 1, p, sea una rotación afín de centro O. Deducir de aquí, en este caso, la forma 
del homomorfismo y. (Utilizar el ejercicio 22.)- 

*25. Se supone aquí n= 3. 


a) Sean q, y y, dos movimientos helicoidales no reducidos a traslaciones y de ejes paralelos. 
Demostrar que si p,0 p, = ps0 qy, entonces los ejes de q, y y. son iguales. 

b) Sea D:t+»%, un homomorfismo continuo del grupo aditivo R en el grupo Dep (8). 
Para todo real 1, se designan respectivamente por r, y 7, la rotación afín y la traslación tales que 
D, = ro 7, = 1,0 rg (de modo que si r, % Id¿,, el eje del movimiento helicoidal D, es el eje de 
la rotación r;). Demostrar que todos los movimientos helicoidales no iguales a traslaciones tienen 
el mismo eje. (En lo que sigue, se supondrá que tales movimientos helicoidales existen.) 


Sugerencia: se podrán considerar las rotaciones vectoriales uy = L(D;) = L(r;) y determinar, 
con ayuda del ejercicio 22, el homomorfismo R > SO(E;), 1 +41. 


€) Deducir de b) que: 
(VWreR, VER) Tr, = 595) y Tis = Y, 97. 


Utilizar este resultado para determinar por completo la forma del homomorfismo D. 


d) Se da el nombre de trayectorias del homomorfismo D a los arcos parametrizados de la 
forma 1+> D,¡(M), donde el punto M €6, es fijo. Determinar tales trayectorias. (Se hará una dis- 
cusión completa, según la naturaleza del homomorfismo % y la posición del punto M en 6%.) 
(Véanse ejercicios 111.38 y 111.39, tomo 4.) 


26. a) Sean A, B dos puntos distintos de un plano afín euclídeo 6. Demostrar que el con- 
junto de las rotaciones de centro A o B engendra el grupo Dep(6,). 

b) Sean D, Á dos rectas distintas de un espacio afín euclídeo 6 y sea G el subgrupo de Dep (87) 
engendrado por las rotaciones de eje D o 4. 

1) Si D y 4 son paralelas, demostrar que G es el grupo de las rotaciones cualesquiera de eje 
paralelo a D. 

ii) Si D y A tienen un punto común O, demostrar que G es el grupo de las rotaciones cuyo 
eje pasa por O. 


(Método posible: sea S la esfera de centro O y de radio 1. Demostrar que G opera transitiva- 
mente sobre S. Deducir de aquí que G contiene una simetría axial con un eje que pasa por O, y 
seguidamente que contiene todas las simetrías axiales cuyo eje pasa por O y llegar a la conclu- 
sión pedida.) 


27. Sea U un abierto de €, y f: U>€,, una aplicación diferenciable que verifica 
(1) (VWMeU), DfyeO(E,). 


a) Demostrar que para todo M, € U, existe un entorno U, de M, en U tal que 


(VM€ Up, VWNEU) | AMY | = | MN |. 


Sugerencia: aplicar el teorema de los incrementos finitos a f en un entorno convexo V, de 
Mo. Seguidamente aplicar el teorema de inversión local y observar que toda función inversa 
local de f verifica (1). 
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b) Deducir de ahí que f es la restricción a U de una isometría de €,,. (Utilizar el ejercicio 1.26, 
y el teorema XIII.11.4 del tomo 1.) 


CAPÍTULO HI 
Circunferencias, cónicas y esferas 


1. Sea(O; 7, J) un sistema de referencia ortonormal del plano afín euclídeo 6. 


a) Sea y una circunferencia de centro O, de radio r, > 0. Demostrar que no existe ningún 
par (r, 9) de funciones numéricas continuas en y tales que para todo M e y los números r(M) 
y 0(M) constituyan un sistema de coordenadas polares de M en el sistema de referencia dado. 

Método propuesto: la función 4 tendría que estar acotada; designando por (a) su valor 
en el punto de coordenadas cartesianas r, Cos «, ry Sen e, se debería tener 


p(a) — «enZ, de donde p(a)—a=Cte («eR) 


lo cual supone una contradicción. 

b) Deducir de aquí que no existe ningún sistema de coordenadas polares globales relativas 
al sistema de referencia dado y definido en un entorno de O. 

Los ejercicios 2 a 17 hacen referencia a un plano afín euclídeo € ,, eventualmente provisto de un 
sistema de referencia ortonormal (O ; i, j). Los ejercicios 18 a 20 hacen referencia a un espacio afín 
euclídeo cualquiera €. 

2. Sea C una circunferencia de 6, cuyo centro no está en el origen O y sea (4) la familia de 
circunferencias deducidas de C en las homotecias arbitrarias de centro O. Determinar el lugar de 
los puntos de contacto de las tangentes a las circunferencias de (F) trazadas desde un punto 
dado de 8,. 

3. Sea C una circunferencia fija y /' una circunferencia variable en un haz lineal (D) de cir- 
cunferencias. Se designa por 4y el eje radical de C y 1” (cuando se halla definido). 

Determinar, cuando 1” varía: 

a) El lugar del polo de 4 respecto a C. 

b) El lugar del polo de 4 respecto a 1”. 


4. Sea C una circunferencia dada de centro £2 y O un punto dado. Hallar el lugar de los 
centros de las circunferencias que pasan por O y que cortan a C en dos puntos vistos desde 2 bajo 
un ángulo recto. 

5. Parametrizando la esfera de ecuación x? + y? + 22—a? =0, demostrar que es cortada 
por la superficie de ecuación 


*+y+ra=0 


según 4 círculos máximos. 


6. Sea Pla cúbica alabeada definida por £+> M(t), siendo las coordenadas de M(1) : x=, 
y=84B,27=8P (1ER). 
Se dan tres puntos M; = M(t¡) 1< ¡< 3 de T. Una esfera variable que pasa por M; vuelve 
a cortar en general a /' según otros tres puntos N; (1 < ¡< 3). Demostrar que la dirección del 
plano que pasa por los N; depende solamente de M,, M, y My. 
(E. P. 1972.) 


LELONG 11-25 
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7. Se da una esfera S de $, y dos rectas T,, T¿ tangentes a S no coplanarias. Sea T una tan- 
gente variable a S que corta a 7, y T,. Demostrar que el lugar del punto de contacto de T y S 
está formado por dos circunferencias. 


8. Sean dos rectas de 8,, D, y D, concurrentes en O. Se da un punto A; € D; (i= 1,2) con 
A,% O, Az% O. Determinar el lugar del punto de contacto de dos circunferencias f”,, 1, varia- 
bles, tangentes entre sí, tales que /' se mantenga tangente en A; a D; (i = 1,2). 


9. Sea C la curva de ecuación polar 

r”—-2ar(l +c0s0)+a?=0 (a= Cte). 

Una recta 1”, que pasa por el origen O, vuelve a cortar a C en dos puntos M y M”. 
a) Demostrar que existe una circunferencia 7” tangente a Cen M y M” 

b) Lugar del centro de /' al variar 4. 


10. Sea 2 la parábola de ecuación 2px— y»? =0 y F su foco. Una recta variable D pasa 
por F y corta a 2 en A y B. Lugar del centro de la circunferencia AOB. 


11. Sea 2 una parábola. A todo punto M exterior a 4 se asocia la circunferencia ly, que 
pasa por M y por los dos puntos de contacto con 2 de las tangentes a 2 trazadas desde M. 


Lugar de los puntos M tales que la circunferencia [yy sea tangente a 2. 
12. Sean a, b, c, d, e, f seis reales. Demostrar la relación: 


0 ÚS bp? d? 


co 0 qe ee a cad 

á =4 de+b? 40? f$?-2 abde—-2 beef —2 acdf . 
y? a 0 pe 

ad e f$.0 


b) Aplicación: teorema de Ptolomeo (método de Cayley). (Véase también el ejercicio 19.) 
Sean (x;, yi) (1 < ¡< 4) las coordenadas de cuatro puntos M; en 6,. Demostrar que estos 
puntos son cocíclicos si, y solamente si, verifican: 


0 (M,M)? (MM? (M,M,y 
(MMY 0 (MM? (M MY 
(MM (MM 0 (mm y | =0 


(MM? (MM (MAMI? 0 
es decir: 
(MM) (M,M,) + (M,My) (M,M,) + (M,M,) (M¿M,) =0. 


(Sugerencia: demostrar que los M, son cocíclicos si, y solamente si, se tiene: D =0, con 


xi+ y? -2x,-2y, 1 
xa + yi -2x,-2y 1 
DS (3+N  -2x-2y 1 
x+yio —2x-2ys 1 


Seguidamente ver que D=4 A, donde 
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1 1 1 1 

Xx Xx X3 Xa 

Yi Ya Te Ya 
day dy + d+ 


¿Mii 


13. Sea E una elipse de focos F y F”. A cada punto M de E, se asocia el centro [y de la cir- 
cunferencia inscrita interiormente en el triángulo MFF”. Lugar de 1yy. 
(E. P) 


14. Sean F y B dos puntos. Se considera el conjunto D de las elipses /' que admiten a Fcomo 
foco y a B como uno de los vértices del eje menor. Obtener, al variar /'en D: 


a) El lugar del centro de 1”; 
b) El lugar del segundo foco de 1”; 


c) El lugar de los otros tres vértices de 1”. 
(E. P.) 


15. Parábolas 2 de parámetro constante cortan al eje Oy en dos puntos A y B. Lugar del 
punto común a las tangentes a 42 en A y B. 


16. Lugar del centro de una circunferencia variable que pasa por O y es tangente a una hi- 


pérbola fija de centro O. 
(E. P.) 


17. Lugar del centro de las hipérbolas equiláteras de foco O y que pasan por un punto dado A. 
18. Sean A, B, C tres puntos de un espacio afín euclídeo. Se pone a = BC, b = CA, c = AB. 
Demostrar que A, B, C están alineados si, y solamente si, se tiene: 
arrob et-2ab-2b0-24c0?=0 
(este resultado sigue siendo válido cuando $ designa un espacio prehilbertiano cualquiera). 
19. En un espacio afín euclídeo £, se designa por f la inversión de polo O y de potencia k. 
a) Expresar la distancia entre dos puntos A' =f(4), B' =f(B) por medio de las distancias 
OA, OB y AB (utilizar el hecho de que los triángulos (OAB) y (OB'A”) son semejantes). 
b) Se designa por A”, B”, C”, D', las imágenes por f de cuatro puntos distintos 4,B,C,D de € 
distintos de O. Establecer la relación: 
AB'xCD'_ABxCD 
ACUx BD' AC x BD" 
Caso en que uno de los puntos A, B, C, D coincide con O. 


c) Demostrar que cuatro puntos distintos A, B, C, D de £ son cocíclicos si, y solamente si, 
se tiene: 


ABxCD +ACxBD +ADxBC=0 


(utilizar una inversión de polo A y escribir que las imágenes de B, C, D son puntos alineados). 
(Se encuentra de este modo nuevamente el resultado del ejercicio 12; se podrá dar otra forma 
a la condición obtenida utilizando el ejercicio 18.) 
20. Sea E un espacio prehilbertiano real cuyo producto escalar se designa por x.y. 
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a) Demostrar que la diferencial en el punto x de la aplicación x + || x [[? es la aplicación lineal 
E>sR, u+2u.x. 


b) Sea fla inversión de polo O y de potencia k (k real 4 0), es decir la aplicación 
MIENTOS E, xk 


EA 
Demostrar que f es diferenciable y que su diferencial en el punto x es el producto de la homotecia 
vectorial de razón k por la simetría ortogonal respecto al hiperplano vectorial ortogonal a x. 


c) Sea y un arco de clase C! de E definido por la parametrización q : [a,b]=> E, que no 
pasa por O; demostrar que la longitud de su imagen f(y) por f es (véase cap. VD): 


> 
Low | 

L=| k dr. 

[ Foo JS 


Cilindros y conos. Conoides. Cuádricas 


Los ejercicios 21 a 30 hacen rencia a un espacio afín de dimensión 3, eventualmente provisto 
de un sistema de referencia afín (O; bl ). En los ejercicios 31 a 43, se supone el espacio 6 euclídeo 
y el sistema de referencia afín (O; i, J, E) ortonormal. 


21. Determinar una ecuación del cilindro de segundo grado que contiene al arco definido 
por la parametrización: 

2 o: . 541 
PRD 7? Bi+1 


x= 


22, Determinar una ecuación del cono de segundo grado de vértice O y de directriz defi- 
nida por: 


a) a+ fy+ y? 1= ur+oy + wo +r=0 
(«By 240, (u,v,w) * (0,0, 0) 
b) a+ By—2p2=0, ux+oy+ wz +r=0 


(a B 40, (u,v,w) (0,0, 0). 


23. Sea a una constante no nula. 
Determinar una ecuación del cono de tercer grado, de vértice O y de directriz definida para- 
métricamente por 


x=a+t, y=8, z=f (teR). 
24, Determinar las rectas contenidas en las superficies de ecuaciones siguientes: 
(E. P.) 
dira +4 y=0 
b) xyz — a(yz+zx+xy)=0 (ae R*). 
O x+y+2-ay2=0 (ae R*). 
d) Ax + y? a(x+y)=0 (aeR*). 
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e) xy2-ax+y42)—bx+y+2)=0  (aeR,beR”). 

PA? +y—24+2ax0—-y)+a(2+y422)-at=0  (aeR”). 
2) 2xy2—x-y9-=2-1=0, 


25. Determinar las rectas trazadas sobre la superficie de ecuación 
xyy2-2x=0 


(se podrá parametrizar esta superficie poniendo x = u +0). 


26. (Ecuaciones de conos y de cilindros: método general) 


Se designa por 6 un espacio afín de dimensión 3 referido a un sistema afín de origen O, por 
S y Y las superficies de £ definidas respectivamente por las ecuaciones f(x, y, 2) = 0, p(x, y, 2) = 0, 
y se designa por 1” = SN Y la intersección de esta superficie. 


a) Para que el punto M de coordenadas (x, y, z) pertenezca al cono (simétrico) C de vértice O 
y de directriz IT, es necesario y suficiente que exista un real A que verifique las ecuaciones 
(1) f(x, dy, 42) =0 p(Ax, Ay, 142) =0. 


Se obtiene pues una ecuación cartesiana de C al eliminar 4 entre las relaciones (1). 


Aplicación: Determinar una ecuación cartesiana del cono de vértice O cuya directriz sea la 
intersección de las superficies de ecuaciones: 


0) A+ryz2=l, y+z2=z. 


b) Para que el punto M de coordenadas (x, y, z) pertenezca al cilindro C, de directriz /” y de 
generatrices paralelas a la dirección (a, b, c) es necesario y suficiente que exista un real £ que 
verifique las relaciones 


(3) Í(X+aly+bt24+c0)=0, plx+aty+bt,24+ cf) =0. 


Se obtiene por lo tanto una ecuación del cilindro C al eliminar £ entre las relaciones (3). 


Aplicación: Determinar una ecuación cartesiana del cilindro de generatrices paralelas al vector 
de componentes (0, 1, 1), cuya directriz es la intersección de las superficies de ecuación (2). 


27. (Conos y cilindros circunscritos) 

Sea £ un espacio afín de dimensión 3 referido a un sistema afín de origen O- y sea S la super- 
ficie de £ definida por la ecuación f(x, y, z) = 0, donde f designa una función numérica diferenciable 
sobre un abierto de R* cuya diferencial no se anula. 

a) Para que la recta de ecuaciones paramétricas x= 2£, y = An, z= AL sea tangente a S 
en el punto de coordenadas (2, E, Ap 9, 2o 2), es necesario y suficiente que la función numérica 


0:4+ f(42, 4n, 20) 
esté definida en el entorno de A, y verifique 0(2,) = 0, 0'(A,) =0. 


Se obtiene por lo tanto una ecuación cartesiana del cono de vértice O circunscrito a S al eli- 
minar 4 entre las relaciones: 
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0) frida =o. 21 


04 
b) Para que la recta de ecuaciones paramétricas 
x=¿+t, y=n +1, 2=[+1t0 (1eR) 


sea tangente a S en el punto de coordenadas (¿ + 1,a, y + tpb, E + 1,c), es necesario y sufi- 
ciente que la función 
0:i+> flé+ tan + 1b,[ +10) 


esté definida en el entorno del punto 1, y verifique 0(1,) = 0, 0'(14) = 0 (utilizar los resultados 
del $ VITA). 

Se obtiene una ecuación del cilindro circunscrito a S, de generatrices paralelas a la direc- 
ción (a, b, c), al eliminar 1 entre las ecuaciones 


Jf+tay+tjz+t0)=0, DUI + doy + 10,2 + 10)] =0. 


28. (Conos y cilindros circunscritos a una cuádrica) 
Si F(x, y, z) es un polinomio de segundo grado con coeficientes reales, pongamos: 


F(x, y, 23=ax?+a' y94a" 2242 by242b' 2x42b" xy+2cx420'y+20"2+d, 


se escribe, para todos los Xy = (%j, Yy» 21) Y Xy = (X2, Ya 2): 
PAX |, X2) =4x,Xx2 +4 Y) + 02,22 + b(y, 22 + Y221) + D(2, x2 + 22X1) 
+ DUAL Ya + XX Y) + + 2) 4H CY + Ya) 4 (E + 22) + 4d 


(Pp se dice obtenido «por desdoblamiento» a partir de F). 


a) Sea My un punto de coordenadas X, = (Xp, Yo, Zo). Deducir del ejercicio anterior que una 
ecuación del cono C y, de vértice M, circunscrito a la cuádrica S de ecuación F = 0 es (poniendo 


X=(x,),2) 
(0) [P4Xo, X)P — FAX) HX) =0. 


b) Cuando el cono Cy, no se reduce a un punto, deducir de a) que el conjunto de los puntos 
de contacto de las tangentes trazadas desde M, a Fes una curva plana (por lo tanto una cónica). 

c) Repetir el estudio anterior sustituyendo el punto My por un vector no nulo y buscando 
las tangentes a S paralelas a %. (Sol.: la ecuación (1) es sustituida por una ecuación de forma 
análoga: (A(X)?— KF(X) = 0, donde KeR y donde A es un polinomio de grado 1 en x, y, 2; 
la conclusión de b) subsiste.) 


29. Determinar la sección recta del cilindro que se apoya sobre la curva definida paramé- 
tricamente por: 
F=8, p=É, 2=P (ER) 
y de generatrices paralelas al vector ú de componentes (1, 1, 1). 


30. Determinar una ecuación del cilindro de segundo grado que admite como sección recta 
a la cónica definida por las ecuaciones 
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31. a) Preliminares 


Sea E un espacio euclídeo de dimensión n, y q una forma cuadrática en E. Se designa por p 
el endomorfismo simétrico de E asociado a q (es decir, el único elemento q simétrico de .Z(E) tal 
que (yx € E) p(x).x = q(x). 

Demostrar que para que exista una base ortonormal de E constituida por vectores isótropos 
de q, es necesario y suficiente que Tr(9) = 0. Cuando esto ocurre, demostrar que existen una 
infinidad de tales bases. 


b) Aplicación 


Sea 1” la cónica de ecuaciones aux? + By? — 1 =0, z =0 («8% 0). Determinar el lugar de 
los puntos M tales que existe un triedro trirrectángulo de origen M que se apoya sobre 1”. (Se 
utilizarán los preliminares y se considerará el cono de vértice M y de directriz 1”) 


32. Un cono de segundo grado se dice que es equilátero cuando contiene tres generatrices 
que forman un triedro trirrectángulo. Cuando esto ocurre contiene entonces una infinidad, pu- 
diendo una de las generatrices ser elegida arbitrariamente (véase ejercicio anterior, a)). 

Utilizando el ejercicio anterior a), determinar: 


a) El lugar de los puntos M tales que el cono circunscrito desde M a la cuádrica de ecuación 
ax? + By?+y22—-1=0 (a8y 4 0) sea equilátero. 
b) El lugar de los puntos M tales que el cono circunscrito desde M a la cuádrica de ecuación 
ax? + By? -2p2=0 (afp + 0) sea equilátero. 
*33. Se da la cuádrica S de ecuación 
ax? + By4 y2—1=0 (aBy 4 0). 


a) Determinar el lugar de los puntos M tales que el cono circunscrito a S desde M sea de 
revolución. (Se utilizarán los resultados del $ 111.8 y los del ejercicio 28.) 

Solución . Se obtienen dos cónicas reales, denominadas focales de S, los vértices de cada una 
de ellas son los focos de la otra. 


b) La misma pregunta sustituyendo S por el paraboloide de ecuación 
ax?+ fy—2p2=0 (aBp 40). 
34. Sea S la esfera de ecuación x? + y? + 22—2 cz —R* =0 y Qs la cuádrica de ecuación 
*+y4(14+ 22-202 — R?=0 (2, parámetro real). 


Un plano P tangente a S encuentra a O según una cónica 7”. Demostrar que el punto F común 
a P y S es un foco de J”. (E. P.) 


35. Dos planos perpendiculares P, y P, varían de tal modo que D,< P, y D,¿< P,, donde 
D, y D, son dos rectas no coplanarias. 

Determinar la superficie S engendrada por la recta común a P, y P,. (Es un hiperboloide). 
¿Cuáles son las secciones planas de S que son circunferencias? (Sol.: las secciones por planos per- 
pendiculares a P, o Pa.) 


36. Sea S la superficie de ecuación 


*+4y)-22=0. 
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a) Formar la ecuación del cono circunscrito a S, cuyo vértice es un punto cualquiera /2. 


b) Lugar 7 de los puntos (2 tales que este cono corte al plano (Oxy) según una circunferen- 
cia real C. 
Cc) Cuando /” recorre (2, determinar la superficie engendrada por la recta que une a 2 con 
el centro de C. 
(E. P.) 
37. Sean dos rectas no coplanarias de 6,. Un punto M eé, se proyecta ortogonalmente en 
dos puntos respectivos H y H” sobre estas rectas. Determinar el lugar de los puntos M tales que 


MH? + MH? = a? (a = Cte) 


(E. P.) 
38. Lugar S de los puntos equidistantes del eje Oz y de la recta de ecuaciones 
x+y-1=0, z2=0. 
S es una superficie; buscar las rectas contenidas en S. 
(E. P.) 
39, Lugar de los puntos equidistantes de una recta y de un plano dados de 6%. 
(E. P.) 
40. Lugar de los centros de las esferas tangentes a una recta y a una circunferencia dadas en 6. 
(E. P.) 
41. Seca S, la esfera de ecuación 
3+y42-2by+b*-Ri=0 (beR*) 
y Sa la esfera de ecuación 
34+y4242by+b?—Ri=0. 
Lugar de los centros de las esferas tangentes a S,, a S, y al plano (Ox»). 
(E, P.) 


42. Determinar las circunferencias contenidas en las superficies de ecuaciones siguientes: 
d) Arya) —a2=0  (acR”). 


b) Superficie engendrada por una circunferencia de diámetro AB tangente en un punto fijo A 
de una recta fija 4, al recorrer B una recta ortogonal a 4 y no coplanaria con 4. 


dd) *+y4+2—a4=0 (acR”,. 


43. (Conoide de Pliicker) 


Se denomina conoide de Pliicker a toda superficie S de 6, que admite, en un sistema de refe- 
rencia ortonormal adecuado, una ecuación de la forma 


(1 2 + y?) — au? — y?) =0. 


a) Demostrar que S es un conoide de eje Oz. ¿Cuál es su eje? ¿Cuál es su cono director? 


b) Sea G una generatriz de S y II un plano que pasa por G. Demostrar que /7 corta en ge- 
neral a S según G y según una elipse E que se proyecta ortogonalmente según una circunferencia /* 
del plano Oxy. Demostrar que E es una directriz del conoide. 
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Cc) Demostrar que un conoide de Pliicker se puede definir de dos maneras distintas: 


i) Conoide recto de eje 4, de directriz una elipse E que se proyecta ortogonalmente (sobre 
los planos ortogonales a 4) según una circunferencia, y cortando además Ea 4. 


li) Lugar de las perpendiculares comunes a una recta dada Á y a unarecta variable D que pivota 
alrededor de un punto dado O de un plano dado P, sin que el punto O pertenezca a 4 y sin que 
el plano P sea ortogonal ni paralelo a 4. 


d) Sea S un conoide de Pliicker en $, y A un punto que no pertenece a S. Demostrar que el 
lugar de la proyección ortogonal de A sobre las distintas generatrices de S es una de las elipses 
determinadas en 5). 


Superficies de revolución 
Los ejercicios 44 a 54 hacen referencia a un espacio afín euclídeo €, de dimensión 3,» de espacio 
director E,, eventualmente provisto de un sistema de referencia afín ortonormal (O; i, j, k). 


44. Demostrar que las superficies definidas por las situaciones siguientes son de revolución 
y determinar su meridiano: 


axi+y+z2—-3xyz-a =0 (a = Cte). 
dB) (ya + 0 — ax? + (2? xy? —at=0 (a = Cte). 
0) xt y 2 12 yz + y zx + 22 xp) + 60? 2? 4 22 x? + 1? y?) 
= xyAx+y+2)-at=0 (a = Cte). 
45. Determinar una ecuación cartesiana y la meridiana de la superficie de revolución engen- 
drada al girar la curva /” de ecuaciones 


2=0, y + y?) - 4? — y) =0 


alrededor de la recta 4 de ecuaciones x =0, y =z. 
46. Las mismas preguntas que en el ejercicio anterior sustituyendo, 


a)  lacurva 7” por la recta de ecuaciones x—2 y + 2—1=0,x—y=0 y la recta 4 por 
la recta de ecuaciones 2x + y=0, x + y—z=0; 


b) la curva /” por el arco de ecuaciones paramétricas 


y la recta 4 por el eje Ox; 


e) la curva 1” por la curva de ecuaciones z =0, x* + y? —a? =0 (a = Cte) y la recta 4 
por la recta de ecuaciones x = y = z. 


47. Determinar una ecuación del hiperboloide engendrado al girar la recta D, alrededor de 
la recta D,, estando definidas estas rectas respectivamente por las ecuaciones siguientes 
x—-y+z=0 E lo 
Mx+2y-z=0 2lx-4y+32-1=0 


48. Determinar una ecuación de la superficie de revolución engendrada al girar la parábola 
de ecuaciones x = a, y = 3 2? + a? =0 alrededor del eje Oz. 
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49. Determinar una ecuación cartesiana y el meridiano de la superficie de revolución engen- 
drada al girar la curva de ecuaciones z = 0, x* + y? — 3 axy = 0 alrededor de la recta 4 de ecua- 
ciones x=y=2z. 

50. Sean a y b dos reales no nulos y D la recta de ecuaciones 


Er, z= 
E 1=0, 2=0. 


a) Determinar los conos de revolución que contienen a D. 


b) Determinar la intersección de todos los conos definidos en a). 
(E. P.) 


51. Sea Q una cuádrica de revolución (elipsoide, hiperboloide de una o dos hojas, o para- 
boloide) y sea F un foco común a todos los meridianos. 
Sea P un plano que no pasa por F y corta a O según una cónica real /”. 
Demostrar que el cono de vértice F y de base /' es de revolución. 
(E. P.) 


52. (Circunferencias de Yvon Villarceau) 


a) Sea I' una circunferencia de £, de centro O y de radio R > 0, y / un real tal que0 < 1 <R. 
Se considera una recta L tal que O se proyecte ortogonalmente sobre L en un punto H del plano 
P de T y que verifica OH = 1, formando además la recta L con P un ángulo 0 tal que 


1 
l=>x. 
cos () R 
Demostrar que la circunferencia 1” engendra, al girar alrededor de L, una superficie tórica 
con garganta; a este efecto, se podrá elegir un sistema de referencia ortonormal(H; 7, Ye 7. K)tal 


que Rk dirija a L. 
(Nota. Toda recta tal como £ se dice que es una focal (de M. Robert) de la circunferencia 1”) 


b) Demostrar que todo plano que pasa por L forma con la circunferencia 1” un ángulo cons- 
tante, y que toda esfera que pasa por /” forma con L un ángulo constante. 


€) Recíprocamente, se da una superficie tórica con garganta. Demostrar que puede ser 
engendrada por rotación de una circunferencia alrededor del eje de revolución L del toro, 


siendo L una focal de 
Sea (V,) la familia de circunferencias deducidas de 1” por las rotaciones de eje L y (VW) la fa- 


milia de circunferencias deducidas de las de (V,) por simetrías planas arbitrarias cuyo plano con- 
tiene a L. 

Demostrar que dos circunferencias distintas pertenecientes a una misma familia (V,) o (Va) 
son disjuntas, mientras que si 1”, e(V,) y Py (Vo), entonces 1, y 1”, tienen dos puntos comunes 
y son simétricas respecto a un plano meridiano del toro. 


d) Sean C, y C: las dos circunferencias secciones de la superficie tórica por un plano me- 
ridiano 17, y sea D una tangente común interior a C, y C.. Demostrar que la sección de la 
superficie por el plano P perpendicular a 17 y que contiene a D está constituida por dos cir- 
cunferencias, de las cuales una pertenece a (V,) y la otra a (V:). (El plano P se dice que es 
bitangente a la superficie, ya que le es tangente en dos puntos que se precisarán.) ¿Cuáles son 
los puntos comunes a estas dos circunferencias? 


*e) Sea I un punto del eje L de la superficie tórica, existe una inversión y única de 
polo 1 que deja al otro globalmente invariante. Demostrar que y permuta las familias (V,), (Vs). 
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¿Cómo se transforman los planos P por y? Deducir de ahí que toda esfera que pasa por una 
de las circunferencias de (V,) o (V:) forma con (L) un ángulo constante y deducir de nuevo 
de este modo algunos de los resultados de b). 

(Las circunferencias de las familias (V) y (V) reciben el nombre de circunferencias de Villarceau 
de la superficie tórica.) 

53. En un espacio afín euclídeo de dimensión 3, sea S un conjunto no vacío que admite dos 
ejes de revolución D, D” distintos. 

a) Si D y D' son paralelos, demostrar que Ses una reunión de planos perpendiculares a D y D”. 

b) Si D y D' tienen un punto común O, demostrar que S es una reunión de esferas de cen- 
tro O (véase ejercicio 11.26). 

*c) Si D y D' son no coplanarios, demostrar que S es el espacio entero. 


*54. Se refiere el espacio afín euclídeo 6, a un sistema ortonormal (O; ra BD. Sea la cónica 
de ecuación 


z¿=0, ax? + fy—1=0 (98 40). 
Determinar el lugar de los vértices de los paraboloides de revolución que contienen a y 
(E. P.) 
CAPÍTULO IV 
Operadores antisimétricos 
1. Sea u un operador antisimétrico de un espacio euclídeo E. 
a) Demostrar que el rango r de u es par y que si se pone r = 2 p existen reales a, 4, ..., 4p 


positivos estrictos tales que el polinomio característico P,(X) sea igual a 


> loe + aj) 
i=1 
(se considera la matriz de « en una base ortonormal de E y se observará que una matriz antisi- 
métrica real A es de la forma A = ¡H, siendo H hermitiana compleja). 


b) Demostrar que si Q(Y) es un divisor de P,(X), de grado 1, el operador Q(u) no es inver- 
tible. (Razonar sobre las matrices de u y Q(u) en una base fija de E.) Deducir, razonando 
por recurrencia sobre n, que 


i) si nes par, E es suma directa ortogonal de planos estables por u; 

ii) si n es impar, igual a 2m + 1, E es suma directa ortogonal de m planos y de una recta 
estables por 4. 

2. Sea E un espacio euclídeo de dimensión n y sea f una función numérica de clase C* en 
un abierto £2 de E. Para todo ae (2, se designa por q. la forma cuadrática en E asociada a la 
diferencial segunda de fen a y se designa por a el operador simétrico de E asociado a qa. De- 
mostrar que el escalar Tr (us) es igual a la laplaciana de f en a. Demostrar de este modo la 
invarianza de la laplaciana en el grupo ortogonal de E. 

3. Sea E un espacio vectorial real de dimensión n y £ un abierto de E; se designa por Zo 
el espacio vectorial de las funciones numéricas de C* en 2. 

Para toda base 2 — (€, €, ..., en) de E y todo fe Zo, se designa por Aa(f) la función g 
definida en (2 por 
2. 9 
Mr= (me + +xeyen), a= Y, 
i=1 OX; 


(siendo las derivadas respecto a las coordenadas x; de x en la base 9). 
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Se define de este modo un operador 44 e£(2Zp) asociado a 2. Demostrar que para que se 
tenga Ag = Ag”, es necesario y suficiente que la matriz de paso de la base 3 a la base 2” 
sea ortogonal. 

(Se podrá hacer uso del ejercicio anterior.) 

4. A) Preliminares 

Sea E un espacio euclídeo de dimensión n > 2. Se da el nombre de conmutante de un sub- 
grupo G de GL(£) al subgrupo de GL(£) constituido por los u € GL(E) tales que 


Vre GL(E) Uor=vo0u. 


Demostrar que el conmutante del grupo ortogonal O(£) es el grupo de las homotecias de E. 
(Sugerencia: utilizar la generación de O(E) por las simetrías ortogonales hiperplanas.) 

B) Sea E el espacio vectorial R”, con 1 > 2, y 2 un abierto no vacío de E. Se designa por 
%p el espacio vectorial de las funciones numéricas de clase Ce en 2 y por Di, Da,..., Dn 
los operadores de 2g definidos por 


(id <i<nm) Meza) D/=L 


(siendo las derivaciones respecto a las coordenadas en la base canónica de R”). 
Sea A = (x;¿) una n-matriz cuadrada simétrica y Py el operador de Zo definido por 


0, = Y a,D¡D). 
y] 


El espacio E se halla provisto de la estructura euclídea canónica. Demostrar que para que se tenga 
(Vu € O(E), (We Zo), PAfou) =[Bf)]ou, 


es necesario y suficiente que la matriz A sea escalar, es decir, de la forma pl,, donde 1, es la 
matriz unidad de orden n y donde peR. 
Sugerencia: utilizar A). 
(E. N. S. Ulm, oral, 1973,) 


5. (Generalización del ejercicio 2) 
Sea E un espacio vectorial real de dimensión n>2 y p, q, enteros tales que p+g=n,p> 1, 


q > 1. Sea Q una forma cuadrática de signatura (p, q) en E y B su forma polar. Se da el nombre 
de base reducida a toda base 2 de E en la cual la matriz de Q es igual a 


EN Os Y 
0 
L= e 
0 
0 0 e 
donde e, ==... p=+L emm =... 


a) Demostrar que para toda forma bilineal S en E, existe u e F(E) único tal que 


(1) (Vxe E, Vye E), S(x, y) = B(u(x), y). 
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En una base reducida, ¿qué relación existe entre las matrices de u y de S? 

b) Sea 9 = (€1,..., en) una base reducida y sea f una función de clase Co2 en un abierto 
22 de E, con valores reales. Para todo a € E, se designa por 4, el único operador asociado por (1) 
a la forma S = D?f, (diferencial segunda de f en a). Demostrar que el escalar Tr (u,) es igual al 
valor en el punto a de la función 


siendo las derivadas respecto a las coordenadas en la base %. 


6. (Generalización del ejercicio 4) 


Sea E un espacio vectorial real de dimensión n > 2 y 2 un abierto de E; se designa por Zp 
el espacio vectorial de las funciones numéricas de clase C“e en 2. 

Para toda base 2 = (€, ..., €n) de E y toda fe Zo se designa por 4 a(f) la función g definida 
en % por 


" poo ny 
(u- E nen) ga) = Y rá Y Zo 


i=1 i=1 i=p+1 


(donde el entero p es tal que 1 < p < n— 1). Se define de este modo un operador 44 eL(Dg) 
asociado a 2. 

Demostrar que para que se tenga 4g = 4g”, es necesario y suficiente que la matriz de 
paso P de 2 a 2" verifique: 'PLP= L, donde L es la matriz definida al comienzo del ejer- 
cicio anterior. 


*7. (Generalización del ejercicio 5) 
A) Preliminares 


Sea K un cuerpo conmutativo de característica % 2, E un K-espacio vectorial de dimensión 
finita y q una forma cuadrática no degenerada en E. 


a) Demostrar que el grupo ortogonal O(q) es engendrado por las simetrías hiperplanas, y 
g-ortogonales, respecto a los hiperplanos no q-isótropos. (Atención a los vectores isótropos.) 


b) Deducir de ahí que el conmutante del grupo O(g) (véase ejercicio 4) es el grupo de las 
homotecias de E. 

B) Se admiten las hipótesis y notaciones del ejercicio 4, pero se dota aquí al espacio E = R” 
de la forma cuadrática O de signatura (p, q) (donde p> 1, 9> 1 y p + q =n) definida por 


Vx= (Xp. X)EE, O) =x + + xd o X 


Demostrar que para que se tenga 


(Vue O(Q), YE Za), PAfou) = [9 M]ou, 
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es necesario y suficiente que exista un peR tal que A =pPL (designando por L la matriz 
definida al comienzo del ejercicio 5). 

Sugerencia: utilizar A). 

8. Sea 2 abierto de un plano afín euclídeo £, y f: 2— R una función de clase C?. Se da un 
sistema de referencia ortonormal (O; i, j) de 6, tal que O e 22, y se designa por 

— Pla aplicación R?> £,, (1,0) +>0 + (rcos0) 7 + (rsen0) 7 

— U el abierto P-(Q) de R?. 

Se pone finalmente g(r, 0) = f(P(r, 0) para (r, 0) e U. 

a) Demostrar la relación 


(Vr, 0) EU). Afro =>52 +5 


b) Aplicación: demostrar que los polinomios homogéneos de grado n de dos variables reales 
P(x, y), con coeficientes reales, que verifican 


ovP | 0P 
Vx, VW) 3 +55 = 
(Vx, Vy) a+ E 0 


son los polinomios 42" + Az”, donde z =x + iy y donde A es una constante compleja arbi- 
traria, 


Campos de vectores 

En los ejercicios 9 a 14, se da un espacio afín euclídeo £, de dimensión 3, provisto de un 
sistema de referencia ortonormal (O; 17. Las coordenadas de un punto Me £, se designarán 
por (x, y, 2). 

9. Sea D el campo de vectores definido en € $, por 


(WMe8) DM)=Qx+y+ 2274 (a+ 2 y 4 (a+ y +22). 


Calcular rot d y div (9). Determinar un potencial escalar de 9. 
(G. E.) 


10. Sea D el campo de vectores definido en € $, por 
(WMe 6) D(M)=(* — ya) 7 + (2x3) + (2? aX. 


a) Calcular div(D) y rot(D). Determinar un potencial escalar F de D, 


b) Demostrar que las líneas de campo (véase tomo 4, $111.11) de Y son los meridianos de los 
hiperboloides de revolución (Q;) de ecuación yz + zx + xy = 4 (4 = Cte arbitraria). 


e) Por un punto fijo de $, pasa en general un hiperboloide Q, y una superficie de ecuación 


F = Cte. Estudiar la disposición de los planos tangentes en M a cada una de estas superficies. 
(G. E.) 


11. Enel abierto U =EN0 de e £,se define el campo de vectores por 


E 
(Meu), om) = Ex QM 


(habiéndose fijado una orientación de 6). 
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a) Determinar rot(D) y div(D). 

b) Determinar (localmente) un potencial escalar y un potencial vector de D, 

¿Admite el campo g un potencial escalar en el abierto U? ¿Admite un potencial vector 
en el abierto U? 


12. Sea 2 un abierto de £¿(0) y f: 2—+ R_una función de clase C?. Se designa por S la 
aplicación R?> 6,, (r, p, 0) +>0 + (r sen 0 cos p) ¡+ (rsen 0 sen p)j + (reos 0)K y Uel abierto 
S-(). Se pone finalmente 


(Vr, 0,0) € U), gr, p, 0) = f(S(r, p, 0) - 


Demostrar la relación, válida para sen0 4 0: 


as Pg, 209,10 

Vr. p.0)EU, SO 0)= AA 
1 0%y 09 
> 72 + cos O seno L 
+ sento dp? + cos () senÚ 26 


13. Se designa por D el dominio del espacio euclídeo $, comprendido entre dos bolas del 
mismo centro O y radios R,, Rs(R, < R;) y se considera una función numérica f_dg clase C* 
en D tal que para cada punto M de D, el vector gradwf sea nulo o colineal con OM. Demos- 
trar que existe entonces una función numérica p de clase C* en ]R,, R:[ tal que, para todo 
MeD, se tiene: 

SM) = o(1 OM |). 


Método propuesto (evitando recurrir a funciones implicitas). 


a) Demostrar primero que si y es un arco cualquiera de clase C! cuyo soporte está contenido 
en una esfera de centro O, entonces la restricción de f al soporte de y se reduce a una constante. 
(Un tal arco y se define mediante una parametrización de la forma (a, b] > En, 1 +» M(0), que ve- 
rifica OM.dM/di =0,) 


b)  Deducir de ahí que la restricción de fa cada esfera de centro O se reduce a una constante 
(como arcos y se podrá tomar circunferencias de centro 0); de donde resulta la existencia de 
una función y tal que f(M) = (|| OM). 

c) Utilizando la restricción de f a un segmento de una recta que pasa por O, demostrar 
que q es de clase C*. 


14. En el espacio euclídeo orientado €, provisto de un sistema de referencia ortonormal se 
considera el campo de vectores Y cuyas componentes en el punto de coordenadas x, y, z son 


P=-ay. Q=ax, R=b(x? + y?) (a, b = Ctes). 


a) ¿Este campo admite un potencial vector? ¿Admite un potencial escalar? 
b) Determinar una función numérica f de clase C* en R* tal que el campo 


MT :M> fx, y) ViM) 


sea un campo de gradientes, que verifique f(1, 0) = 1. Determinar entonces un potencial escalar 
del campo W. 
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Torsores 


En los ejercicios 15 a 35 que siguen, € designa un espacio euclídeo orientado de dimensión 3 
y E designa su espacio director. 

15. Sea V un subespacio vectorial del espacio vectorial J de los torsores sobre €. 

a) Demostrar que si todo torsor de $ es elemental, se tiene: dim (V) < 3. 

b) Sea d la dimensión máxima de un subespacio vectorial de V en el cual todo elemento es 
un deslizante, estando formado Y por torsores elementales. 

1. Demostrar que si d = 3, existe un punto 2 e 8 tal que V es el conjunto de los deslizantes g 
que verifican g(£2) =0. 

2. Demostrar que si d = 2, existe un punto 2 e y un plano afín 4 que contiene a /2 tales 
que V es la suma del espacio de los deslizantes cuyo eje central pasa por 2 y está contenido en 4, 
y del espacio de los pares de momento ortogonal a 2. Precisar en este caso los deslizantes que 


pertenecen a V. 
3. Demostrar que si d = 1, existe un plano vectorial P de E tal que Y es la reunión de los 


pares cuyo momento pertenece a P y de los deslizantes de resultante paralela a P-. 

(Nota. Evidentemente, si d=0, Y no es otro que el espacio de los pares.) 

16. Sea 7 un torsor y 2 un plano afín de $. Hallar el conjunto de los puntos M e 2 tales que 
1(M) forme con 4 un ángulo constante dado. (Se hará la discusión según la naturaleza del torsor 7.) 

17. Sea 2 un plano afín de £ y 7 un torsor. ¿Existe un deslizante g,, de eje central contenido 
en 4 y un deslizante g, de eje central ortogonal a %, tales que T = £, + £2? 

18. Sean g, y ga dos deslizantes de ejes centrales no paralelos. Hallar el lugar del eje central 
del torsor g, + Ag, cuando 4 recorre R. 


19. Seis deslizantes no nulos admiten como ejes centrales respectivos las seis aristas de un 
tetraedro (no aplanado) de $. Demostrar que estos seis deslizantes son linealmente independientes. 


20. (Torsores ortogonales) 


Sean 7, y T, dos torsores sobre £, de resultantes no nulas R y Ro. Demostrar la equivalencia 
de las proposiciones a) y b): 

a) Los ejes centrales 7, y 7, son ortogonales y concurrentes, 

b) Se tiene: 


HE 


RR¿=0 y 6(t,1)=0 


(cuando esto ocurre, se dice que 7, y 7, son ortogonales). 
>= > 
21. Sean g, y ga dos deslizantes no nulos, de ejes centrales 4, y 4) y de resultantes R, y Ry. 
Siendo Q ef un punto fijo, se pone G; = g:(0) (i = 1, 2). 
a) Demostrar que una parametrización de la perpendicular común a 4, y 4, es 


BAR) AR no, Ri nG)) 


La (R R2) => 5 
A 20+4 A + 
Ry a Ra ll 


b) Demostrar que la distancia más corta d entre 4, y 4, es 
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22. (Producto vectorial de dos torsores) 


a) Sean 7, y 7, dos torsores sobre £, de resultantes R y Ra. Demostrar que el campo de vec- 
tores T sobre £ definidos por 


VWMeé «M)=R, at (M)- Ri nt(M), 
es un torsor de resultante R, A 18 En lo que sigue, se designará por 
T=1,A%. 


b) La aplicación G x T >, (t,,72) +>7, A 7, es bilineal antisimétrica. Establecer la rela- 
ción (Vr, e G, Vr, € G, Vr € 5) 


DA(RAT)ATZNA(GAT)+ A (A77)=0. 


c) Demostrar que si R, A RA O, el eje central de 7, A 7, es la perpendicular común a los 
ejes centrales de 7, y Ty. 


23. (Teorema de Morley-Petersen) 


a) Sean T,, Ty, T, tres torsores de resultantes no nulas, tales que 7, + 77 +7, = 0, y de ejes 
centrales no coplanarios dos a dos. Demostrar que existe una recta (necesariamente única) que 
corta al eje central de cada 7, en ángulo recto. 

Método sugerido: sea 7 el torsor T¿ A 73 +73 AT, +71 AT2 (véase ejercicio anterior). Se 
demostrará que 7 es ortogonal a cada torsor 7; (véase ejercicio 20) y se utilizarán los resultados del 
ejercicio anterior. 


b) Deducir de a) el resultado que sigue: 

Sean 2,, Lp, 2 tres rectas afines no coplanarias dos a dos. Por cada ¡e N3= (1,2, 3), sea 
A, la perpendicular común a las dos rectas (2), «wy.1i) y sea 2; la perpendicular común a 2; y A. 
Existe entonces una misma recta 4 que corta a cada recta 2, en ángulo recto. 

Método sugerido: sea g, un deslizante no nulo de eje central 2; (para ¡e N]). Escribir la 
relación (J) del ejercicio anterior para los g;, después aplicar a). 

24, Seanr, y 7, dos torsores de resultante no nula. Demostrar que se tiene: 7, A 7, = 0 (véase 
ejercicio 22) si, y solamente si, 7, y 7, tienen el mismo eje central. 


25. Sea r un torsor de resultante no nula y sea 4 un punto de £ no perteneciente al eje cen- 
tral 4 de 7. E 

Se designa por (0; i, h k) un sistema de referencia ortonormal directo de € tal que Oe 4, 
que OA sea colineal con í y que k sea paralelo a 4, y se pone OÁ = ai (acR*). 

Demostrar que el conjunto de los puntos M tales que los vectores AM y T(M) sean colineales 
es la «cúbica alabeada» de ecuaciones paramétricas 


Xx a > at 
=p APT 


z=1t 


27R 


respecto al sistema de referencia (O; i, j, k). 
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26. (Derivada de un torsor) 


Sea 1 +», una aplicación derivable de un intervalo / de R en el espacio vectorial 3 de los tor- 
sores sobre É, E 

Para todo punto Meé, se pone: F(M, t) = 1:(M). Finalmente, se designa por R(1) la resul- 
tanto de 7¿. 


a) Demostrar que la resultante de = (r,) es 730) y que su momento en Mes e (M, 1). 


b) Sea t-+» M(£) una aplicación derivable de / en 6. Se pone: G(t) =T(M(0)), para tel. 


Demostrar que el momento del torsor-— (x;) en el punto M(t) es 


dM > dG 
ar RO +3 


(Nota: Dar un torsor 7, equivale a dar sus elementos de reducción (RO, G(+£)) en el punto M(1); 
de este modo es como se suelen conocer, en Mecánica, los torsores dependientes del tiempo que 
intervienen en los problemas concretos.) 

(En los ejercicios que sigue, se designa por 2 el conjunto de las rectas afines de 8.) 


27. (Coordenadas pliickerianas) 


a) Sea O un punto fijo de $ y A una recta (4 € 2). 

Demostrar que el conjunto g4 de los deslizantes no nulos de eje central 4 es una recta vec- 
torial del espacio 3 de los torsores, privada del torsor nulo. Si 7 € £4, ¿qué se puede decir de los 
elementos de reducción (R?, T(0)) de 7 en 0? Recíprocamente, si R y $ son dos vectores tales que 
R.S =0 y RA 0, el torsor cuyos elementos de reducción en O son (R, 5 es un deslizante no nulo. 


b) Sea p un sistema de referencia ortonormal directo (O; id E) de origen O. Se da el nombre 
de sistema de coordenadas pliickerianas (respecto a p) de una recta 4 a todo elemento 
(a, B,y. 2,1. v)ER 
tal que 
R=da+fj+ yk y T=i+wH+ má 
sean los elementos de reducción en O de un deslizante no nulo de eje central A. ¿En qué forma 


se deducen unos de otros los distintos sistemas de coordenadas pliickerianas de 4? ¿Cuáles son 
los elementos de R* iguales a uno de los sistemas de coordenadas pliickerianas de una recta dada? 


29. En esta pregunta se da un sistema de referencia ortonormal directo p de É. 


a) Sean M,, M, dos puntos distintos de £, de coordenadas respectivas (xi, Yi, 21) (1 =1,2). 
Determinar un sistema de coordenadas pliickerianas de la recta (M, My). 


d) Sean P,, P, dos planos afines no paralelos de £, que tienen respectivamente por ecuación 
ux+oy+0w2+h=0 (¡=1,2). 


Determinar un sistema de coordenadas pliickerianas de la recta 9,0%. 
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30. (Complejos lineales) 


Sea 7 un torsor no nulo; si 4 es una recta y si existe un deslizante no nulo g de eje central 4 
tal que £(z, g) = 0, entonces se tiene £(z, g) = 0 para todo deslizante no nulo g de eje central A. 
Cuando esto ocurre, se dice que 4 es una recta de momento nulo respecto a 7. El conjunto I, de 
las rectas de momento nulo respecto a 7 recibe el nombre de complejo lineal definido por 7. 


a) Precisar el conjunto /”, cuando el torsor 7 es elemental. 
b) Se supone 7 no elemental. 


1. Demostrar que si A eé es un punto dado, el conjunto de las rectas 4 e 1”, que pasan por A 
es el conjunto de las rectas de un plano 4,(A) que pasa por A. Este plano recibe el nombre de plano 
polar de A (respecto a 7). 

2. Demostrar que si 2 es un plano no paralelo al eje central D, de 7, el conjunto de las rec- 
tas A € I”, que están contenidas en 4 es el conjunto de las rectas de 4 que pasan por un punto 
fijo m(2). Este punto m(P) recibe el nombre de polo de 4 (respecto a 7). 

€) Supuesto el torsor y no elemental, demostrar las propiedades siguientes: 

— para todos los puntos A, Be4, se tiene, (B€2.(4)) <> (4 EP AB); 

— para todo A€6, se tiene, m(P.(4)) = A,y para todo plano 2 no paralelo al eje central 
de 7, se tiene: Pm(P)) =P; 

— la aplicación A+>2,(4) es una biyección de £ en el conjunto de los planos de $ no pa- 
ralelos al eje central de 7, cuya aplicación recíproca es 2 +>m(?). 


d) Siel punto A eS describe una recta 4 no paralela a D, demostrar que el plano polar PLA) 
pivota alrededor de una recta “4 (que se denomina conjugada de A respecto a 7). Precisar el con- 
junto de los planos (2.(4))4e4. Demostrar que “4 es también el lugar de los polos de los planos 
no paralelos a D, y que contiene a 4. Estudiar los planos 2,(4) cuando A describe una recta 4 
paralela a D,. Sea 2” el conjunto de las rectas no paralelas a D+, estudiar la aplicación 


D9>0, de “Y. 


31. (Este ejercicio utiliza las notaciones y resultados del anterior.) 
Sea 1”, el complejo lineal definido por un torsor 7 no elemental, de eje central D;. 


a) Sea A un punto dado de £, no perteneciente a D,. Demostrar que el conjunto reunión de 
la paralela a D, que pasa por A y de las rectas 4 € 2”, que pasan por A y ortogonales a su con- 
Jugada “4, es un cono de segundo grado C(4), cuyas secciones por planos ortogonales a D, son 
circunferencias. (Nota. El cono C(4) es un cono de Hachetie, es decir un cono tal que cada plano 
de sección circular es ortogonal a una de las generatrices.) 


b) Sea 2 un plano afín de £. Demostrar que en general, las rectas 4 € 2” contenidas en 2 
y ortogonales a su conjugada “A constituyen el conjunto de las tangentes no paralelas a D, a una 
cónica propia y del plano 2. 

. €) Se da de nuevo un punto 4e46x2,. Demostrar que la cúbica alabeada definida en el 
ejercicio 25 está contenida en el cono C(4). 

32. Sea r un torsor no elemental sobre £ y A, Az dos rectas afines de é. Demostrar que, 
para que existan dos deslizantes no nulos g,, g. de ejes centrales respectivos 41, Az tales que 
T = 81 + 82 €s necesario y suficiente que A, y 4, sean conjugadas respecto a 7 (véase ejer- 
cicio 30). 

33. Sear un torsor no elemental y 4,, 4, dos rectas conjugadas (véase ejercicio 30) respecto a 7. 

Demostrar que la perpendicular común a 4, y 4; corta al eje central de $ en ángulo recto. 

34. Sea 7 un torsor no elemental y 4,, 42 dos rectas de £ no conjugadas respecto a 7 (véase 
ejercicio 30). 
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a) Demostrar que en general, existe una cuádrica propia OQ tal que las rectas 4 que cortan 
a 4, y A; y que pertenecen al complejo lineal 7”, (véase ejercicio 30), forman parte todas de un 
mismo sistema de generatrices (E) de O. 

*b) En las condiciones de a) y en el caso en que O es una cuádrica propia, sea (2) el otro 
sistema de generatrices de Q. 

Demostrar que existe un torsor 7” tal que toda recta de (2”) pertenece al complejo lineal E. 


+35, Sea 7 un torsor no elemental de €. Se fija un sistema de referencia ortonormal directo 
(0; í, j, E) de €; se define una recta 4 no paralela al eje central de 1 mediante un sistema de coor- 
denadas pliickerianas (a, P, y, 2, pu, v) (véase ejercicio 27). Determinar en función de a, $, y, 4, 4, Y, 
un sistema de coordenadas pliickerianas de la recta “4 conjugada de Á respecto a 7 (véase ejer- 
cicio 30). 


CAPÍTULO V 


Los ejercicios 1 a 3 hacen referencia a un plano afín real P, provisto eventualmente de un sistema 
de referencia afín (0; Í, $. 
1. Sea y el arco definido por la parametrización, definida en R: 
x) =e "", y()=0 para 1<0 
1+ M(0) 4 x(0) = y(0) = 0 


x0) =0, y) =e"" para 1>0. 
Demostrar que y es de clase C*e y verifica 
2 
mer), LM y EM están ligados. 
di di? 


¿Cuál es el soporte de y? 


2. (Cúbicas unicursales) 


Sean P,, P¿ y O tres polinomios en R que verifican 


a) las fracciones P,/Q y P./Q son irreducibles; 
b) sup (gr(P), gr(Pp), gr(0) = 3; 
c) gr(Q)<2 y Q no se anula nunca (*). 


Se designa por y el arco definido por la parametrización 


PD PO) 
0= 20 0= 70 


1. Demostrar que se está en uno de los casos siguientes: 

— y es simple y admite un punto estacionario único, 

— y tiene un punto doble único, siendo los demás puntos simples, y y es regular, 

— y es simple y regular. 

En el último caso, establecer que el sistema 1, €C, 145 C, 11% la Y Xt) = 19), y(t) = (1) 
admite en general una solución única. 


(ER) 
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2. Demostrar que existen reales A, B, C, D no todos nulos, definidos salvo por un factor de 
homogeneidad no nulo, que verifican la condición siguiente: para que tres puntos M; sobre y de 
parámetros t; estén alineados, es necesario y suficiente que las funciones simétricas elemen- 
tales 0; de los £; (1 < ¡< 3) verifiquen 


(a) Ao, + Bo, + Co + D=0. 


3. Deducir de aquí que y presenta a lo sumo un punto de inflexión si tiene un punto esta- 
cionario, y tres puntos de inflexión en general si es regular. Cuando existen tres puntos de infle- 
xión, demostrar que están alineados. 

4. Sea M(Y) el punto de parámetro 1 de y. Utilizar (a) para determinar el parámetro del 
punto Ty, en que la tangente en Ma y vuelve a cortar a y. (Se hará, en (4), 11 =f, la = ly y Se 
justificará rigurosamente el procedimiento, utilizando los teoremas del $ V.4). El punto Tm se 
dice que es tangencial de M. 

Demostrar que los tangenciales de tres puntos alineados de y están alineados. 


3. Sea y el arco definido por 


1+0P 1 
dE. , 
x(0) +04 e) LPR 


a) Determinar condiciones necesarias y suficientes, referidas a las funciones simétricas ele- 
mentales o; de los 1;, para que los cuatro puntos M; de parámetros 1; (1 < ¡< 4) sobre y, estén 
alineados. 

b) Deducir una condición necesaria y suficiente, referida a las funciones simétricas ele- 
mentales sí de los t. (1 <¿< 3) para que los tres puntos M, de parámetros t, (1 < ¡< 3), estén 
alineados. 

€) Deducir los puntos de inflexión de y. (En la condición hallada en b) se hará 
t, = t¿= ty: se justificará cuidadosamente este procedimiento valiéndose de los teoremas del $ V.4.) 

Los ejercicios 4 a 7 hacen referencia a un espacio afín real € de dimensión 3, provisto eventual- 
mente de un sistema de referencia afín (O; 7 JA Di 

4. Determinar el plano osculador en el punto de parámetro * de los arcos definidos por las 
parametrizaciones siguientes: 


dial e as 1 
ca + ear 

br x=f, y=8B, z=1%. (Para esta curva, determinar el plano osculador geométrico en el 
origen.) 


e)x=acos*t, p=asen 1, z=acos2f. 


5. Se da el arco y definido por la parametrización R > 6, t+> M(0), siendo las coordenadas 
de Mt): 
pis A il Ss 43 
ao DS e 144" 


Demostrar que y es simple y regular. 
a) Determinar una ecuación del plano osculador de y en M(£). 


b) Sea A €6. Demostrar que en general, pasan por A tres planos osculadores a y. Si Mj, Ma, 
M, son los tres puntos de y correspondientes a estos planos, demostrar que los puntos A, Ms, 
M», Ma son coplanarios. 
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*6, Generalizar el ejercicio anterior al caso de un arco y definido por una parametrización 
de la forma 


PO PD 0 
ls *=00* *= 00 * 


donde P,, Pa, Py y Q son cuatro polinomios de grado < 3, R-linealmente independientes, siendo 
el polinomio O de grado 0 o 2 y no anulándose nunca. 

(Nota. Los arcos tales como y, con Py, Pz, Pz, Q linealmente independientes y Q cualquiera, 
reciben el nombre de cúbicas alabeadas.) 

7. Sea y el arco definido por x=1P,y="PP, z2=1% 

a) Escribir una condición necesaria y suficiente, referente a las funciones simétricas elemen- 
tales 0; de los £;, para que cuatro puntos M; de parámetros 1; (1 < ¡< 4),sean coplanarios. 

b) Deducir un sistema de condiciones necesarias y suficientes, referentes a las funciones 
simétricas elementales s; de los £;, para que tres puntos de parámetros 1; (1 < ¿< 3) estén alineados. 


c) Sea M(t) el punto de parámetro 1 de y. Deducir de a) los planos osculadores a y que pasan 
por M, distintos del plano osculador en M. (En la relación hallada en a) se hará t1=1 y 
hi =h= tf, y se justificará rigurosamente este procedimiento valiéndose de los teoremas del 
$V.6.) 

8. Estudiar las curvas definidas, respecto a un sistema de referencia (O; 7) de un plano 
afín, mediante las parametrizaciones siguientes: 


aAx=1+8 404, y=24-304+P. 
d)x=t1+8-P, yabr—É. 
de Pp y=24-2 me e y 4042 

B4+21-2' * pa Y? (—-2D(0(+1) * 1+1 

1 P-244+2 P-P-142 
d)x+21+8P, p=2t-35 ss sy= h 
did 2 a Y ade=y 2 (ae= 
e A 
e) e AR sení 
1 1 Ze e 

x= = x y. . 

D 8 — 1—=4 Logd+n ? t=1? t->1 
2 1 

gx=teW, y=(1-2)0 9 y x= 152, y=e*" 
a ya y x=c0os1 y = sen! 

a Ñ SES 5 

_ A ._ PU 6) 
Dx Leza AA 
fi EA A A ds 142 AS gs 
id E e E EE TE 


x= I+b -h Ñ y=a+b il 2 (a,b =Ctes). 
x=(1+2ty/ Py. 4 (1-21 /1- BP 
Dy=(1-21/1= BP (14211 PJ. 


' 
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a a 141 1 


A y pe e ] 
di ase Y azi: * *Faonaery > P=1 


9. Estudiar las curvas definidas en un sistema de referencia afín (O; i, j) de un plano afín 
mediante las ecuaciones siguientes: 


d(2+))+32y29=0. b)2x+y + 0x2+2y?) + y? 
dt2-yY+y+D=0. d (?-y?-a(*+y?)=0. 


9 *+xyy3=0. fx+y4+3mxy+1=0  (m, parámetro real). 


0. 


*9)xt+4 yt dy — + y?) + 1 =00 (discutir según el parámetro real 2). 


10. a) Sea 2 un intervalo abierto de R?, con centro en el origen, y sea f: £2>R una 
función de clase C”(p> 1) tal que f(0,0)=0. Establecer la existencia de dos funciones 
g:2>Ry h: 2> R, de clase C””, tales que g(0, 0) = fz(0, 0), h(0, 0) = £,(0, 0) y 


(1) (Vx, y)eN) — f(x,y) = xg(x, y) + yh(x, y) - 


(Se podrá utilizar la relación: 
1 
d 
y = / AGS 1y) di). 
o 


b) Con más generalidad, sea U una bola abierta de centro O en un €.v.n. completo E y sea 
£f: U= Runa función de clase C? (p > 1) que verifica £ (0) = Oy f(0) = O parak=1,2, ...,n—1 
(n < p). Aplicando la fórmula de Taylor con resto integral de orden» — 1 ala función y : [0,1]>R, 
1+f(X) (véase tomo 2, X.9.2), establecer la relación: 


¡NE 


ñ 
(6) (WXEU)  f(X)= [ CI SAO KK 8 
o 


D! 


En el caso en que E es de dimensión 2, traducir esta relación por una fórmula análoga a (1) 
utilizando las coordenadas x, y de X y las derivadas parciales de orden n de f en una base dada 
de E (para n= 2, se vuelve a encontrar el lema de la pág. 347). 

c) Sea 2 el intervalo de a), y sea f: (2 R una función de clase C” (p > 4) que satisface 
a f(0,0) =f£(0, 0) =fy(0, 0) = 0. Se pone r = fí0, 0), s =£za(0, 0), 1 =f3(0, 0). Con ayuda 
de b) demostrar que existen funciones a, b, c, d: £2>R, de clase C””, tales que a(0, 0) = 
E f£500, 0) B(0, 0) = 4£%%,(0, 0), c(0, 0) = 4£x3=, d(0, 0) = ES 0,0). 

*d) Con las notaciones de c), se supone rt—s?=0, rH 0 y d(0,0) 4 0. Demostrar que, 
mediante una biyección lineal de R*, se puede reducir todo al caso en ques =1=0yr A 0. De- 
mostrar seguidamente que existe un difeomorfismo de un entorno del origen sobre otro que per- 
mite reducirse al caso en que c(0, 0) = 0; demostrar finalmente que, mediante un nuevo difeo- 
morfismo, se puede reducir al caso en que f(x, y) = Y" + y* (en otros términos existe un di- 
feomorfismo (x, y) —>(X, Y), definido en un entorno del origen tal que f(x, y) = Al Ey 

Deducir de aquí que, si p > 5, la curva de ecuación f(x, y) = 0 presenta, en el origen, la dis- 
posición de un retroceso de primera especie. 
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CAPÍTULO VI 


En los ejercicios 1 a 25, nos situamos en un plano afín euclídeo £,, de espacio director E, y 
eventualmente provisto de un sistema de referencia ortonormal. 


1. Una catenaria rueda sin deslizamiento (véase p. 735) sobre una recta D. Haliar el lugar 
del vértice de la catenaria. (E. P.) 


2. Determinar una curva y sobre la cual tenga que rodar sin deslizamiento una cardioide C 
de modo que el punto de retroceso de C permanezca sobre una recta fija. (E. P.) 

(Nota. Una ecuación polar de C en un sistema de referencia ortonormal conveniente es, por 
ejemplo, r = a(1 + cos) (a > 0).) 


3. Rectificar la curva cicloidal más general y, que en un sistema de referencia ortonormal 
adecuado tenga una representación (véase $ VIL.7) tal como 


x = Gn cos 0 — cos mb) y = Ensenó —senn0) (neR*). 


4. Rectificar los arcos definidos, en un sistema de referencia ortonormal de €,, por las para- 
metrizaciones siguientes: 
a) x= a(l +cos? 1)sent, y = asen? 1 cos t. 
9 1? 2at 
“ara 2 FAA 
(1414) (1 + 1%) 


c) x = a(t — sen 1), y = a(l — cos 1) (a = Cte, a > 0) (cicloide: véase ejercicio VIL.22). 


D)x= 


5. Una cardioide rueda sin deslizamiento sobre una recta. Lugar del centro de curvatura 
en el punto de contacto (E. P.). El mismo problema con una astroide (E. Sup. Elec.). El mismo 
problema con una catenaria (Prueba Común de Minas). 


6. Un arco C rueda sin deslizamiento sobre una recta D. El centro de curvatura en el punto 

de contacto describe una cicloide recta de paso D (véase ejercicio VI1.22). Determinar el arco C. 

(Escuela Central.) 

Nota. En un sistema de referencia ortonormal adecuado, las ecuaciones paramétricas de una 
cicloide recta son de la forma: x = a(t— sen f), y = a(l —cos 1). 


7. Se da una parábola 4 y un punto M de 4. Demostrar que el radio de curvatura en Ma 2 
es el doble de la longitud del segmento de la normal en Ma 4 comprendido entre M y la direc- 
triz de 4. 


8. Se da un sistema de referencia ortonormal % de $. y se considera la familia de 
cónicas 7”, cuya ecuación en 4 es 


x+24y-y?-ax=0 (16eR, a= Cte no mula). 


Estas cónicas pasan todas por el punto A de coordenadas (x, 0). Lugar del centro de curva- 
tura en Aa 1%, al variar 2. (E. Sup. Elec.) 


9. Determinar el radio de curvatura en el origen de la rama real,que pasa por O,de la curva 
definida, en un sistema de referencia ortonormal de €,, por 


+++ y=0 


10. Sean a,b,g funciones continuas en un intervalo 1 de R. Se considera la ecuación 
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(1) Y) + a) y (0) + b() yO) = gl) . 


Determinar el lugar de los centros de curvatura en M) (xp, Yo) a las curvas integrales de (1) 
que pasan por Mp. 

(Se sobreentiende que una curva integral de (1) es el arco definido por la parametrización 
x+r(x, y(x)), 1 > R?, donde y es una solución de (1), estando provisto R? de su estructura euclídea 
natural.) 


11. a) En un sistema de referencia ortonormal de $, se define un arco y mediante la para- 
metrización 


(0) = senh £ xo) = sent 
“0 = coshrecos 1? 4%” coshr+cos 1" 
Determinar la curvatura de y en el punto M(%). 
. “e 144 
b) La misma cuestión con x = 2 arctg f, y = Log 1 E rl 


12. Se da un sistema de referencia ortonormal F de 6, y la curva 1” de la cual una ecuación 
en R es 
xs yx 2) + 0 ay?=0 (a>0). 


Esta curva 1” presenta dos ramas de clase C“2 en el origen (véase teorema V.11.4). Calcular 
el radio de curvatura en el origen de cada una de las ramas. (Sup. Elec.) 


13. Determinar un arco de , que admita en todo punto M una circunferencia de curvatura 
Py tal que 'y pase por un punto fijo O €8,. 

(Observación: se puede tratar este ejercicio analíticamente por medio de coordenadas polares 
de origen O. Una solución elegante consiste en utilizar una inversión de polo O y la invarianza 
del contacto por difeomorfismo.) 


14. Se da una circunferencia de £, y un punto O e C. Determinar el conjunto de los focos 
de las parábolas osculatrices a C en O. (E. P.) 


15. Sea y un arco de clase D*, regular y sin puntos de inflexión, definido por una parame- 
trización normal s-+> M = g(s). Se designa por (?, 7,) el sistema de referencia de Frenet asociado 
ag y por £2(s) la función centro de curvatura, y una vez fijadas las constantes « e JO, 1/2[ y /e Rf, 
se define una función M(s) por 


(Vs) N(s) = M(s) + IE cosa + 7, sena). 


Demostrar que la normal en N(s) al arco definido por N pasa por £2(s). 


16. Sea y un arco de 6, de clase C* (k > 2) inmerso regularmente. Demostrar que en general 
las circunferencias de curvatura dey en dos puntos próximos no se cortan. Precisar los casos de 
excepción. 

17. Sea y una cónica de foco F y de eje mayor D. Se da un punto M de y tal que MED. 
La normal en Ma y corta a D en N. La perpendicular en N a MN corta a la recta MF en K. La 
perpendicular en K a MF corta a MN en 2. 

Demostrar que 42 es el centro de curvatura en Mde y. 


18. Sea y una cónica de eje mayor D y M un punto de y. La recta que pasa por M y de 
dirección simétrica respecto a D de la de la tangente en Ma y, vuelve a cortar a y en un punto P. 
Demostrar que la circunferencia osculatriz en M a y es la circunferencia que pasa por P y es tan- 
gente en Ma y. 


19. Sea O un punto de 6, y y un arco de clase D* simple, regular y sin punto de inflexión. 
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Se designa por (2 el centro de curvatura de y en un punto M de y, y por H la proyección 
ortogonal de O sobre la tangente en M a y. Determinar y de modo que se tenga 


(VvM) OH = ¿QM (donde 4 es una constante fija). 


=9. 


Caso particular: 


20. Sea D una recta de $, y y un arco simple de clase D*, regular y sin puntos de inflexión. 
Sea M un punto de y y £ el centro de curvatura de y en M. Determinar el arco y de modo 
que, cualquiera que sea M la recta M2 corte a D en un punto ? tal que MQ'= ¿MP donde 
2.es una constante fija. (E. P.) 

21. Determinar una ecuación intrínseca de una evolvente de evolvente de circunferencia. 

22. Sea a una constante real no nula. Determinar un arco de ecuación intrínseca R?*= a? 
(e%s/4 — 1). Demostrar que un tal arco es una fractriz (véase ejercicio VH.19). 

23. Sea a una constante real no nula. Determinar un arco de ecuación intrínseca R?= 2 as. 
(Definir este arco geométricamente.) 

24. Sean a y k dos constantes reales no nulas. Determinar un arco sin puntos de inflexión 


que verifiquen: (E. P.) 
aR=a RR, 
hb) R?= 


e) R?= 
*25. Sea y un arco de clase C*? regular y que admite una ecuación intrínseca de la forma 


) . donde PoERt, 


donde a y b son constantes y donde s varía en un entorno de + co, Demostrar que y admite una 
circunferencia asintótica. 


En los ejercicios 26 a 48, el espacio afin euclídeo orientado €, se halla referido a un sistema de 
referencia ortonormado (O; i, j, Lx) directo, fijado de una vez para siempre. 


26. Determinar el sistema de referencia de Frenet en el punto de parámetro £ de cada uno 
de los arcos orientados definido por la parametrización siguiente: 


a)x=414+6P +38, y=6P+6P, 2=68P (Escuela Central.) 
<= 4 PO o (Escuela Central.) 

ESTE TLF! 

c)x=acos* 1, y=asent1, z=acos21 (E. P.) 


27. Determinar en el punto de parámetro 1, la curvatura y la torsión de cada uno de los arcos 
orientados definido por la parametrización siguiente: 


V'Z2+ (¿cuál es la naturaleza de esta curva?). 
=acos3t, z=acos21 E; P.) 


a) x=e,y=e*, 
b) x=asen31, 


vy2 


js P (Escuela Central.) 
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d) x=cos*1t, y=cos*1sent, z=cos*1 (E. P.) 
e) x=cosh!f, y=senmhtf, 


Nx=3P, y=8, 2=21 


gYx=8P +31, p=38, 2=P-31 


h)x=acost, y=asent, z=aLog|cost|. 


) x=alt— sent), y =a(l — cost), z= bl. 


28. Se da el arco de intersección de las dos superficies de ecuaciones 


1+3,/3 
==. 


Ary? 1, dry 


1 3 . 
Demostrar que el punto A de coordenadas E 5 o) es regular en y. Determinar el radio 
de curvatura de y en A. 
(Sugerencia: se podrá parametrizar y por medio del parámetro 1 =x + y +2.) 


29, Se da el arco orientado y definido por 


cos í _sení cosh 1 


x= ¿y=—, = 
senh1* 7 sent senh 1 


z (1ER%). 
a) Demostrar que el plano osculador en un punto de y se mantiene tangente a una esfera fija. 


b) Determinar en el punto de parámetro £ de y el sistema de referencia de Frenet y la cur- 
vatura de y. 


30. Se da el arco orientado y definido por 


a) Demostrar que y es una hélice; determinar en el punto M de parámetro 1 de y el triedro 
de Frenet, la curvatura y la torsión de y. 


b) Sea T el punto en que la tangente en M a y corta al plano P = (0; iD. ¿Cuál es el lugar 
(C) de T? Demostrar que la traza sobre P del plano osculador de y en M se mantiene tangente 
en T a (C). 


31. Se da el arco orientado y definido por 


p 2 y 2 s sh2 
y = | 2095 st cosh u) úl a u) des senbutl +cos u) Er 
cosh? u cosh? u cosh? y 


Sean R y Tel radio de curvatura y el radio de torsión de y en el punto de parámetro £. Demostrar 
que la función 


RT? 


+ +32 % Constante. 
REF 


1 
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32. En 6, se da un arco orientado regular y de clase D* sin puntos de inflexión y un punto 
fijo O €6,. Demostrar que, para que el plano osculador de y sea tangente a una esfera fija de cen- 
tro O, es necesario y suficiente que la función 6(s)/p(s) (asociada a una parametrización nor- 
mal de y fijada arbitrariamente) sea de la forma as + b, con a y b constantes. 

Cuando esto ocurre, demostrar que el plano rectificante en todo punto de y pasa por O. 


33. Se da un arco orientado regular y de clase D* sin puntos de inflexión. Sean p(s) y 0(s) las 
funciones curvatura y torsión asociadas a una parametrización normal fija de y. Hallar una con- 
dición necesaria y suficiente, referente a estas funciones, para que la circunferencia osculatriz en 
el punto M(s) de y sea sobreosculatriz. 


34. Se da un arco y de clase D*, regular, sin puntos de inflexión, definido por una parame- 


trización normal s+>» M(s). 
Estudiar la forma aproximada de y en el entorno de un punto M, = M(sp) en el cual se tiene 


dO 
05) =0 y 60) 40. 


35. Sean y y y! dos arcos orientados, simples y regulares de clase D* (k > 3), definidos me- 
diante parametrizaciones normales s-+» M(s), s+> M!(s), al recorrer s un intervalo / que sea un 
entorno de O. Se supone que y y y! son tangentes en A = M(0) = M*(0) y que 

Lo. Ey 

ds ds z 
Se supone además que para s suficientemente próximo de O, los puntos M y M* son distintos. 
Hallar la posición límite de la recta MM? cuando s tiende hacia cero. 

36. Sea y un arco regular orientado sin puntos de inflexión de clase C*, k > 4, definido me- 
diante una parametrización normal s+>M(s) y sea s+»M4(s) la función centro de curvatura 
correspondiente. 

Demostrar que si la curvatura de y es constante, lo es también la de y,. Examinar el caso en 
que y sea una hélice. 

37. Sea y un arco regular orientado simple de clase C*, k > 5, que admite en cada punto M 
una esfera sobreosculatriz (Sm). Se designa por M, el centro de Sy. Sea (),) el arco descrito por M,. 


a) Demostrar que las normales principales a y y y, en M y M, respectivamente, son para- 
lelas y que la tangente en Ma y (resp. en M, a y,) es paralela a la binormal en M, a y, (resp. en 
Map). 

b) Sean p y 0 (resp. p, y 04) la curvatura y la torsión de y en M (resp. de y, en My). Establecer 
la relación: 


(op? = (00,7? . 


38. Sca y un arco de clase D* (k > 4) regular y sin puntos de inflexión, definido por una 
parametrización normal s+>M(s). Se supone que la torsión de y no se anula y se designan 
por R(s) y T(s) las funciones radio de curvatura y radio de torsión sobre y. Demostrar que el 
soporte de y está contenido en una esfera si, y solamente si, se tiene 


R,d dR 
T+5 (728) =o. 


39. Sea y un arco regular de clase D* (k > 3) sin puntos de inflexión, definido por una para- 
metrización normal g : 1> €, s+>g(s) = M. Demostrar que para que exista un arco regular y 
sin puntos de inflexión, que admita una parametrización 
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y tal que para todo sel la normal principal en M a y sea igual a la binormal en N a Ys es 
necesario y suficiente que existan reales A y B tales que 


(Vs E 1) A(pUs) + 0%s)) — Brls) = 0 


(designando por p y O las funciones curvatura y torsión de y asociadas a g). 
*40. Sea y un arco regular de clase D* (k > 4) que admite en todo punto M una esfera so- 
breosculatriz Sy. Demostrar que si Sy pasa por un punto fijo O, entonces y se halla trazada sobre 


una esfera (véase ejercicio 38). 
Nota: Se obtiene una solución «sin cálculos» de este problema utilizando V.8.3 y efec- 
tuando una inversión de polo O. 


41. Evolutas y evolventes 


Sea y un arco de clase C? regular y sin puntos de inflexión, definido por una parametrización 
normal g: s+> M = g(s). Se designa por (r, v, f) el sistema de referencia de Frenet asociado a g 
y por p, 0 las funciones curvatura y torsión correspondientes. 


a) Sea p una función numérica derivable de s y ¡Í el vector definido por 


(Vs) us) = Bcos p(s) — Y seng(s) 


Finalmente, sea Z(s) la recta que pasa por M y está dirigida por , y N(s) el punto M(s) + X(5) Ms) 
de 2(s), donde A designa una función numérica derivable de s. Demostrar que se puede elegir 4 
de modo que, para todo s, la tangente en N(s) al arco 1, descrito por Nsea Z(s) si, y solamente 
si, se tiene 


wa L = 0). 


b) Se supone aquí que y es de clace C* solamente y regular, Sea Ty la tangente en M a y 
y T el vector unitario tangente en M asociado a g. Determinar todas las funciones numéricas de- 
rivables A(s) tales que el punto P definido por 


(Vs) P(5) = Mis) + ds) Ys) 


describa ún arco 1”, que admita, cualquiera que sea s, la recta Ty como una de sus normales en P(s). 
(Los arcos tales como 1”, reciben el nombre de evolutas de y y los arcos tales como 1”, reciben 
el nombre de evolventes de y, véase p. 377). 


42. Curvas de Bertrand 


Sea y un arco orientado de clase D* (k > 5) regular y sin puntos de inflexión, definido por una 
parametrización normal g : s+> M = g(s). Se designa por (r, v, f) el sistema de referencia de 
Frenet:asociado a £ y por p, 0 las funciones curvatura y torsión correspondientes. Se supone a O 
no idénticamente nula. 


a) Sea A(s) una función numérica derivable de s; se pone 


Mis) = MIS) + 49%). 
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Se supone que el arco orientado , descrito por M, admite, cualquiera que sea s, la ¡nisma normal 
principal en el punto M,(s) que y en M(s). Se designa por 7, el vector unitario tangente en My(s) a )1- 

Demostrar que el producto escalar 7.7, y la función 2 son constantes. Deducir de aquí que 
existen constantes reales a y b tales que 


0) (Vs) apís) + bs) = 1. 


¿Es el par (a, b) único? 

Demostrar además que si 0,(s) designa la torsión de y, en Mi(s), la función s+>0(5) 0,(s) es 
constante. 

b) Recíprocamente, se supone que existen reales a y b tales que se cumple (1) para todo s 
y se designa por ), el arco orientado descrito por el punto Mz definido por 


(Vs) Mi(s) = Mís) + as) - 


Demostrar que la normal principal en My(s) a y, coincide con la de y en MÍ). 
¿Qué ocurre cuando y es una hélice circular? 


(Respuesta: las hélices circulares son las únicas curvas y para las cuales se puede definir una 
infinidad de curvas 1.) 

Nota. Á un arco y que verifique (1) se le da el nombre de curva de Bertrand. Con las notaciones 
del enunciado (y suponiendo a y de clase C*, con k suficientemente grande) si y es una curva de 
Bertrand, también lo es y,. 

43. Sea y un arco regular de clase C? de 6,, sin puntos de inflexión y que admite en todas 
partes una esfera sobreosculatriz. Demostrar que si el radio de esta esfera es constante, 

i) o bien y es una curva de curvatura constante (véase ejercicio 36); 

ii) o bien y se halla trazada sobre una esfera. 

44. Se supone a R* dotado de la estructura euclídea orientada natural. 

A cada punto M de R* se asocia el vector V(M) cuyas componentes P, Q, R son funciones 
dadas de las coordenadas x, », z, del punto M. ¿Es posible determinar una curva C que pase por 
un punto dado M, y cuya dirección de la binormal en cada punto sea la del vector V ligado a este 
punto? La misma cuestión sustituyendo la expresión de «binormal» por la de «normai principal». 

45. Determinar la hélice circular que presenta contacto de orden máximo con una curva 
dada C en un punto dado, conociendo el triedro de Serret-Frenet de C así como los valores de 
las funciones R, 7, y sus derivadas en este punto. 


46. Sifesuna función de clase C-- de la variable real x, se designa por A la curva de ecuaciones 


y =f$(0)2=x4 (0) - 240). 
a) Determinar el plano osculador de A, en el punto M de abscisa x, y demostrar que este 
plano depende solamente de las coordenadas de M. 


b) ¿Qué condiciones deben verificar las funciones f, y f, para que Af, y Af, tengan un con- 
tacto de orden > p en el punto de abscisa x? 


e) Demostrar que cada curva A, admite localmente una representación paramétrica de la 
forma x =cos u[g'(u)P/?, y = sen u[g'(u)J'?, z =g(u); determinar la función g(u) de manera 
que la curva correspondiente esté trazada sobre la esfera de ecuación 2++42=1. 

47. a) Sea S un cono de revolución de eje 4 en $,. Determinar las hélices de eje 4 trazadas 
sobre S. (Se demostrará que son las curvas que cortan a las generatrices de S según un ángulo 
constante.) Precisar las proyecciones horizontales de estas curvas, es decir las proyecciones orto- 
gonales sobre un plano P ortogonal a 4. 


AAA A 
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b) Sea y una de las hélices definidas en a). Demostrar que el lugar de los centros de curvatura 
en los diversos puntos de y es una hélice de eje 4, trazada sobre un cono de revolución de eje A. 


e) Sea (s) una espiral logarítmica en P, de polo O, siendo O el punto común a P y A. De- 
mostrar que cada hélice de 6 que se proyecta ortogonalmente según (s) está trazada sobre un cono 
de revolución de eje 4. 


48. Sea y un arco regular de clase C? de 6, definido por una parametrización normal 
p:[0,L]>6,, s+= p(s). 


Se supone a y cerrado (es decir (0) = p(L); se pone 7 =dp/ds y se designa por E un vector 
fijo no nulo cualquiera de Ej. 
a) Demostrar que la función s+ E) se anula por lo menos una vez sobre [0, L] (hacer 


La > 
uso del hecho que fro ds =0. Deducir que la indicatriz de las tangentes a y, que se de- 


signa por [,, corta a cada circunferencia máxima de la esfera unidad S. 


b) Demostrar que la longitud de /, es por lo menos igual a 27, alcanzándose la igualdad 
solamente cuando /, es una circunferencia máxima de S (se podrá utilizar el hecho de que un arco 
de S de longitud a puede ser encerrado en un casquete esférico de radio esférico a/4). 


L 
c) Deducir que la curvatura p de y verifica firas> 2x1, alcanzándose solamente la 


igualdad cuando y es una curva plana. 


CAPÍTULO VIL 


1. Estudiar y construir las curvas cuya ecuación polar viene dada, respecto a un sistema de 
referencia ortonormal de €,, por: 


sen Y 


Trwsdcs zo Y "= 0030 


a)r= 


acosÚ 


br= e demostrará que las tangentes en puntos alineados con el origen son con- 
currentes). 
3ar? 1 
e) cos O = y = . 
24 a? cos 0 + cos 50 
a _sen0/2 


30 Y "seno 


1 a send A tgO 
cos O + send "” T+cosOcos20' ' — 1—2sen0 


f)r=5cos0 + 


r 


——————; r-4r+6(l — tg? 0) =0. 
Correo * PRA 5 


g0= 
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cos 0 + 3) 


cos 20 

2. Sea C la curva de ecuación polar r = acos 0 + brespecto a un sistema de referencia orto- 
normal de €, (a, bh = Ctes). 

a) Estudiar según los valores de a y b la forma de las curvas C; escribir una ecuación car- 
tesiana de las mismas. (Las curvas C reciben el nombre de caracoles de Pascal.) 

b) Hallar el lugar de los puntos medios de las cuerdas de C que son vistas desde O según un 
ángulo recto. 


c) Se consideran cuatro reales f, tales que los puntos M, correspondientes de C (r = a 
cos O; + b) pertenecen a una misma recta D. Demostrar que r:-+r.+rs+r, no depende de D. 


h)r= 


3. Se define un arco y de £, sin puntos de inflexión mediante una parametrización en polares 
1t+(r(0), (0) respecto a un sistema de referencia ortonormal, 
Determinar y de modo que el radio de curvatura R(f) sea proporcional a dr/d0, 


4. Estudiar la familia de los óvalos de Cassini £, definidos en polares por 
(1 — 1) 1? — 4en? cos 0 — a)r + Mc? n? — a?) =0 (a,b = Cte, n parámetro) . 


Demostrar que existen dos puntos F y F' de 8, tales que F” = 2 c y que (6) es el lugar geomé- 
trico de los puntos M que verifican MF + nMF'=2a. 

5. Respecto a un sistema de referencia ortonormal (O; 19) de 6, se considera la espiral de 
Arquímedes 4 de ecuación polar r =a0 (a € R*). Demostrar que los centros de curvatura de Y 
en los puntos situados sobre el eje Oy pertenecen a una misma curva algebraica. 

6. Respecto a un sistema de referencia ortonormal de $,, se considera la curva de ecuación 

1 
0cos0 —sen0 * 

Demostrar que existen una infinidad de asíntotas y que tales asíntotas son tangentes a una 
curva algebraica simple. (Escuela Central.) 

*7. Sea y un arco sin puntos de inflexión y que no pasa por O, definido en coordenadas po- 
lares (r(£), 0(£)) respecto a un sistema de referencia ortonormal de $. 

a) Determinar y de modo que el radio de curvatura R(+) verifique para todo 1: R = kr 
(donde k es una constante). 

b) La familia de las curvas halladas en a) depende de dos parámetros. Demostrar que existe 
una subfamilia con un parámetro constituida por espirales logarítmicas. 

*8. El plano 6, se halla referido a un sistema ortonormal (O; FA 5. Se define un arco orien- 
tado y de clase C? por una parametrización en coordenadas polares (r(1), 0(1)), pongamos 1 + m(1). 
Se supone el arco y regular y sin puntos de inflexión, y que no pasa por O. Se designa por (7, Y) 
el sistema de referencia de Frenet de y en m(1), por (í, D) el sistema de referencia local para 0 = 0(t) 
y por V(t) una determinación continua del ángulo (%, 7). El radio de curvatura se designa por R. 


a) Demostrar la relación (1) (40 + dV) Rsen V—rd0 =0. 


b) Sea w(t) el centro de curvatura a y en mít), h(t) la proyección ortogonal de w sobre Om(t). 
Estando la recta Om dirigida por , deducit de (1) la relación 


(2) hO do + hmdV=0. 


c) Sea mi(t) la proyección ortogonal de O sobre la tangente en m(t) a y y y, el arco descrito 
por m,. Demostrar que y, admite una parametrización polar admisible t+> (rx(+), 6,(t)) respecto 


polar r = 
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a (0; í, j). Orientando a y, en el sentido de las 1 crecientes, se designa entonces por 7, el vector 
unitario tangente en m(1) a y, (cuando está definido). Se designa por (ú,, Ds) el sistema de refe- 
rencia local correspondiente a 6 =0,(t) y por V, una determinación continua del ángulo (iD). 

Demostrar que Y, = V mod (a). 

d) Cuando existe (se supone aquí y de clase C*), sea «x(1) el centro de curvatura en m(1) a Y 
y hi(t) la proyección ortogonal de «»(1) sobre la recta (O; ¡ú(1)). 

Demostrar que la recta h(t) hy(r) pasa por un punto que depende solamente de la tangente en 
m() a y(0. 

e) Deducir de ahí una construcción del centro de curvatura en un punto de una cónica. (Se 
recuerda que si y es una cónica que tiene a O como foco, entonces y, es: una recta si y es una 
parábola, y una circunferencia si y es una cónica con centro.) 


9. (Importante) 


El plano 6, está referido a un sistema ortonormal (O; L). Se da una función 0 +> p(0), definida 
y de clase C” en un intervalo 1 de R. Se designa por D(0), D'(0) las rectas de ecuaciones res- 
pectivas 
xcos 0 + ysen0 — p(0) =0, — xsend + ycos 0 — p(0)=0, 
y por M(0) el punto común a D(0) y D'(0). Finalmente y designa el arco definido por 0 +> M(0). 
a) Demostrar que si la función p + p” no se anula, y es un arco regular y sin puntos de in- 
flexión. ¿Cuál es el radio de curvatura de y en M(0)? ¿Cuál es la tangente en MO a y? 


b) Se da el nombre de podaria de y respecto a O al arco I' cuya ecuación polar en (O; 5) 
es r = p(0). Poniendo (0) = ¿cos 0 +JsenO y designando por H(6) el punto tal que OH'= ri, 
¿Cuál es la tangente en H(0) a P? 

Nota. La ecuación: 


(1) xcos 0 + ysenU =p(0), 
se dirá que es una ecuación tangencial de y en polares, y se dice que y es la envolvente de la familia 
de rectas D(0). 

10. El plano £, está referido a un sistema ortonormal (O; 2). Demostrar que para que un 
arco y, de clase C“* sea una curva cicloidal de centro O, es necesario y suficiente que pueda 
ser definido mediante una ecuación tangencial en polares de la forma (véase ejercicio 9): 

xcos O + ysenl — a cos (b0 + c) =0. 

Precisar la naturaleza de la cicloide correspondiente según los valores de a, b, c. En particular, 
precisar en qué casos se obtiene 


— una epicicloide simple con dos retrocesos (nefroide); 
— una cardioide; 
— una hipocicloide con tres o cuatro retrocesos. 


11. Determinar una elipse de la misma área que su evoluta. 


12. Determinar el lugar del centro de una circunferencia una de cuyas evolventes rueda sin 
deslizamiento sobre una recta fija D de 6,. 


13. Respecto a un sistema de referencia ortonormal (O; 9) de É, se considera la curva ci- 
cloidal y definida por 


x= É (neos 0 — cos 0). y = E (nsen0 — senn0) (donde a = Cte, n=Cte, neR*). 
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Determinar las evolventes de y. Demostrar que entre estas evolventes, una y solamente una 
de ellas es una curva cicloidal, y demostrar que 7' es semejante a y (véase $ VIL.7). 

14. En un sistema de referencia ortonormal (O; í 1) de 6,, se da la catenaria (C) de ecuación 

y = coshx. 

Determinar una parametrización de la evolvente de (C) que pasa por el punto de coordena- 
das (0, D). 

15. Determinar la evoluta de la curva definida, en un sistema de referencia ortonormal de 
$7, por 


16. Determinar la evoluta de la curva definida, en un sistema de referencia ortonormal de 
87, por y =e”, 
17. En un sistema de referencia ortonormal de 6, se define un arco y mediante sus coorde- 
nadas polares 
1 


o 010) =21-—tgt. 


r(t) = 


Demostrar que la evoluta de y es una evolvente de circunferencia. 


18. Sea T un real >0, q: [0,7]>R una función de clase C! estrictamente monótona, 
r: [0, 7] > R* una función de clase C*. Se pone 


(VE[O, TD), 20) =r(9 0, 


y se designa por y el arco orientado definido en C por la función 1+> z(1). Finalmente se supone que 
z(0) = a(T). 


aid dz y s A 
Demostrar que si se tiene J —- =2 ix, entonces el arco y es cerrado simple, que la imagen 
y 2 


de pes [0,21] y que q es creciente. ¿Se cumple la recíproca ? 

19. Recordemos que en el plano afín euclídeo £,, se da el nombre de catenaria a todo arco C 
que puede ser definido, en un sistema de referencia ortonormal adecuado, mediante una ecuación 
de la forma: 


y = a cosh (a =Cte, aeR*). 


El punto S de coordenadas (0, a) recibe el nombre de vértice de la catenaria. y el eje Ox es 
el eje de la catenaria. Determinar las evolventes de C. Entre las evolventes la que pasa por S recibe 
el nombre de tractriz, y Ox es el eje de la tractriz. Demostrar que las tractrices 1” de eje dado 4 
están caracterizadas por la propiedad siguiente: el segmento de tangente a 1” comprendido entre 
T' y el punto de contacto M tiene una longitud constante. 


20. Sea 7' la curva de ecuación tangencial polar (referida a un sistema ortonormal de £,): 
xcos Of + ysenf — 8 —cos30=0. 


Demostrar que esta curva es de anchura constante, es decir que existe un real a > 0 tal que 
para toda dirección d de €,, existen exactamente dos tangentes a 1” paralelas a Ó, y tales que la 
distancia entre estas tangentes es a. (E. P.) 
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21. (Hélices sobre una cuádrica de revolución) 


Se refiere el espacio 63 a un sistema ortonormal(O ; 7, y se designará por 4 la recta 
(0; k)y por IT el plano(O; Í, J). 

a) Sea P el paraboloide de revolución de ecuación x? + 3? —2 z = 0. Determinar las hélices 
de eje 4 trazadas sobre P. Demostrar que las proyecciones ortogonales sobre 17 de estas hélices 
son evolventes de circunferencias de centro O. (Sugerencia, En 17, calcular la distancia de O 
a las normales a estas proyecciones, que se podrán definir mediante una ecuación diferencial 
en polares.) 

b) Sea y una curva cicloidal de centro O en 17. Se considera una hélice propiamente dicha /” 
cuya proyección ortogonal sobre /1 sea y. Demostrar que existe una cuádrica única de revolución 
O, con centro O y de eje 4 que contiene a y. Demostrar que si y es una epicicloide (resp. una 
hipocicloide), entonces Q es un clipsoide de revolución (resp. un hiperboloide de una hoja). 


c) Sean E y H las cuádricas de ecuaciones respectivas 


y 2 a gl 
L+%+5=2 y Er L-=-1+3 (0eRt, ceRt). 
a a po a E 


Hallar las hélices de eje 4 trazadas sobre E y las trazadas sobre H. Demostrar que las hélices 
así determinadas sobre E se proyectan ortogonalmente sobre 17 según epicicloides de centro O. 
Demostrar que las hélices 1” de este modo determinadas sobre H son de tres tipos, que se pueden 
distinguir como sigue, según el ángulo a de 7'con 4, y designando por 0 el real tal que 


a rn 
te0=2 y oe[0.3). 


1) Si0<u<0, las curvas 7” se proyectan ortogonalmente sobre 17 según hipocicloides. 
1) Si0<a< => las curvas 7” son regulares y sus proyecciones sobre 17 tienen forma 


de espiral. 
iii) Si a. =0, las curvas 1” obtenidas son las generatrices de H. 
Sugerencias. 


Primer método: Hallar una ecuación tangencial en polares de las proyecciones sobre 17 de 
las hélices estudiadas. Puesta tal ecuación en la forma xcos 0 + y sen 0 — p(9) = 0, el problema 
quedará reducido a determinar p(0) mediante una ecuación diferencial de primer orden. 


Segundo método. (válido para E y para H en el caso ¡)): Emplear un procedimiento de iden- 
tificación partiendo de los resultados de b). 


22. (Cicloides rectas) 


Al plano orientado £, se le asigna un sistema de referencia ortonormal directo (O;Í, 3, con 
ayuda del cual se le identifica con el cuerpo C de los números complejos. La recta (O; 1) es de- 
signada por D. 


Se consideran las curvas 1” definidas por parametrizaciones de la forma 


R>E, > alt + DI ben 


donde a, b, tp, 1, con constantes, con aeR* y beR%. 
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Si |a| <b, TP recibe el nombre de cicloide alargada de base D. 
Si |a|> b, se dice que 7 es una cicloide acortada de base D. 
Si |a| = b, se dice que /' es una cicloide (propiamente dicha) de base D. 


a) Demostrar que las cicloides son las únicas curvas 7” que admiten puntos estacionarios. 
Estudiar una tal cicloide; precisar en particular el grupo de las isometrías que la dejan invariante, 
sus puntos estacionarios y demostrar que su evoluta es una cicloide igual, cuya base se precisará. 

b) Interpretar (1) como el movimiento de un punto M(*) ligado a un plano móyil definido 
por un sistema de referencia (C; 1, Je donde C es el punto de afijo a(t — ty + ¿), e (1, J) la base 
definida por los números e'('=1) e jef('-t), Demostrar que la base del movimiento de plano sobre 
plano así definido es D y que la rodante es la circunferencia de centro C y de radio |a|. 

Interpretar entonces una cicloide como lugar de un punto M ligado a 42 (al rodar la circun- 
ferencia £2 sin deslizamiento sobre D). Demostrar que la normal en M a esta cicloide es la recta 
MT, donde T es el punto de contacto de Q y D. 

e) Utilizar una generación de la evoluta 4 de una cicloide /” con ayuda de una circunferencia 
que rueda sin deslizamiento sobre una recta, para determinar una construcción del centro de cur- 
vatura de /' en un punto M. (El mismo método que en el $ VIL.7.) 

d) Rectificar una cicloide y estudiar sus evolventes. 

e) Demostrar que las cicloides acortadas, son arcos simples (y regulares) y que las cicloides 
alargadas presentan puntos dobles. 

En (1) fijar a, ty, t, y hacer variar bh; representar entonces, sobre una misma gráfica, algunas 
de las curvas obtenidas. 


CAPÍTULO VIII 


1. Sea D un dominio de R?, f: D>R una función de clase C1 y S la hoja de ecuación 
z =f(x, y) en R, 

Demostrar que si el plano tangente en todo punto de S pasa por el origen, entonces la hoja S 
es cónica. 

(Utilizar la identidad de Euler, véase tomo 2, V1.2.1.) 


2. Sea S la superficie de R* de ecuación 
z = sen xsen y sen(x + y). 
Determinar los planos tangentes a S paralelos al plano (Ox). Discutir la posición de S res- 
pecto a estos planos. (CAPES) 


3. En el espacio afín R? se considera la superficie S de ecuación 2? — xy = 0. Determinar 
los planos tangentes a S que contienen a la recta de ecuación x =2, y—3z +3 =0. 


e En los ejercicios 4 a 10 que siguen, se supone a R* dotado de su estructura afín euclídea natural. 


4. Sea S la hoja de ecuación z = f(x, y) (donde f es una función numérica de clase C* sobre 
un dominio D de R*). Sea M un punto de S y H la proyección ortogonal de M sobre Oz. 


a) Condiciones referentes a f, fz y fí para que, cualquiera que sea M, el plano tangente 
en MaS pase por H. 

b) Integrar la ecuación así obtenida pasando a coordenadas polares. 

5. Sea P el paraboloide de revolución de ecuación 


*+y-2p=0 (peR*). 
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Determinar los arcos y trazados sobre 4 y que verifican la propiedad siguiente: por todo punto 
M de y, la traza del plano tangente en M a 2 sobre el plano Oxy pasa por el punto P, proyección 
ortogonal sobre Ox del punto N en que la normal en M a 2 corta al plano Oxy. (E. P.) 


6. Sea S la superficie de ecuación xyz—a?* =0. 
Determinar el lugar de la proyección ortogonal de O sobre los planos tangentes a S. 


(E.P.) 


7. Se da el cono C de ecuación x*+2—k*2*=0 (ke R*) y la esfera S de ecuación 
*+y342—a=0 (aecR*). 


a) Determinar las curvas trazadas sobre C, cuya tangente en todo punto es también tan- 
gente a S. (E. P.) 


b) El mismo problema, sustituyendo el cono C por el cilindro de ecuación x? + y?— R? =0, 


8. Se da el cono C de ecuación x* + )2—k? 2? =0 (k € R*). Sea a una constante real > 0. 
Determinar las curvas y trazadas sobre C tales que por todo punto M de y, la tangente en Ma y 
corte al plano (Oxy) en un punto 7 que verifique 


¡MTI =a4. 
(£.P.) 
9. (Superficies paralelas) 
Sea Y una hoja simple y regular de clase C* (k > 2) en el espacio afín euclídeo orientado 6, 
definida por una parametrización 
b:D>8,3, (uv) >» M= Qu, v) . 
Se designa por x el vector normal en Ma E definido por 
_ MM; 
LACAN 


Finalmente sea N el punto definido por N=M+ Iñ, donde / es un real > 0 fijo. 

Demostrar que N describe una hoja geométrica S de clase C*-1 y que el plano tangente en 
Na S es paralelo al plano tangente en Ma Y. 

10. Sea Hla hélice definida paramétricamente en R3 (provisto de su estructura euclídea orien- 
tada canónica) por : x = acos u, y = asen u, z = bu (u € R) y sea S la superficie lugar del punto 
Mu, v) de coordenadas 


> 
ñ 


1 » 
x = a(cos u + coso), y 7 senu + seno), LES. 


2 


(u,veR). 


a) Dar una definición geométrica de S a partir de H. 


b) Determinar mediante dos vectores el plano tangente a S en el punto M(u, 0) y escribir 
su ecuación cartesiana. Demostrar que este plano tiene un límite cuando v tiende hacia u (per- 
maneciendo fijo 4). 


c) Hallar una relación independiente de u y de v entre las coordenadas de M(u, 0). 
Deducir de aquí una nueva definición de S y obtener de nuevo la ecuación del plano tangente 
a S en el punto M(u, 0). 


d) Demostrar que S contiene una familia de segmentos de recta e interpretar geométrica- 
mente este resultado a partir de a) buscando los ejes de simetría de H. 
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e) Se designa por f una función numérica de clase C* en R y por C; la trayectoria del punto 
P(u) = Mlu,f()] de S cuando u recorre R. 

Determinar el plano osculador a C, en el punto P(u) y determinar seguidamente f de manera 
que este plano se confunda con el plano tangente a S en el punto P(u). (Se llegará al resultado 
demostrando que tres vectores son coplanarios.) Estudiar las curvas Cf correspondientes. 


Líneas de máxima pendiente 


11. Nos situamos en el espacio afín euclídeo £,. Dada una hoja Y y una dirección de recta 4, 
se da el nombre de curvas de máxima pendiente de X, respecto a 4, a las curvas trazadas sobre E 
que cortan según ángulo recto a todas las secciones de E por planos perpendiculares a A. (Tales 
secciones reciben el nombre de curvas de nivel relativas a 4.) re 

En lo que sigue, se supone a $, dotado de un sistema de referencia ortonormal (O; i, j, k) y 
se toma como 4 la dirección de Oz. Las curvas de máxima pendiente pedidas se podrán definir 
mediante sus proyecciones ortogonales sobre el plano 17 =(0; i, jj. Se establecerá en primer 
lugar que las curvas de máxima pendiente y las curvas de nivel se proyectan sobre IT según dos 
familias de curvas trayectorias ortogonales una de otra (véase tomo 4 p. 187). 

Determinar las curvas de máxima pendiente de las superficies siguientes: 


a d+) 
b) Cono de vértice S(0, O, c) y de directriz una circunferencia de 17 (véase tomo 4, ejerci- 


cio 111.28). 
e) Superficie engendrada por las circunferencias de diámetro OM del plano (OMz) cuando 
M describe en /7 la cardioide de ecuación r =2a(1 + cos0). 


- ax? =0, 


(Loxodrómicas) 


12. Nos situamos en el espacio afin euclídeo £,. Se da el nombre de /oxodrómicas de una 
superficie de revolución S a las curvas trazadas sobre S que cortan a todas las circunferencias 
paralelas según un ángulo constante (o, lo que resulta ser lo mismo, que cortan a todas las curvas 
meridianas según un ángulo constante). 

Determinar las loxodrómicas de las superficies siguientes: 

a) Una cuádrica de revolución (examinar separadamente los casos del elipsoide, del para- 
boloide y del hiperboloide de una o dos hojas). 

b) Un cono de revolución (demostrar que las loxodrómicas son aquí las hélices trazadas sobre 
el cono y cuyo eje coincide con el del cono: véase ejercicio V1.47). 

*¿) Un toro; en este caso, examinar si las loxodrómicas halladas pueden cerrarse (es decir 
si pueden ser definidas mediante parametrizaciones periódicas). Demostrar que las circunferencias 
de Villarceau (que existen si el toro es no cruzado: véase ejercicio 1V.52) son loxodrómicas par- 
ticulares, 

+2 

13. Se supone el espacio $, referido a un sistema ortonormal (O; i, j, k). Determinar una 
superficie de revolución de eje Oz una de cuyas loxodrómicas se proyecte sobre el plano (O; -8) 
según una parábola de foco O. 

+2 

14. Se supone el espacio afin euclídeo €, referido a un sistema ortonormal (0; Í, J, k). Se 
da la esfera 4 de ecuación x* +44 2%=1 considerada como superficie de revolución de eje Oz. 
Se designa por 17 el plano (0; i, /). 

a) Determinar las loxodrómicas de 4. 
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b) Sea N el punto de coordenadas (0, 0, 1). Se designa por S: FM (N]> 1 la proyección 
estereográfica de polo N: por definición,a todo punto Me WN), S asocia el punto común a 17 
y a la recta MN. 

Demostrar que S transforma la familia de las loxodrómicas de S en la familia de las espirales 
logarítmicas de 17, de polo O. 

*c) Sean R y Tlos radios de curvatura y de torsión en un punto M de una loxodrómica fija 
T'de $, 

Demostrar que existen reales a y b tales que 


(WM) 1+aT+bR?T=0 


Hojas regladas 


15. Se supone a R* provisto de su estructura euclídea natural. Demostrar que la superficie S 
definida por 


x=u+0, y=4 +00, z2=404 +0 (ueR, veR) 
es reglada. Determinar las trayectorias ortogonales a las generatrices. ¿Cuál es la sección de S 
por uno de sus planos tangentes? 


16. Se considera un espacio afín cuclídeo 6. Se da en 6, una hoja reglada no desarrollable Y, 
y una generatriz no estacionaria g de Y. Demostrar que cuando el punto M describe g,la normal 
en Ma Y describe una subhoja de un paraboloide hiperbólico. 

17. Sea E una hoja reglada no desarrollable de un espacio afin euclídeo $,. Si g es una gene- 
ratriz de Y, se da el nombre de punto central de g,al punto C (el cual existe y es único siempre que 
la generatriz g no sea estacionaria) en que el plano tangente a 7 es perpendicular al plano asin- 
tótico de g. El lugar de V al variar g recibe el nombre de línea de estricción de X. Hallar la línea 
de estricción de las hojas regladas siguientes: 

a) Un paraboloide hiperbólico (definido por uno de sus sistemas de generatrices). Se demos- 
trará que esta línea de estricción es aquí una cónica. 


b) Un hiperboloide de una hoja. 


Hojas regladas desarrollables 


18. Se supone el espacio afín 6, referido a un sistema afín (o i7 h. Se da una función nu- 
mérica u: [> R.de clase C* definida en un intervalo / de R y se considera la hoja reglada de 
ecuaciones 


x= +84, y =4u)z+348. 
Determinar u para que esta hoja sea desarrollable. ¿Cuál es entonces su arista de retroceso ? 
19. En el espacio afín R*, se da la familia de rectas D(t) de ecuación 


x=ad0z2+p0, y =b(0)z +40, 


donde a, b, p, q, son funciones de clase C* en un intervalo 7 de R; determinar una condición 
necesaria y suficiente, referente a a, b, p, q y a sus derivadas, para que la hoja engendrada por D(+t) 
sea desarrollable. 


20. En el espacio afín R*, se dan las dos cónicas I”,, P, de ecuaciones respectivas 
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(2+y=0,2=0) y (24+2=0?, y =0). 
Demostrar que por 1”, y P, pasa una superficie desarrollable E y solo una, y que * corta al 
plano x = 0 según una hipérbola. 


21. En el espacio afín R?, se dan las parábolas P,, P, de ecuaciones respectivas: 
(4px—y?=0,2=0) y (4py—x”,2=a)  (aeR). 
a) Demostrar que por P, y P, pasa una superficie desarrollable única Y. 
b) Demostrar que la arista de retroceso de Y está contenida en la superficie de ecuación 
Yz-xf(a-2z)=0. 
22. Sean u, v, w,r cuatro funciones numéricas de clase C* en un intervalo 1 de R, tales que 
(VWrel)  (u(0), 0(0), w(0)) 4 (0,0,0) y  (u(0), v'(0, w(0) 4 (0, 0, 0). 
Se designan por P(1) y P*(1) los planos de ecuaciones respectivas 
ux+oy + wz +r=0, u(]x+o0(0)y+w()2+r(0=0 


del espacio afín R?. Se supone que para todo £ los planos P(t) y P'(t) son secantes, y se designa 
por D(t) su recta común. (D(t) recibe el nombre de recta característica de P(D.) 


a) Demostrar que la recta D(t) engendra una hoja desarrollable y que el plano tangente a E 
a lo largo de D(t) es P(t). 
(Se dice que la hoja Y es la envolvente de la familia de planos P(r).) 


b) Determinar el punto característico de D(£). 


* En los ejercicios 23 a 32 que siguen, se, da un espacio afín euclídeo €, eventualmente provisto 
de un sistema de referencia ortonormal (O; i, j, 13] y eventualmente orientado. 


23. Determinar la arista de retroceso de la hoja E envolvente de la familia de planos P(1) 
de ecuaciones 
xsent— ycosi+z-a=0 (teR). 


*24. Sean u, v,w,r cuatro funciones numéricas de clase C* en un intervalo 1 de R, que 
verifican 


(vel) u1M+04+w=1, (u,0,w)X*(0,0,0) y (u',v',w) X (0,0,0). 


Se designan por P(t) y P*(t) los planos de ecuaciones respectivas 


ux+oy+wz+r=0, ux+vy+wz+r=0; 


que se suponen secantes para todo 1. Finalmente 'se designa por N(t) el punto característico de 
la recta D(t), característica de P(t) (véase ejercicio 22). Suponiendo que el sistema de referencia 
A 13] es directo, demostrar que la curvatura y la torsión O en el punto N(£) en lugar de N (arista 
de retroceso de la envolvente de los planos P(t)) vienen dadas por 


Ñ 14? tE 
POTS yr 5 
con , ” 7d 
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*25. Sea Y una superficie desarrollable, engendrada por una recta D(1), de vector unitario 
(e) (donde la función 1-+>X(1) es de clase C?). 

Se considera una curva /' trazada sobre E y que corta a todas las generatrices D(1) ortogo- 
nalmente. Sea M(t) el punto en que /' corta a D(t) ortogonalmente, siendo la función t+ M() 
de clase C?. Finalmente sea 7 la función vector unitario tangente en Ma /” asociada a la para- 
metrización 1+>M(t). El vector %(t) =*(1) A 11) es pues normal a Y en M. 

Se considera la recta A(f) que pasa por M1) y está dirigida por el vector 


W() = úcosa + ñsena (a = Cte). 


Demostrar que 4(1) engendra una hoja desarrollable, cuya arista de retroceso es una evoluta 
(véase ejercicio VI.41) de P. 

26. Sea y un arco de clase C?, regular y sin puntos de inflexión, definido por una parame- 
trización normal g : s+> M(s). Sea D(s) una recta que pasa por M(s) y está ligada al sistema de 
referencia de Frenet de y en M(s). Determinar D(s) para que engendre una superficie desarrollable. 
¿En qué caso existen infinitas soluciones? En este último caso, determinar la superficie engendrada 
en el sistema de referencia de Frenet por las rectas que cumplen la condición. 


27. Supongamos el espacio afín euclídeo orientado $3. 

Sea r una curva de Bertrand orientada (véase ejercicio V1.42). Demostrar que el conjunto de 
las rectas ligadas al sistema de referencia de Frenet 2 de 7 que engendran una superficie desarro- 
llable constituye, referido a 2, la reunión de las generatrices de dos paraboloides hiperbólicos. 


28. En 6, orientado y provisto de un sistema de referencia ortonormal directo (O; LB, 
se da el paraboloide elíptico 4 parametrizado por 


x=aucosv, y= busenv, z=u*(acos” v + bsen? 1), (u,v) e R? 


(donde a y bh son constantes reales tales que 0 <a < b). 


a) Comprobar que las curvas y, de ecuación u = Cte trazadas sobre 2 están caracteriza- 
das por la propiedad siguiente: el plano tangentes Ty a 2 en todo punto M de Y forma un 
ángulo constante con el eje Oz. 

En lo que sigue, se fija una de estas curvas, que se designa por yu(con u 4 0). 

b) Cuando v describe R, el punto M= M(u, 1) describe 7,3 determinar la recta caracterís- 
tica 4, del plano Ty (véase ejercicio 22). Determinar la arista de retroceso £ de la superficie 
desarrollable engendrada por (4,). Demostrar que € es una hélice, Orientarla en el sentido de 
las v crecientes, determinar su sistema de referencia de Frenet, su curvatura y su torsión, 

e) La proyección de % sobre el plano (O; z $ es una hipocicloide de cuatro retrocesos Y. 
¿En qué modo se pueden definir las evolventes de € por medio de Y (véase ejercicio V1.41)? De- 
mostrar que una de estas evolventes es semejante a Y. 


29. (Desarrollable polar de una curva alabeada) 


Sea y un arco regular de clase C? y sin puntos de inflexión, definido por una parametrización 
normal g : s+> M = g(s). Se designa por /1(s) el plano normal a y en Ms). 

a) Demostrar que la recta característica A(s) de I1(s) (véase ejercicio 22) es la perpendicular 
al plano osculador a y en M(s) y que pasa por el centro de curvatura (As) en M(5). 

b) Sea S la hoja desarrollable engendrada por 4(s). Demostrar que el punto característico 
de A(s) es (si existe) el centro w(s) de la esfera sobreosculatriz en M(s) a y. Definir también la arista 
de retroceso de S. 
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(La hoja S recibe el nombre de desarrollable polar de y.) 


30. (Este ejercicio completa el anterior y utiliza la hipótesis y notaciones del mismo. Véase 
también ejercicio VI.41.) 


a) Sea q una función derivable de s y Z el vector Ycos y + ¿sen y (donde 7, Y, É designa 
el sistema de referencia de Frenet de y en M(s)). Sea D la recta que pasa por M dirigida por d. 
Demostrar que D engendra una superficie desarrollable si, y solamente si, se tiene dp/ds = 0 (0 
es la torsión de y en M). Se supone en lo que sigue que esta condición se cumple. 


b) Determinar el punto característico P de D; P describe un arco % (al que se da el nombre 
de evoluta de y). Orientar 2 de modo que íí sea el vector unitario tangente en Pa 2. Determinar 
entonces el sistema de referencia de Frenet de 2 en P, así como las curvaturas y torsiones py, 0, 
de 2 en P en función de la curvatura p y de la torsión O de y en M, de sus derivadas y de q. 


e) Demostrar que las curvas 2 son geodésicas de la hoja S desarrollable polar de y (véase 
ejercicio anterior). 


31. (Desarrollable rectificante de una curva alabeada) 


Sea y un arco regular de clase C3, sin puntos de inflexión, definido por una parametrización 
normal g : s+> M = g(s). Se designa por (7, Y, 5 el sistema de referencia de Frenet asociado a g. 


a) Sea y una función de clase C? de s. Se pone: 
(Vs) Us) = Ys) cos W(s) + Bs) sen yW(s) 


y se designa por L = L(s) la recta dirigida por í que pasa por M. Demostrar que se puede elegir 
la función de manera que L(s) engendre una superficie desarrollable 2. En lo que sigue se supone 
hecha la elección de este modo. Entonces L es la recta característica (véase ejercicio 22) del plano 
rectificante de y en M, y la superficie X recibe el nombre de desarrollable rectificante de y. 


b) Sea P(s) el punto característico de L(s) y sea 1” el arco descrito por P (arista de retro- 
ceso de X). 

Orientar 17” de manera que el vector unitario tangente en P sea d. Determinar entonces el sis- 
tema de referencia de Frenet, la curvatura p, y la torsión 0, de 1'en'P. Se darán las expresiones 
de pa y Os: primero con ayuda de p, O (curvatura y torsión de y en M), de y y de sus derivadas 
después únicamente con ayuda de p, O y de sus derivadas. 


32. (Superficies desarrollables cuya arista de retroceso tiene una función curvatura dada) 


En este problema, además del espacio afín euclídeo 6, se utiliza un plano afín euclídeo orien- 
tado P. 

Si D es un dominio de 4, una aplicación f: D > 6, de clase C* (k > 1) se dirá que es ¡somé- 
trica si es inyectiva, regular y verifica la propiedad (P) siguiente: 

(P) Para todo arco y compacto de clase C! de D, la imagen y, de y por f tiene la misma lon- 
gitud que y. 

a) Demostrar que f es isométrica si, y solamente si, la diferencial de fes, en todo punto de D 
una aplicación lineal isométrica. 

5) Se da en 2 un arco y de clase C* (k > 2), regular y sin puntos de inflexión, definido por 
una parametrización normal s+>m(s) (sel, siendo 1 un intervalo abierto de R). Sea q(s) una 
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determinación del ángulo del vector 7 = dm/ds con un eje fijo de 4. Se supone que «(s) admite 
en los extremos de / límites a, y uz tales que | 4204 |< zx. 


i) Demostrar que el arco y es simple. 

li) Sea sel y teRf; se pone pls, £) = m(s) + £(s). Demostrar que (s, 1) +> p(s, 1) es una 
aplicación regular, inyectiva, de I x Ri en 4, y que su imagen es un abierto de 4. (Se podrá uti- 
lizar el teorema de inversión local.) 


c) Sea I' un arco de clase C* (k > 4) en 6,, regular y sin puntos de inflexión, definido por una 
parametrización normal /->6,, s+> M = Ms), y cuya torsión no se anula, 


1) Demostrar que existe un subintervalo J, de / tal que la aplicación (regular en 1 x R*) 
(s,)— Mori, JJ, xR>8 


es inyectiva. 
li) Sea p la función curvatura de 1”. Se designa por y un arco de clase C* de 2, regular y sin 
puntos de inflexión, y que tiene a p(s) (s e 1) como función de curvatura (véase teorema V1.7.1). 
Demostrar que existe un subintervalo abierto J de J, tal que cada una de las aplicaciones 


9:09 me, JxRi>2 


(donde mís) designa la parametrización normal de y correspondiente a p) y 
M 
r6ye mM, JxRt>8, 
es inyectiva y regular. 


iii) Habiendo elegido J lo mismo que en ii), sea D el dominio imagen de P. Demostrar que 
la aplicación Yo D1: D +6, es isométrica. 


Demostrar que las geodésicas de la hoja desarrollable E definida por Y, son las imágenes 
por Y de los segmentos de recta de 4 contenidos en D. 
(En conclusión: toda superficie desarrollable es localmente isométrica a una parte de plano.) 


CAPÍTULO IX 
Se supondrá al espacio R3 en todas partes provisto de su estructura afín euclíidea natural. Todas 
las hojas consideradas son hojas de R?* mientras no se haga ninguna precisión suplementaria. 
Formas fundamentales, direcciones asintóticas y principales, etc. 


1. Se da la hoja S definida en coordenadas semipolares (r, 0, z) por 
0 0 
r=a+1senz, 2 = 10085 (teR. 0eR), 
donde a designa una constante positiva. (S es una «cinta de Mobius».) 


a) Compararlas direcciones de las normales en los puntos de parámetros (t, 0) y (— 4, 0 +27), 
y demostrar que S no es orientable. 
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b) Determinar las dos formas fundamentales de S en los puntos regulares. 
2. Determinar la curvatura normal de las curvas y = Cte de la superficie de ecuación 


=D 


3. Determinar la curvatura geodésica en la dirección de las generatrices (que son aquí las 
curvas coordenadas) del paraboloide hiperbólico definido por 


=au +0), yp=b(u—v), z=u0 (a, b= Cte, (u,v) e R?). 


4. Se da la hoja regular Y de clase C? definida por z =f(x, y) donde f: D> R es una fun- 
ción de clase C* en el dominio D de R?. Se supone que (0, 0) e D, que f(0, 0) = 0 y que el plano 
tangente a E en O es Ox». 

Determinar, mediante una ecuación cartesiana, la superficie engendrada por las circunferencias 


de Meusnier de Y en O. 


5. En R* se considera la hoja de revolución de eje Oz engendrada por rotación alrededor de 
Oz de la parábola de ecuaciones 


y=0, 2-2p+p?=0 (p = Cte, p 40). 


Demostrar que el cociente de los radios de curvatura principales en S en un punto cualquiera 
M de S no depende de M. 


6. Sea M un punto de una hoja regular X de clase C? de 64. Demostrir que la curvatura nor- 
mal de Y en M en una dirección ortogonal a una dirección asintótica, esi al a la curvatura me- 
dia en M. 

7. Sea M un punto de una hoja regular E de clase C? de €, orientado. Se da un vector uni- 
tario normal ñen Ma E y un vector tangente Fen Ma E. Sea k un entero > 2 y sean”, =7, 
Th...» 7-1 los vectores deducidos de 7 por rotación del ángulo 2 pxa/k (0<p<k— -D. Se de- 
signa por Po, P1, ..-, Px-1 las curvaturas normales de Y en las direcciones o ta «Ti Y Cr 
C, las curvaturas principales de E en M. Demostrar la relación 


1 1 
Po + PH + pra) = 3 (C1 + Ca). 


8. En 6, orientado, se da un arco regular y de clase C*, sin puntos de inflexión y cuya tor- 
sión no se anula, definido por una parametrización normal g : s+» M = g(s). Se designa por p 
y 0 las funciones curvatura y torsión correspondientes. 

Sea Y la desarrollable de las tangentes a y y sea P un punto + M de la tangente en Ma y. Se 
pone 1 = MP. 

Demostrar que las curvaturas principales de E en P son 0 y MAs)/lp(s). 

9. Sea Mun punto de una hoja X de 6,, regular y de clase C?, y sea De la segunda forma 
cuadrática fundamental en M. 

Demostrar que la suma de los radios de curvatura normales en M a E en dos direcciones con- 
jugadas es constante. 


10. Sea S la superficie de R* de ecuación 
ycosz—xsenz =0. 


Demostrar que los radios de curvatura principales de S en un punto de coordenadas (x, y, z) 
son + (242401. 
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11. Demostrar que la matriz del endomorfismo yw (definido en el $1X.4) en la base 0M/0u, 
0MJ0v de Tu es C= A? B, con: 


ed 27 


12. Demostrar que la hoja de ecuaciones paramétricas 
“(23 42 
X=UCOSU, Y =UuSenD, ¿=b+b| (+ de, 
ss Pb 
uo 


donde u recorre un intervalo / sobre el cual 1% —¿* > 0 y donde v recorre R(u, € 1), es una su- 
perficie mínima. 
13. Se da el paraboloide P de ecuación 


a+ fy-22=0 (ueR*, feR*). 


Determinar la ecuación de segundo grado que tiene por raíces los radios de curvatura prin- 
cipales en un punto cualquiera M de %. 


14. Se da el elipsoide E de ecuación 


Determinar: 
a) Los valores de los radios de curvatura principales de£ en un punto M de 1; 
b) El lugar de los centros de curvatura principales de E en M cuando M describe 1”. 


*15. (Teorema de Catalan) 


Este teorema se enuncia como sigue: «En un espacio afín euclídeo 6, las únicas superficies 
mínimas regladas son los helicoides rectos». 

Demostrar este teorema dando un contenido riguroso al razonamiento que sigue: 

Si Y es una superficie reglada mínima, las asintóticas 1 no rectilíneas de E son las trayectorias 
ortogonales de las generatrices. La normal principal a una curva /' en un punto M es la genera- 
triz de M. Por lo tanto 1” es tal que existe una infinidad de curvas que tienen las mismas normales 
principales que 7, lo cual supone que /” es una hélice circular (véase ejercicio VI.42). 


16. Demostrar que la curvatura total de la superficie de R* definida por 
x=ucosu, yp=usenv, 2= Du) + av 


(ue 1,veR, a Cte, D función numérica de clase C* en el intervalo 1) es constante a lo largo 
de las hélices u = Cte. 


*17, (Extremos de la distancia de un punto dado a una superficie dada.) 
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a) Se da en R? una hoja regular X de ecuación z =f(x, y), donde f: D—>R es una función 
de clase C* en el dominio D de R'. 

Demostrar que si la distancia de un punto fijo A de R* a un punto variable M de X es extre- 
mal, M es el pie de una normal a Y trazada desde A. (Utilizar el método del extremo ligado: véase 
tomo 2, V.6.2.) 


b) Suponemos en adelante que f es de clase C?, (0, 0) € D, que Y es tangente en O al plano 
Oxy y que Á es el punto de coordenadas (0, O, c), c e R*, de modo que O es el pie de una normal 
a Y trazada desde A. 

Discutir, según la naturaleza del punto O sobre X, si el punto O proporciona o no un extremo 
de la distancia OM cuando M recorre E. 

(Respuesta: El problema se reduce a discutir según la posición de A respecto a los centros 
de curvatura principales en O de Y, En todos los casos se puede llegar a conclusión si A 
no es uno de los centros de curvatura principales en O de E, Si A es uno de tales puntos no 
se puede llegar a ninguna conclusión general en el caso en que O sea elíptico sobre 2.) 


Líneas asintóticas 


a de ” S A JA 
18. Referido el espacio afín euclídeo $, a un sistema de referencia ortonormal (O; i, j, k), 
determinar las líneas asintóticas de las superficies siguientes 


u un 

d4x=—, y=—— z2z=Arctgu (ueR, veR). 

) cosh p ' cosh y gu , ) 

b) Superficie de revolución engendrada por una parábola de vértice O y de tangente en el 
vértice Oz, por rotación alrededor de Oz. 

€) Conoide de eje Oz de directriz H, donde H es la hipérbola definida por x = 1, y — 2% =K 
(KeR*). 

d) Toro de garganta cerrada. 


e) Superficies definidas por 


x = senh vsenu, y=senhvcosu, = u  (helicoide recto) 


x= coshuvcosu, y =cosh vsenu, z= —uv  (catenoide). 


cos u 


x=(1+c0su)cotgu, y»=1 y 2= = 
FP) ( cos u) cotgu, y + cos u Seno 


19. En €, provisto de un sistema de referencia ortonormal (0; 5,5, D, se da el conoide de 
Pliicker S de ecuación 


ax? + y?) — a(x? — y?)=0 (véase ejercicio 111.43). 


Demostrar que las líneas asintóticas de S se proyectan horizontalmente según lemniscatas de 
Bernoulli. 
20. En és provisto de un sistema de referencia ortonormal (O: i7 D, determinar las líneas 
asintóticas de la superficie de ecuación 
2xy2-2y-2=0. 
¿Cuáles son las proyecciones de estas curvas sobre el plano (O; i, j)? 


21. En 6, provisto de un sistema de referencia ortonormal (O; 7, 7, K), determinar las líneas 
asintóticas de las superficies siguientes 
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a) Superficie de ecuación z = arctg y/x (x e R*, y e R). 
Generalización. Superficie de ecuación z=f(»/x) (xe Rt, y eR) donde f: R>R es una 
función de clase C?. 


b) Superficie definida por 
x=(l1+u)coso, y=(l—u)senv, z=0 (ueR, veR). 


e) Superficie de ecuación z = ysen x. 
22. En é, dotado de un sistema de referencia ortonormal (Oo:Í7 1) se da la superficie de 
revolución S definida por 
x= b(2)cos0, y= D(z)serd 


donde 9 es una función numérica de clase C? en un intervalo de R. 
a) Formar la ecuación de las líneas asintóticas. 
b) Aplicación. Integrar esta ecuación cuando D(z) = e”. 
23. Determinar las trayectorias ortogonales de las curvas halladas en el ejercicio 21 c). 
24. Determinar las líneas asintóticas de la superficie de R* de ecuación z = x? y. 


25. Se supone el espacio R* dotado de su estructura afín euclídea natural. 


Se designan por f y g dos funciones numéricas de clase C”, definidas respectivamente sobre 
los intervalos / y J de R. 


a) Escribir la ecuación diferencial que determina las asíntotas de la superficie S de ecuación 
2=£(x) + 20). 

b) Determinar f y g de modo que las direcciones asintóticas de S sean, en cada punto, 

i) coincidentes; 

ii) ortogonales. 


(Para integrar la ecuación obtenida en derivadas parciales, se la pondrá en la forma F(x) = GO), 
y se observará que una función de x solamente puede ser igual a una función de y si es constante.) 


€) Demostrar que en el caso ii) de b), la superficie S es mínima. 


26. El espacio afín euclídeo $, se halla referido a un sistema ortonormal (O; FAA h. Deter- 
minar las líneas de curvatura de las superficies siguientes: 


a) Superficies definidas en el ejercicio 8 e). 
b) Superficie 


z = Log (cos x cos y) xe]-53|. ve]- 55. 


c) Elipsoide de ecuación 


d) Hiperboloides de ecuación 


a y 2 - 


ph 
ae BE e a 
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27. En €, dotado de un sistema de referencia ortonormal (O; É, 7, /, se da la hoja E de- 
finida por 
=ucosv, y =usenv, 2= Qu) + av, 
con a= Cte, p función numérica de clase C” en un intervalo 7 de R; (u, y) recorre 1 X R. 
a) Calcular la primera y la segunda forma fundamental de X. 
b) Formar la ecuación de las líneas de curvatura; integrarla cuando q es constante. 
c) Determinar q para que las curvas y = Cte sean líneas de curvatura. 


28. Se da una función numérica f de clase C* en un intervalo 1 de R y una constante 
real a. Sea P(+) (1 € 1) el plano de ecuación 


x+/f0My-2z2+q1+4 +0)? =0 en R?. 
Determinar las líneas de curvatura de la superficie desarrollable y envolvente de los 
planos P(t) (véase ejercicio VIH.22). 


29. Se da una hoja regular Y de clase C? en $. 


a) Sea P un plano tal que el ángulo de P y E en todo punto común a P y E es constante. De- 
mostrar que todo arco regular y trazado sobre E de soporte contenido en P es una línea de cur- 
vatura de Y. 

b) Sea S una esfera tal que el ángulo de S y E en todo punto común a S y Y es constante. 
Demostrar que todo arco regular y trazado sobre X,-de soporte contenido en 5, es una línea de 
curvatura de Y. 

30. Determinar las líneas de curvatura de la superficie de R? de ecuación y cos z — x sen z = 0. 


31. Utilizar la relación 11, página 560, para establecer el teorema de Joachimstal: 

Si dos superficies se cortan según un ángulo constante, todo arco contenido en su intersección 
que es línea de curvatura de una de ellas es también línea de curvatura de la otra. 

Reciprocamente, si un arco y contenido en la intersección de dos superficies es línea de cur- 
vatura de cada una de ellas, entonces el ángulo de estas superficies a lo largo de y es constante. 


Geodésicas 


32. El espacio afín euclídeo €, se halla referido a un sistema ortonormal (0:15 b. 
Buscar las líneas-geodésicas de las superficies siguientes y representar la forma de las proyec- 
ciones de estas curvas sobre los planos coordenados. 


a) El helicoide recto, de ecuación 
Xx =ADCOSU, y =avsenu, z=bu (ueR, veR). 


b) El cono de revolución de ecuación x* + y*—c* 2% =0 (ce R*). 
c) El paraboloide de revolución de ecuación x* 4 y? —2 pz =0. 


33. El espacio R' se halla dotado de su estructura áfín euclídea natural. 
Determinar las geodésicas de la superficie de revolución (seudoesfera) definida por 


Y =(ghucoso, y =tghuseno, ru + Log tehS (ueRt, veR). 


—cosh u 
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34. a) Determinar las geodésicas del cono 2? = mi? + y?) (se hará uso de las coordenadas 
semipolares (r, 0, z) y se tendrá ds* =(1 + m2) dr? + r? d6*). Dibujar las proyecciones de estas 
curvas sobre el plano xOy. 

b) A cada punto del cono, de coordenadas cilíndricas r, 0, z se hace corresponder el punto 

) Demostrar que esta correspondencia 
VI+m 
transforma las geodésicas en rectas (siguiendo la determinación de 6 por continuidad a lo largo 
de la geodésica). 

e) Se abre el cono según una generatriz y se desarrolla sobre un plano. Demostrar que cada 
geodésica se desarrolla según un conjunto de segmentos o de semirrectas. En particular, sim = / 3, 
el cono se desarrolla según un semiplano y cada geodésica según dos semirrectas paralelas. (Se 
podrán construir conos de papel.) Demostrar que existen geodésicas que cortan a una geodé- 
sica dada en dos puntos. 

35. Se da una hoja E regular de clase C? en 63. 

a) Demostrar que toda geodésica de Y que sea también línea de curvatura es una curva plana. 

b) Recíprocamente, demostrar que toda geodésica de X sin puntos de inflexión que sea una 
curva plana es una línea de curvatura de XL. 

36. Sea f una función numérica de clase C? en un intervalo 7 de R. Se da la superficie E de 

R? definida por 


del plano de coordenadas polares ( VI+m, 


x= f(u) cos u cos v — f(u)sen u senv 
y = f(u) cos usenv + f(u) sen u cos v 


Ñ 


= -| figd  uel, veR, (uel, uy = Cte). 


"o 


Demostrar que las curvas v = Cte de E son geodésicas de esa superficie. 


37. Todo arco trazado sobre una hoja regular de clase C? de 6, que es a la vez asíntota y geo- 
désica, es rectilíneo. 

Sea Y una hoja simple parametrizada de clase C? cuya primera forma fundamental es ds =dié + 
+ CXu, 0) dv?, designando por C una función numérica estrictamente positiva de clase C1, De- 
mostrar que las curvas y = Cte de YX son geodésicas y demostrar que el arco de curva 0 = 44 
que une los puntos de parámetros (4, 0p), (11, 04) proporciona el mínimo de la longitud. 

38. Sca la hoja de revolución Y definida, en un sistema de referencia ortonormal directo 
de É,, por 

x=ucosv, y»=usenv, z= fu) 

(donde veR, u€l, y donde f es una función numérica de clase C? en el intervalo / de R). 

a) Calcular la curvatura media y en un punto cualquiera de E (supuesta regular). 


b) Determinar f de manera que sea y =0 en todo punto, y deducir que E es una sub- 
hoja de una catenoide. 
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CAPÍTULOS X, XI Y XII 


Cinemática del punto 


En los ejercicios que siguen, nos situamos en un espacio afín euclídeo €, de dimensión 2 o 64 de 
dimensión 3. 

1. En 6, un punto móvil se desplaza sobre una elipse, de manera que su aceleración Pse 
mantenga paralela al eje menor de la elipse. Determinar P en función de la posición del punto. 

2. En 8, un movimiento puntual £+» M(t) con aceleración central admite la hodógrafa + 
definida por t +» V(t) = P(t). 

a) Determinar en función de + y de M(t) el radio de curvatura en el punto P(t) de *. 

b) Determinar el movimiento de M para que Y sea una circunferencia. 

3. Determinar un movimiento puntual /+> M(£) con aceleración central de centro O, tal que 
la aceleración 2'(1) de M sólo dependa de r= || OM ||, y cuya trayectoria sea una lemniscata 
de Bernoulli de centro O. 

4. EnG6,, se da un sistema de referencia ortonormal (O; i, j). Un movimiento con aceleración 
central de centro O ha sido definido en coordenadas polares. Se adoptan las notaciones del $ XL.5. 
Determinar la trayectoria del movimiento de modo que se tenga, 


k 
ha == 1 ep ina constante. 
STO donde k es u 


(vo) T() = 
5. Se dota a 6, de un sistema de referencia ortonormal (O; 1). Un punto móvil M(t) se des- 
plaza sobre la parábola 4% de ecuación y —2 px = 0. Se designa por (0,, Vs) (resp. 1, Py) las 
componentes del vector velocidad V (resp. del vector aceleración de M. Determinar el movi- 
miento de M de modo que se tenga, en cada instante 7”, = k*v,. Determinar seguidamente el 
lugar del punto P() tal que OP(1) = OMG) + V(0. 
6. Determinar en 6, la trayectoria de un movimiento con aceleración central de centro O, 
definido por t+> M(+t), de modo que la velocidad numérica venga dada, para todo t, por 


_ k 
OM 


v (donde k = Cte). 


7. Enf, un punto móvil M(t) se mueve sobre una circunferencia C, de manera que su ace- 
leración /'(t) y su velocidad numérica v(t) verifiquen en cada instante 


To | = ktet0)? — (donde k=Cte). 


Demostrar que T' mantiene una dirección fija. 

8. En 6, con un sistema de referencia ortonormal (O ; 17 B.se considera el paraboloide 
P de ecuación x” + y?—2 pz=0. Un punto móvil M(1) se mueve sobre 2 de manera que 
en cada instante su aceleración 71) es colineal con la recta MH (donde H es la proyección 
ortogonal de M sobre Oz). Determinar el movimiento proyectado del de M 

a) sobre la recta Oz; 

b) sobre el plano Oxy. 

9. Eng6, dotado de un sistema de referencia ortonormal (O; 1D, se considera un movimiento 
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puntual uniforme t-+>»M(t). La tangente en M(r) a la trayectoria de M corta al eje Oy en un 
punto A(£). 
Determinar el movimiento de M de manera que el movimiento de A sea uniforme y de la misma 
velocidad numérica que el de M. 
(Prueba común de Minas, 1973.) 
10. En 6, dotado de un sistema de referencia ortonormal, se considera la cardioide C de 
ecuación polar r =a (1 +cos0). 
Un punto móvil M(£) describe a C según un movimiento con aceleración central de centro O. 
a) Determinar la velocidad numérica de M y la norma de su aceleración en un instante dado, 


b) ¿Cuál es el tiempo invertido por M para llegar a O, sabiendo que el punto M se halla en 
el instante inicial en M, de coordenadas polares (0, rp = a (1 + cos 0)? 


11. En 6,, se considera una recta fija D y un punto fijo O e D. Un espacio sólido (5) se halla 
ligado a una parábola 2 de vértice O tangente a D en O. El movimiento de (S) es una rotación 
alrededor de D, de velocidad angular constante. Un movimiento puntual 14» M(t) es tal que para 
todo 1, el punto MÍ) pertenece a la parábola 2(+) (posición en el instante £ de la parábola). 

Determinar el movimiento de M de manera que su velocidad absoluta forme, con la velocidad 
relativa respecto a (S), un ángulo constante. 


Cinemática del sólido 


12. Sea en é, un movimiento puntual +» M(1) de clase C*. Se supone que el arco orientado y 
definido por 1+> M(t) es regular y sin puntos de inflexión y se considera el sistema de referencia 
de Frenet 


RO =(M();7,v, $) en MO. 
Un espacio sólido (S) se halla ligado al sistema de referencia F, Demostrar que el movimiento 


instantáneo de S es, en cada instante, una rotación si,y solamente si, el arco y está contenido en 
un plano. 


13. En 6, orientado, se considera una hoja geométrica orientada (2) de clase C3 simple y 
regular. 

Un punto móvil M(t) se mueve sobre E. Se supone que el arco orientado y trazado sobre 2, 
definido por t+> M(4), es regular. En cada instante t, se define el sistema de referencia de Darboux 
2(t) de y en M(1), pongamos 2(1) =(M(0); 7, g, /). 

Determinar y de manera que el movimiento instantáneo de 2(1) sea, en cada instante, una 
rotación. 

(Solución. y tiene que ser una línea de curvatura de (2).) 

14. En g>, se considera una esfera S ligada a un espacio sólido (.) en movimiento en $. 
Se supone que el eje instantáneo del sólido pasa en cada instante por el centro de $. 

En un instante dado 1, determinar las curvas /' trazadas sobre S tales que para todo punto 
M de T, la velocidad ViM) sea ortogonal a LP”. 

15. Sea (F) un espacio sólido en movimiento en 6,. Si M(1) es un punto móvil ligado a (4), 
se define en cada instante la aceleración tangencial y(t) y la aceleración normal E) de M (véase 
$XL3). 

1%. Determinar, en un instante dado f. 

a) El lugar S: de los puntos Meg, tales que (1) =0. 


b) El lugar E, de los puntos M€6, tales que ¿(1) =0. 
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2%. Se supone que el movimiento de (F) es un movimiento de plano sobre plano (véase 
$ XI1.12) y se considera un plano /7 ligado a (F) que se desliza sobre sí mismo en el movimiento. 

Demostrar que S, y E; cortan a 11, en general, según dos circunferencias ortogonales C; y £%. 
Uno de los puntos comunes a C, y T es el centro instantáneo de rotación / de 11 en el instante t 
y el otro, designado por K,es el único punto cuya aceleración en el instante /, del t-coinci- 
dente en 1 es nula, 

Nota. La circunferencia 1” recibe el nombre de circunferencia de las aceleraciones de II en 
el instante z, y el punto K(t) recibe el nombre de centro de las aceleraciones de 17 en el instante £. 

16. Para que un punto A de £ sea un punto fijo de un espacio móvil es necesario y sufi- 
ciente que en cada instante 1, el campo de velocidades Y, de este espacio verifique V/(4) =0. 

Si dos espacios móviles tienen, en cada instante, el mismo campo de velocidades Yo estos dos 
espacios son fijos uno respecto a otro. 


Movimiento de plano sobre plano 


17. Se utilizarán las notaciones de la definición XI1.12.1 y las de la pág. 730. 
a) Determinar todos los desplazamientos de £ que dejan a 2 invariante. 


b) Se provee al grupo Dep(£) de la topología natural inducida por la de A(£) (véase 
ejercicio 1.24), Utilizando el hecho que D;,. = Id, para todo te D,.. y la continuidad (que 
se establecerá) de la aplicación 1 Xx 1—=>Dep(£), (1,4) >D+.u, demostrar que para todo 
(t,u) EL Xx 1,D;,u es o una traslación de vector paralela a P, o una rotación de eje orto- 
gonal a P. 


18. En 6,, se considera una parábola ? ligada a un plano móvil 17 en movimiento en 6,. Se 
supone que la parábola 4 permanece, en cada instante, tangente a dos rectas fijas D, y D, orto- 
gonales de $. 

Determinar la base y la rodante del movimiento. (E. P.) 

19. Se supone a £, dotado de un sistema de referencia ortonormal (O; 7, $. Un plano móvil 
IT se halla en movimiento en 6,. Un punto A ligado a /7 describe el eje Ox. Una recta D ligada 
a II pasa por A, distinta de Ox, y se mantiene tangente a la circunferencia de ecuación x* + 
+» —2Ry=0. 

Determinar la base y la rodante del movimiento. 


20. En 6, dotado de un sistema de referencia ortonormal (O; J), se considera el movimiento 
de un plano móvil ligado a un sistema de referencia móvil (A; Í, J) que verifica las condiciones 
siguientes: 

i) El punto A describe la circunferencia de ecuación x* + )?— 2 ax = 0; 

ii) La recta OA es, en cada instante, paralela a /. Determinar la base y la rodante del mo- 
vimiento. 

21. En 6, provisto de un sistema de referencia ortonormal (O; í, j), se considera el movi- 
miento de un plano móvil /7 sometido a las condiciones siguientes: 

i) La base del movimiento es el eje Oy. 
ii) Un punto M ligado a /7 describe la circunferencia C de ecuación 


Determinar la rodante del movimiento. 
(Prueba común de Minas, 1971.) 
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P.1 


Un espacio euclídeo de dimensión 3 se halla referido a un sistema ortonormado fijo Oxyz, 
cuyos vectores de base son designados por: i, j, k. 


1 Cuestión preliminar, cuyos resultados se podrán utilizar en lo que sigue, incluso aunque 
no hayan sido establecidos. 


L1. Demostrar que los vectores: 
Y, =(UDU y V¿= (Un VaT 


i ¿ 174 i La 
son las proyecciones ortogonales respectivas del vector V, cualquiera, sobre el vector unitario U 
y sobre el subespacio ortogonal a Y. 


1.2. Demostrar que el vector: 


0) PUB V)+ «Un V) a T 


se deduce de Y por la rotación, alrededor del vector unitario U, de ángulo « definido por 


cosa =$ y  sena=3. 

IL. Un sólido Y se mueve respecto a Oxyz; un sistema de referencia AXYZ se halla ligado 
a Y; los vectores de base se designan por 1, J, K. a 

En cada instante, A se deduce de O por la traslación de vector_2.aU; e 1, J, Kse deducen res- 
pectiyamente de i,J, por la rotación de ángulo « alrededor de U. 

U se define por = ¡cost + ¡Sen ot, 

a y w son constantes positivas; £ designa el tiempo; a es el ángulo « definido en 1.2. 

Utilizando la fórmula (1) escribir las componentes de 1, J y K; establecer las fórmulas que 
proporcionan las coordenadas (x, y, z)de un punto M de Y respecto a Oxyz en función de las 
coordenadas (X, Y, Z) de M respecto a AXYZ. 

HI. Determinar, 

E 

a) las componentes según AXYZ y según Oxyz del vector rotación instantánea £2 del movi- 
miento de %; 

b) la velocidad de traslación (paralelamente a 2; 

e) el eje de rotación y de deslizamiento D, respecto a Oxyz y A AXYZ (se expresarán x 
e y en función de z y 1; X e Y en función de Z y 1); 

d) las ecuaciones de la superficie S y S' engendradas por D en su movimiento respecto a Oxyz 
y en su movimiento respecto a AXYZ. 

¿Cuál es la naturaleza de las superficies S y S'? 

¿Cómo se puede pasar de S a S' en un instante dado cualquiera? 

IV. Sea C la circunferencia de Y situada en el plano AXY, cuyo centro es A y Cuyo radio 


vale 10a/3. 
Un punto O describe esta circunferencia con un movimiento uniforme respecto a Y; este mo- 


vimiento se define por 
TX AD) =0t + Bo» 
donde É es una constante. Caracterizar la trayectoria absoluta de Q y su movimiento absoluto. 


Calcular el coseno del ángulo que forman el vector velocidad absoluta y el vector velocidad 
relativa. 
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Demostrar que C engendra, en el curso del movimiento de X, una superficie de revolución 
y que la sección de esta superficie por Oyz está formada por dos circunferencias. 
(Escuela Central de Artes y Manufacturas, Escuela 
Central Lionesa, Escuela Superior de Electricidad, 
Escuela Superior de Optica: prueba de admisión, 
1969.) 


P. 2 


Los números, datos y variables que intervienen en el enunciado del problema son reales. Se 
supone elegida una unidad de longitud; la unidad angular es el radián. 

El espacio euclídeo real se halla 1 referido a un sistema ortonormado (0) cuyo origen es un punto 
dado O y cuyos ejes x'Ox, y'Oy, Oz tienen como vectores unidad respectivos i, j, k. El triedro 
orientado O(i, j, k) define la orientación del espacio. 

Se designa: 

— por a una constante positiva dada; 

— por 0 y q dos variables; pa a se 

— por P el punto definido por OP = a(ícos 0 + ¡sen 0); pa 

— por (01) el sistema de referencia cuyo origen es el punto P y cuyos ejes x7Px1, y¡Pyy, 2P2 
tienen como vectores unidad respectivos i,, j,, K, tales que 


7 = 1cos 0 +Jsen0, J, =—Tsen0 +7cos0, R,=X; 


== 758 533 
— por (X) el sistema de referencia cuyo origen es el punto P y cuyos ejes X'PX, Y"PY, Z'PZ 
tienen respectivamente como vectores unidad /, J, K tales que 


T=-—E,senp +7 cosp, T=],, K'=k,cosp +7, sen. 


Se podrá definir un punto, ya sea mediante sus coordenadas cartesianas (x, y, z) en el sistema 


de referencia (0), ya sea mediante sus coordenadas cartesianas (x, yy, 71) en el sistema de refe- 
rencia (0), ya sea mediante sus coordenadas cartesianas (Y, Y, Z) en el sistema de referencia (2). 


Las dos partes del problema son independientes una de otra. 


Parte 1 


Habiéndose elegido una unidad de tiempo, se supone que 0) y y son funciones dadas del tiempo £, 
definidas en el intervalo ]—oo, + co[ y que admiten en este intervalo derivadas primeras 0” y y”, 
no nulas, 

Se propone el estudio de algunas propiedades del movimiento del sistema de referencia (E) 
(o de un sólido invariablemente ligado a este sistema) respecto al sistema de referencia (0). Se 
designa por M un punto invariablemente ligado a (Y) y por MV el vector velocidad de este punto, 
en un instante cualquiera f, en el movimiento de (X) respecto a (0). 


L1. Calcular las componentes de MV en cada uno de los tres sistemas de referencia (0), (0,), 
(2), en función de 0, p, 0”, p” y de sus coordenadas de M en el mismo sistema de referencia. (Se 
indicará el método elegido y el orden adoptado para hacer estos cálculos.) 


1.2. En el movimiento de (X) respecto a (c) se considera, en un instante cualquiera £, el eje 
instantáneo de rotación y de deslizamiento 4, el vector rotación instantánea /2, el vector velocidad 
V4 de un punto de (2) situado sobre 4. 


Ejercicios 811 


Formar las ecuaciones de la_recta 4 en cada uno de los sistemas de referencia (0), (6), (2) 
y calcular las componentes de 2 y de Y en el sistema de referencia (0). 

1.3. Se considera la recta 4 en el sistema de referencia (0,); demostrar que, cualquiera que 
sea £, A se halla situada sobre una superficie (C,) invariablemente ligada a (c,), independiente de 
las funciones Ó y y; formar la ecuación de (C,) en el sistema de referencia (0,) y dar una definición 
geométrica de esta superficie. 

1.4. Se supone que las derivadas primeras 0” y y” de las funciones 0 y y se hallan ligadas, 
cualquiera que sea 1, por la relación p” = m0”, siendo m una constante no nula dada, y se designa 
por 1 el número definido por las condiciones 


cotgu=m, 0<lal<F. 


Con estas condiciones, precisar la posición de A en cada uno de los tres sistemas de referencia 
(0), (01), (2). 

Al variar t, la recta Á engendra en el sistema de referencia (o) una superficie (k) y en el sistema 
de referencia (2) una superficie (1). Formar la ecuación de (4) en el sistema de referencia (0) y 
la ecuación de (H) en el sistema de referencia (E); definir geométricamente estas dos superficies. 

En el instante dado +, las dos superficies (h) y (H) tienen en común la recta 4; determinar el 
plano tangente a (4) y el plano tangente a (47) en un punto cualquiera de A y comparar estos dos 
planos. 


Parte II 


Se supone p = 0/2 y se designa por D la recta que soporta el eje Z'PZ' del sistema de refe- 
rencia (X). 

IL.I. Demostrar que la superficie S engendrada por la recta D al variar 0 se puede definir 
como el conjunto de los puntos cuyas coordenadas (x, y, z),en el sistema de referencia (0),vienen 
dadas por las relaciones 


0 
x= 4+usenz cos O 


(1) y= a+ usens sen0 


NN 


= ucos? , 


donde u y 0 son dos variables independientes. 
¿En qué intervalo conviene hacer variar los parámetros u y 0 para que las ecuaciones (1) definan 
toda la superficie $? Demostrar que la superficie S tiene a la recta x"Ox como eje de simetría. 
¿Cuáles son, sobre la superficie S, las curvas trayectorias ortogonales de las rectas D? 


11.2. Demostrar que todo plano /7 que pasa por la recta z'Oz contiene dos rectas D. Definir 
y construir el lugar del punto común a estas dos rectas cuando el plano 17 gira alrededor de z'Oz. 
Demostrar que todas las rectas D cortan a dos rectas fijas cuya posición se precisará. 


11.3. Determinar y construir la envolvente E de las proyecciones ortogonales de las rectas D 
sobre el plano (Oy, Oz). 

Se considera las proyecciones ortogonales d, y d, sobre el plano (Oy; Oz) de las dos rectas D 
situadas en un plano cualquiera 17 que pase por z'Oz, y se designa por L la recta que une los puntos 
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de contacto de d, y d, con (E); indicar en qué forma varía la figura constituida por las tres rectas 
di, dy y L al girar el plano /7 alrededor de 2'0z. 
(Prueba común de Minas, 1971.) 


P.3 


Se invita a los alumnos, para aligerar o simplificar ciertos cálculos, a que hagan observacio- 
nes geométricas; tales observaciones deberán redactarse cuidadosamente. 

Un sólido $ ligado a un sistema de referencia ortonormado O, ij, K (ejes Ox, Oy, Oz) se halla, 
en movimiento respecto a un sólido 7 definido por un sistema de referencia ortonormado 2, 1, 
Y, K (ejes QX, QY, 2Z) en las condiciones siguientes: 

a) La recta Ox de $ pasa en todo instante por el punto 42 y se pondrá 02 = 
una función derivable del tiempo r, f* = df/dt una función continua de ?. 

b) El vector rotación instantánea del movimiento de S respecto a t es en cada instante igual a k. 

c) El eje instantáneo de rotación y de deslizamiento del movimiento corta al plano Oxy en 
el punto 7, variable, situado sobre la recta D que pasa por O y de vector director ¿cos « + ¡sen «, 
siendo au una constante dada que satisface a O < «a < 21/2, se designará por P el plano que con- 
tiene a Oz y D. 

En el instante £ =0, origen del estudio propuesto, se tiene f(0) =d, K =K y los ejes Ox y 
2X coinciden en dirección y sentido. En todo el problema, £ varía entre 0 y +00, 


(0), siendo £ 


Parte 1 


Demostrar que el plano Oxy se desliza sobre el plano (2XYY. Determinar en el instante * el 
ángulo (QX, Ox) y, mediante sus coordenadas, la posición de O en el sistema de referencia (01D. 

Demostrar que las condiciones a), b) y e) son compatibles si, y solamente si,la función f satisface 
a la ecuación diferencial: 


E 
dí 
Indicar una construcción geométrica de la posición de / suponiendo conocida la de O. 
Determinar los conjuntos 7” y 7” de las posiciones tomadas por 1 y por O en el plano 2XY 
a lo largo de un movimiento. Dibujar la forma general de 7” y demostrar que 1” se deduce de 1” 
por una transformación geométrica sencilla. 
Demostrar que existe una infinidad de valores de « para los cuales el conjunto /” se halla 
incluido en 7” (no se intentará calcular estos valores de a). 


+ f.tga=0. 


Parte IL 


Determinar las rectas 4 ligadas a S sobre las cuales existe en cada instante un punto de S cuyo 
vector velocidad respecto a T es nulo o paralelo a 4. 

Demostrar, considerando en primer lugar el caso en que corta a Oz, que una recta ligada a S 
y paralela al plano Oxy se mantiene tangente a una curva, ligada a 7, semejante a 1” o paralela 
a una curva semejante a 1”, salvo cuando esta recta tiene una dirección particular que se precisará. 

Se podrá definir la recta estudiada, ligada a S, por su cota y su proyección sobre el plano Oxy 
(habiendo puesto bajo forma normal la ecuación de esta proyección). 
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Parte HI 


Demostrar que en todo plano ligado a S y no paralelo a Oxy existe en cada instante una recta 
tal que los vectores velocidad respecto a T de cada uno de sus puntos son nulos o paralelos al plano. 
Se considera el plano Q ligado a S y que admite como ecuación en el sistema de referencia 
(O, dj, k): 
— xsenp + ycosp+2-h=0 


donde «, elemento de [O, [, y h son constantes dadas. 

Sea M el punto de Q que tiene una velocidad nula en el instante 1. Demostrar que el conjunto 
de las posiciones de M en T es un arco de una curva G cuyas tangentes forman un ángulo cons- 
tante con el plano £2XY. 

¿Qué condición ha de cumplir y para que la curva G sea plana? 

¿En qué condición es el plano Q plano osculador a G en M? 

Comprobar que la intersección D' de los planos P y Q rueda sin deslizamiento sobre la 
curva G. 

Calcular la curvatura y la torsión de G en M. 

Demostrar que cuando la curva G,no es plana, está trazada sobre un cono de revolución de 
eje 2Z y que corta a las generatrices de este cono según un ángulo constante. 

Demostrar que el centro de curvatura de G en M se desplaza también sobre un cono de 
revolución de eje 2Z. ¿Para qué valores de « existe uno o varios valores de q tales que los dos 
conos mencionados se confunden? 


Parte IV 


Sea 2 el triedro de Frenet de la curva G en el instante 1. Determinar el vector rotación ins- 
tantánea del movimiento de % respecto a 7. Estudiar el movimiento de % respecto a S. 


Parte Y 


Un sistema de referencia ortonormado Y definido por O,, ú, 0, w se halla en movimiento res- 
pecto a S. Elpunto O, coincide en cada instante con O y el vector rotación instantánea de Y res- 
pecto a S, fijo respecto a S y por lo tanto también respecto a Y, tiene por expresión 


> _ > > e 
w = sena — cosa —/k, 


donde A es una constante dada (en el instante £ = 0 los vectores T, D, W coinciden respectivamente 
con los vectores i, j, k). 

Haciendo uso del teorema sobre la composición de velocidades, determinar el vector rotación 
instantánea del movimiento de YE respecto a 7. Determinar A para que O, pertenezca al eje ins- 
tantáneo de rotación y de deslizamiento d de este movimiento. 

Cuando 2 tiene el valor anteriormente hallado, ¿cuál es la superficie engendrada por ó en el 
sistema de referencia E? (Escuela Politécnica, prueba de 1971.) 


P.4 


En el espacio afín euclídeo E de dimensión 3 y orientado, se considera 


— una circunferencia (4) de centro A, de radio a (a> 0) y situada en un plano 2; 
— el eje (4) de (4), perpendicular en A a x y de vector unitario k; 
— sobre (4) un punto S determinado por AS = hk, siendo h un parámetro real positivo. 
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El espacio E se halla referido a un sistema ortonormado 2 (O, i, j, k) de eje Oz paralelo a CM 
2 se elige de modo que las coordenadas de A sean x =—a, y =0,2=0. 


L Sea 7 el conjunto, obtenido al hacer variar Ó entre — oo y + co, de los puntos M(0) de E 
que tienen como coordenadas en %: 
x =acos (1 — cos 0) (1 + cos p) 


M0) asent(l — cos 0) (1 + cos p) 


z =a(l — cos 0) seng. 


donde a es el radio de (4) y y un parámetro perteneciente a ]0, [. 


1. Construir las proyecciones ortogonales de 1", sobre los tres planos de coordenadas; es- 
tudiar en qué forma se deducen geométricamente las de /”, cuando y es cualquiera. Demostrar 
que la proyección ortogonal de 1”,, sobre el plano xOy es el conjunto de las proyecciones orto- 
gonales de O sobre las tangentes a (4). 

2. Determinar para un valor cualquiera de y el triedro de Frenet, la curvatura y la torsión 
de IT”, en el punto de parámetro O = x, hallándose la curva f”,, orientada en el sentido de las 0 
crecientes. 

3. Demostrar que la meridiana de la superficie de revolución R, engendrada por rotación 
de pp alrededor de una recta D,, de ecuaciones x = a e y =0, se halla incluida en una curva de 
segundo grado, de la cual se discutirá la naturaleza según el valor de a. 


Para valores fijos de y y de a, calcular el volumen V(g, a) interior a R, comprendido entre los 
planos de ecuaciones z = 0 y z = 2asen q. Para un valor dado de y, ¿cómo hay que elegir f 
para que V(p, a) sea mínimo y cuál es entonces la naturaleza de la meridiana de R? 


IL. Un espacio afín orientado E, referido a un sistema ortonormado RS, 1, J, K) se halla 
animado respecto a E de un movimiento de rotación uniforme de eje (4) y de vector de rotación 
2 = wk; en el instante £ =0, los vectores 1, J, K son respectivamente iguales a i, j, k. 

Un tercer espacio afín E” se halla animado respecto a E, de un movimiento de rotación uni- 
forme cuyo eje (4'), que pasa por S, está ligado a E, y cuyo vector rotación es 


Q'=w'seny + J cos Y). 


Las constantes 0», «w” y y satisfacen a: w > 0, w" > 0, pe JO, al. 


1. ¿Cuál es el movimiento de E' respecto a E? Determinar en el instante £ el vector rotación 
así como el eje instantáneo 4” de rotación y de deslizamiento de este movimiento. 

¿Cuáles son las superficies engendradas en cada uno de los espacios E y E”? 

Demostrar que el movimiento de E” respecto a E puede ser realizado haciendo rodar sin des- 
lizamiento una superficie cónica (C”) ligada a E” sobre una superficie cónica (C) ligada a E. ¿(C”) 
o (C) pueden ser planos? 

2. Deducir que el movimiento de E' respecto a E se puede realizar también en general 
por rodamiento sin deslizar de una circunferencia (L/) de E” sobre una circunferencia (L) del 
plano zx de E. 

¿Es posible elegir cv», w”, h y y de modo que se cumplan a la vez las dos condiciones siguientes 


— la circunferencia (L) pasa por O, 
— la circunferencia (£”) es de radio a? 


Caracterizar en este caso las posiciones en E del plano de (L/) y establecer que el conjunto de 
las posiciones en E del punto O de (L”), que pasa por O en el curso del movimiento, es una curva 
F, estudiada en la primera parte. 


JIL. Sean Y,, Ys, E;, E, cuatro conos materiales llenos y distintos, todos de revolución, limi- 
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tados en su vértice común S y con planos de basescirculares tales que sus apotemas (segmentos 
de generatrices con extremos en $ y sobre la circunferencia de base) tengan todas la misma lon- 
gitud b: 


YE, tiene por eje (4) y por ses gulo en el vértice q, (9, € JO, 2/2D; 

Y, tiene por eje (4) y por semiángulo en el vértice pa (p, € JO, 7/2D), estando X, y Xy una 
parte y otra del plano perpendicular a (4) en S; 

Y, tiene su eje D y su ángulo en el vértice tales que es tangente a Y, y Xo; 

Y, de eje D' es igualmente tangente a Y, y Y, y en el instante £ =0 tiene solamente en común 
con Xy el punto $. 


Relativamente al espacio E, los conos E, y Y, giran alrededor de 4, siendo los vectores rotación 
constantes respectivamente W) k y We Kk. 

Un espacio orientado F, al cual se halla ligado D, está animado respecto a E de un movimiento 
de rotación de eje (4) y de vector constante c k. Relativamente a F' el cono Y, está animado de 
un movimiento de rotación alrededor de D cuyo vector rotación tiene una medida algebraica cons- 
tante sobre el eje D orientado en el sentido de SH, siendo H la proyección ortogonal de S sobre 
el plano de base de Xy. 


1. Establecer las relaciones que tienen que satisfacer 0%, 0, 3, 0, P1 Y Po Para que 2, ruede 
sin deslizamiento sobre X, y Xz. 
2. Al rodar también Y, sin deslizamiento sobre 7, y E», ¿cuál es el movimiento de D relati- 
vamente a F'? 
(Escuela Politécnica, prueba de 1972.) 
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